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PROPRIETES PRESQUE SORES ET QUASI-SORES
DES SERIES DE DIRICHLET ET DES PRODUITS
D’EULER

HERVE QUEFFELEC

Il y a en mathématiques plusieurs théorémes d’existence: ceux liés 2 la
notion de point fixe (théoréme des fonctions implicites, solution locale
des équations différentielles 3" = f(x, ¥)) ou ceux liés & la notion de car-
dinalité (théorémes de Chevalley et Warning, de Sylow, existence de nom-
bres réels transcendants) par exemple. Nous nous interessons ici exclu-
sivement a deux sortes de théorémes d’existence: ceux liés au théoréme de
Baire (méthodes quasi-sfires) et ceux liés & la théorie des probabilités
(méthodes presque sfires). Ces deux méthodes ont déja donné lieu a de
nombreux théorémes: existence de fonctions continues partout sans
dérivée, existence de fonctions C” partout non analytiques, existence
d’ensembles de Kronecker parfaits (Kaufman) par le quasi-s(r, existence
de réels ¢ tels que (#*) soit équirépartie modulo 1 (Koksma), existence de
nombres normaux au sens de Borel, existence d’ensembles de non-
synthése par le presque sfir, etc . . .

On se propose d’appliquer ces méthodes dans la théorie des séries de
Dirichlet

R
03 &
et des produits d’Euler
. 1
@ I e

ol p décrit 'ensemble des nombres premiers. Les séries (i) ont été

étudiées en détail, par des méthodes sires, par Harald Bohr, qui con-

sidére les abscisses suivantes (on pose comme d’habitude s = ¢ + ¢):
abscisse de convergence absolue

0y = inf{ao/ > IZ?[ converge pour o > ao} ;

1

abscisse de convergence simple
o~
o, = infya0 / D ;L% converge pour ¢ > ao( ;
1

Regu le 22 juin, 1978 et sons forme revisée, le 16 mai, 1979.
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abscisse de convergence uniforme
™ d
oy, = inf oo / 2 ;z? converge uniformément dans le
1

demi-plan o > Uo} ;

abscisse d’holomorphie
op = inf {ao / Z % se prolonge en une fonction analytigue f(s)
1

dans le demi-plan ¢ > oo} .

On a évidemment:
op S 0y £ 0y = 0o

Il considére aussi la ‘“‘fonction de Lindel6f” associée a (i) et & son
prolongement éventuel f(s):

p(f,0) = p(o) = inf {£ = 0/f(s + it) = O(Jt[*)
quand [{| — + o0 }.

D’aprés la théorie des fonctions analytiques, u est convexe décroissante
positive sur o, +c0[; Bohr a démontré qu’'inversement toute fonction u
ayant ces propriétés et telle que u’ = —1 était la fonction de Lindel6f
d’une série du type (i).

La démonstration de Bohr est extrémement compliquée, et il aurait été
souhaitable de retrouver son résultat par des méthodes presque sfires ou
quasi-sfires malheureusement on n’y est pas parvenu, quoique 'on arrive
a des séries de Dirichlet a coefficients 1, se prolongeant en des fonctions
entiéres, et dont la fonction de Lindelsf est connue, étant exactement,
dans un cas, celle conjecturée pour la série sfire

> ST et

1 n

A savoir

0 sio > 3 (conjecture de Lindelot)
p(r) = S<1

%—0’ si é'g.

Ce travail a été inspiré par des conversations avec Monsieur Jean-Pierre
Kahane, qui avait déja étudié ces questions dans [5]; dans la premiére
partie, on reprend avec son accord les résultats et les démonstrations de
la note avec des prolongements divers; dans la deuxiéme partie, on
étudie les propriétés presque sfires et quasi-sfires des produits (1 &+
p~%)~' déduits de I'expression de { sous la forme 7(1 — p~%)~!, ou =
désigne le produit infini étendu a I’ensemble des nombres premiers. On
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rencontre dans cette deuxiéme partie des propriétés de croissance assez
différentes de celles de la premiére.

1. Soit @ = {—1, +1}", muni de la topologie produit de la topologie
discréte sur chaque facteur et de la probabilité produit de la probabilité
de pile ou face sur chaque facteur. On note w = (e, ..., €, . ..) un point
de Q; ses composantes ¢,(w) apparaissent comme des variables de Rade-
macher indépendantes sur Q. © est un espace de probabilité: une pro-
priété qui a lieu sur un ensemble de probabilité 1 est dite presque sire
(en abrégé ps).

Q est un espace topologique compact, donc de Baire: une propriété qui
a lieu sur une intersection dénombrable d’ouverts denses est dite quasi-
sire (en abrégé gs). On s’intéresse aux propriétés ps et s des séries de
Dirichlet:

M XS =50

- 1 1
@ 2 ‘"((2n F (2n)§) = g(s).

THEOREME 1. 1) Les séries (1) ont les propriétés qs suivantes: o, =a, =
an = 1, la droite ¢ = 1 est une coupure pour f.

2) Les séries (1) ont les propriétés ps suivantes: g, = 1, 0, = 0, = %, la
droite ¢ = % est une coup une pour f, u(oc) = 0si o > % et plus précisément

flo + 1t) = 0(log |¢])'~° quand |t| — + o, pour 1 > ¢ > 3.

Preuve. 1) 1l suffit de montrer que ¢ = 1 est gs une coupure pour f,
mais cela va résulter du théoréme plus général suivant:

THEOREME 1. Soit ) a,e™ une série de Dirichlet & coefficients réels,
d'abcisse de convergence simple o, = o > — 0 ; alors la série Z‘f’ €ydn,e ¢
admet qs la droite #s = a comme coupure.

Preuve. Soit a,” une suite de =1 telle que o,/a, = |a,|, et soit &’ =
q

(@, ..., &/, ...) € Q; la multiplication par ¢’ est un homéomorphisme
de Q et (e, )an = €,]¢,|, donc on peut se limiter & a, = 0. D’autre part,

I'ensemble E des w pour lesquels #s = o n’est pas une coupure, peut
e
s'écrire:

E=VUE, ~
avec: a = a + u,t € Q,r € QF, N entier = 1 et:
Eorw = {027 eu(w)ae™ = f,(s) posséde une prolongement

analytique, toujours noté f,, dans le disque D, , = {s:| s— a |< 7}
et |f. £ Nsur D, ,}
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Chaque E, ,n est fermé: en effet, si w € E, ,y, il existe une suite
wt € Eqryy 0t > w;si fi(s) = foi(s), | fi| £ N sur D,,, donc les f; for-
ment une famille normale sur D, ,, et quitte & prendre une sous-suite, on
peut supposer f; — g uniformément sur tout compact de D, ,, avec ¢
holomorphe et |gl £ N sur D,,. Or w'—>a & ¢'— ¢, VYV n; mais,
puisque a, = 0, pour #s > a, on a:

o

[}
SRy Y
Z €nane " — Z €ndne .

1 1

Donc, g = f, sur Do, N\ Xs > a, et g définit donc un prolongement de
module < N de f, dans D,,, donc w € E, , .

Chaque E, , n est d'intérieur vide: en effet, soit w € E, , n et Vy le
voisinage de w défini par:

Vi = {0’ = (&')/¢) = e, 5in = M}, M entier = 1.
Si Var C Eoroyy siw” = (&) € Q, on peut écrire, pour s > a:

=) M

w"(s) [Z enane_)\ns Z en"ane_)ms] + Z (en" - 6n)ane “hnt
n=M+1 n=1

= fur(s) + g(s)

oll w € V) et ou g est une fonction entiére.

On voit donc que f,» admet un prolongement analytique & D,,, pour
tout w’ € Q; soit e > 0 assez petit pour que, si |u — | < ¢, le disque de
centre a + € + tu, de rayon 2e¢ soit inclus dans D,, (avec ¢ = a + 1t).
Pour t — e = u =t + ¢ prenons e’ = sign cos N\u; posons b =
at+etw,c=a—e+u,f=f.

Nous avons:

o=t " gy = Z‘C b)" 3= aa(= 1" )
D’ou:

Rf(c) = Z? (iigm i (M) "9 cos ).

Tous les termes étant positifs, nous pouvons intervertir 1'ordre des
sommations:

A = 3 a™lcos ] 3 B 7,

soit:

Rf(€) = 2 ane ™™ cos \u| < 0.
1
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Comme ceci a lieu pour |u — #| < ¢, on en déduit, suivant un lemme
classique [6]: 2T a,e™@=9 < 00, ce qui contredit la définition de a.
Donc V, € E,,; x; comme les V), forment une base de voisinages de o,
on en déduit: EJ , v = @; ceci achéve la démonstration du théoréme 1’.

2) Montrons d’'abord que o, = 1; suivant une formule de Bohr [2], si
Un —_ Suszlele“logl + . + eneitlognl
alors
oy = lim,, logU,/log n.
D’aprés un autre résultat de Bohr [11], nous avons:
U, 2 X|e| ppremier,p < n
= 7w(n) ~n/logn

par le théoréme des nombres premiers. Il est alors évident que o, = 1.
Néanmoins on a, dans 'autre sens, 'inégalité suivante:

U, = 0(n+/log log n/log n) ps quand n — + 0.
Soient py, ..., pr les nombres premiers <u, avec k = m(n) ~ n/log n.
Si

fn(t) — Eleiuogl + . + Eneitlogn’

on a aussi bien:

Jn(t) = Xpay...ay €' @1 10871 ek loeri)

la somme étant étendue aux nombres premiers py, . . ., p; et aux entiers
ai, ...,o tels que (P1)t... (P)™* <1 et OU pay..ap = €m SI M =

(p1)r . (i)™

D’aprés le théoréme de Kronecker:

Z ei(t1a1+l?_a2+..‘+tkak) o

ay...a;
a ey

Sup |f.(t)| = Sup
R

1;€[0,27]

Cette derniére somme est un polynéme trigonométrique de degré d <
log n/log 2, puisque

Qart..+ak < (Pl)al L (pk)ak < n.

Par un lemme de [7]:

P(sup S by € | > 0 fog (dkxn)) =
173 ag

ol C est une constante; en faisant x = #n? par exemple, on déduit facile-

ment de I'inégalité précédente:
S Cn | /log log n) 1_2
log n n

Z o ei(tlal+"'+tkak)
a)...ay

IIA

ol g

ll
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Le lemme de Borel-Cantelli entraine alors 'estimation ps annoncée; il
serait intéressant de connaitre I'ordre de grandeur ps exact de U, quand
n— 0.

Avant de continuer la preuve du théoréme 1.2, rappelons quelques
résultats classiques de probabilités.

THEOREME DES TROIS SERIES [10]. Soit u, une suite de nombres com-
plexes, alors: Z‘{’ €nll, CONVEYZE PS & Z‘f [a,|2 < 00

TutorEME. ([7]) Soit Z‘{’ X (w)e ™ une série de Dirichlet & coefficients
indépendants et symétriques (X, et — X, équidistribuées), alors I'abcisse de
convergence simple oi(w) est ps une constante et, st o3 > — 00, la droite
o = o, est ps une coupure.

LeMME. (S. Bernstein [10]) Sotent ai,...,ax € C, €, ..., ey des
Rademacher indépendantes, ¥ = Zf ey, A = D1 |a,|? et x un réel = 4
Alors:

P(|Y] > 2+/A log x) < 4/x.

Le lemme de S. Bernstein a pour conséquence le lemme suivant, qui
est la clé des estimations ps & venir.

LEMME 1. Soit j un entier = 0, n; et m; deux entiers avec 0 < n; < m;,
un entter = 1,0 et B deux réels avec) £ b = B, B = 1,etsup (b, n;) = 1,
T un réel = 1, o un réel > % et

fit,8) = > elan+B) " =f; avecO £t <T,0 < B8 < B.

nj<nSmj
Soit
Alors, st v est un parametre = 1, on a:

C,log (a + B)
P(Hf]” > (anj + b) o—1/2

ou C, est une constante qut ne dépend que de o.

| =

log (Tm;vBa)) =

<

La pleine généralité de ce lemme ne sera nécessaire que pour la démon-
stration du Théoréme 4.

Soilent ty = kT/Nl, 0 =< k =< Niet Bi=1b —+ Z(B — b)/NQ, 0= l <
N2, ol Ny et Ny sont des entiers a ajuster par la suite, ol k£ et / sont
entiers. Dans les calculs, C, désignera une constante qui ne dépend que

de ¢, mais qui peut varier de ligne en ligne; nous avons:

af af

_I_.

£l = suplf(en B + 3~ 7

Un estimation grossiére de ||6fj/6t|| et H&fj/(')BH suffira.
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Nous avons:

. f; log (an + B)
('3) (.” = niltm; (an + b)v é ml lOg (amj + B)
< (m)*log (« + B).
of;
4) ' Y =< Colm,.

D’autre part, si

filte, BY) = 2 Wu = D ety

nj<n=m;

2 1 f‘” dt 1
Z |an| é Z _(an_*_b)?vé n (at_l_b)Zv— C (anj+b)2¢7 1,

n;<nsSmj

puisque ¢ = 1. Par le lemme de S. Bernstein:

P(ff,-(tk, By)| > —Wﬁvlog X) <2

X

Donc,

(%) P(S;E? [f(tx, B1)| > _-l—b)—‘v’ v/log x)
16

= - (N1 + 1NV, + 1) = —NINQ.
(3), (4) et (5) donnent:

+log x T » B ))
P(”f]“ > C,log (« + B) X (_——(an]- T b)q_~l/2 +N1 m; +N2 Tm,

< 16 V1V, .

. X
Soit:

(6) P(E°) = 16N1Ny/x.

Si w € E, nous avons:

160 = S D) (o Lm0y

B Tmi(an; + b)""m) .

+ A
Prenons:
= [T'(my)*(an; + 0) 7] + 1 = (I'm;Ba)®°
Ny = [BTmj;lan; + b)*=1?] + 1 £ (T'm;Ba)C

x = 16(Tm,;Ba)? v = 16(T'm;Ba)Cy.
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Nous avons alors:

w€e E=|[f)] ég.:'_l_(ﬁ_(_ai@_[, /Tog x + 2]

(omj + b)”_]/2
C, log (@ + B)
< = ~ = -7 /
= (an] + 6)0—1/2 log X-
En remplacant x par sa valeur et en tenant compte de (6), on obtient
le lemme 1.

Considérons alors les propriétés ps de la série (1).
1 .z 3 N . . 1 ’ N
o, = % résulte du théoréme des trois séries, et ¢, = 3 du théoréme de la
coupure; reste a estimer u(s). Soit 1 > ¢ > 3 fixé, nous avons:

fo+it) = 3 odm=at 2 filo+),

avec:

Sty = | 3 —

n<2]+l n

Appliquons le lemme 1 & f;, avec: « =1, b =0, B =1, n; = 29,
my; =271 T =T, v = Tyn;, ol T, est une suite de valeurs de T telle
que D 1/T) < 0, qu'on ajustera par la suite.

En posant:

. €
1fillio.a 0§S}l§p7'k file+ il = 05?§ka 2f<r§zj*‘ (n+ B |7
0=B=1

nous obtenons:

1
Tk'nj ’

Cy 1 .
P(“fJ‘HIO.TkJ 2 —=72 Vlog Tk”]') S ——,soit: P(Ay) <
(] Tin;

> ik P(Au) < o, done, par le lemme de Borel-Cantelli, il existe
Q C Q, P(Qo) = 1, tel que, si w € Qy, il existe jo(w) = jo et ko(w) = k&,
tels que: 7 = joetk = ko= w € (4;)".

Soit ¢ > sup (T, (w), T%,(w)), et soit k I'unique indice tel que: Ty <
t < Ty k = ko, B = jod’aprés le choix de ¢. Supposant ¢ < 1, écrivons:

flo +it) = (61+ ;cfj) + (]Zg;cfj) =S+ S,
@ isis 2 be s e

= t°
Dans S;,onak = koetj 2 k = jo; donc, on peut majorer | f;(o + )|
parC,~/log Tyn;/[n,;]°"1/?, ce qui donne:
Cs
1S2] = 22 Vi Ty = Z o j]v_m (Vlog T + j)

iz (ny
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Soit, en posant ¢ = 2~/ < 1:

8) IS = C,,( Z;c g"/log T, +J'q’) < C.(¢"Vlog Ty + kq").
iz

(Comme dans la preuve du lemme 1, C, désigne une constante qui ne
dépend que de o, mais qui peut varier d'inégalité en inégalité).

Remarquons que ¢* = [n,]'/*~° et choisissons 7} = exp n; = exp 2%;
k = +/log T}, donc (8) donne:

9)  [Se| = Ci(log i)' = C,(log t)*=
puisque T} = T3—1® < 2. Avec le choix de T, (7) se réécrit:
(10) |81 = C,(log Tx)'— = C,(log t)1—o.
(9) et (10) entrainent: si w € Qo, si t > sup (7 (@), T%,(w)), alors:
[f(e + it)] = C,(log £)1.

Il reste & remarquer que f(¢ — 1) = f(o + it), et & faire varier ¢ sur
un dénombrable dense de |4, + o[, en utilisant le principe de Phragmen-
Lindelof [13; p. 284] pour avoir le Théoréme 1.

THEOREME 2. 1) Les séries (2) ont les propriétés qs sutvantes: o =
on = 0, la droite ¢ = 0 est une coupure pour g, u(c) =1 — o510 < o = 1.

2) Les séries (2) ont les propriétés ps suivantes: o5 = 0, o, = — 3,
droite ¢ = — % est une coupure pour g et

Osio =1
,u(a')={1 7=z

j—ost—3 <o =4

=~
L

Preuve. 1) Soit u,(s) = (2n + 1)=* — (2r)~°; nous avons:

() = —s@m) ™ 4 s(s + 1) fol 1 —t)@2n + O™ dt

soit: u,(s) = —s(2n)~*"1 4 s(s + 1)2,(s) avec: |v,/] < »n~~2 Donc:

)

(10) 3 ain(s) = = G+ D+ 56+ 1) 2 aul.

Le fait que ¢; = ¢, = 0 et que la droite ¢ = 0 soit gs une coupure pour
g résulte alors du Théoréme 1.1. L’estimation de u(¢) découlera du
Lemme 2, mais il nous faut d’abord introduire, pour une fonction ¢ C*
sur [1, oo [, ses différences successives. Soit # un entier = 1, et posons:

Aop(n) = ¢(n)

Arp(n) = ¢(n + 1) — o(n) =f01 ¢’ (n + x1)dx,

Aop(n) = A1p(n + 2) — A1p(n) = o(n + 3) — o(n + 2)
—o(mn+ 1)+ o(n) =ff<p"(n + %1 + x2)dx1dx,
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ol lintégrale est étendue au domaine 0 < x; <1, 0 £ xy £ 2. Et, de
facon générale, si p = 1:

(1) Ape(n) = Aprp(n + 2771 — Ap_1p(n)

=f. . .f(P)<p(”)(n +ox1 4+ .. xp)der ... dx,.

()

u

désigne l'intégrale dans R? étendue au domaine
0=x=1,0=%x=2,...,0=x, =2/ 1.

On voit que: 4,0 (1) = 2 nzmzatz—1 % ¢ (m).
Le cas qui nous intéresse est ¢(x) = x~°; (11) donne alors:

1y ss+1)...s+p—1)
(12) Ape(m) = (—1) f . .ﬁp) Tt ot Fa) dx, . .dx,.
LEMME 2. Soit ¢(x) = x~% s = o + 1t, p et n des entiers = 1; alors:

a) [Me(n)| = [sGs + 1) nﬂJr(; +p — 1] op(@-D /2

b) S, de plus 0 < t(22 — 1)/n = 1, alors:

[Ape(n)| = ¢ Is(s + 1()n‘—.|-. éi)ipp — PPN gvec ¢ = cos &.
(a) découle immédiatement de (12); d’autre part:
(13) (_l)pAp<P(n) ___f f dxy . ..dx,
s+ ...(s+p—1) e x+ Fx)

= A,y
L’argument 6 de I'integrand est —tlog (n + x; + ... + x,); il a donc
une variation:
V=tlogn+1+2-4+...427"1) —tlogn
=tlog (n +2° — 1)/n.
Donc: ¥V £ ¢(2? — 1)/n = 1 sous les hypothéses du ). On peut donc

trouver « tel que —1 <a+6 =< 1 eton a:
2 2

; Ndxy . . . dx
o= R A, =ff cos (o + 0)dxs . . . d,
IA Pl = ‘%(e P) @ (n +x1 + . + xp) +p

> c f P 4 »(p--1) /2
= —~————(n T ) ), dxy . ..dx, n + 2y 2 .
Le b) découle alors de (13).
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Revenons a 'estimation gs de u(g, ¢); nous avons:

(14)  g(s) = 2¥ b f(2n)
et, d’aprés le Lemme 2 a): |g(s)| £ |s] D_F 1/(2n)7+1, d’ott: u(g, 0+) < 1.
D’autre part p(1) = 0.

D’auprés la convexité de u, il suffit de prouver u(3) = % gs pour avoir
le Théoréme 2.1.

Soit IV un entier = 1, et posons:

Qv = {w/]g(5 + it)| = c|t|'*/181, V¢, [t =2 N}, ¢ = cos 3.

Qy est fermé dans Q, par (14); soit w € Qy, et Vy, le voisinage de w défini
par:

VM = {w, = (en,)/en, = €y, sin = N}
Fixons ¢ tel que |{ > Max (N, M); si |[{| £ n =< 2|¢|, le Lemme 2 b)
donne:

lu. (3 + 1t)| Z cls|/(2n + 2)*72 z c[t]/15]¢[*2 = c[|=2/2/15.
Au moins |¢|/3 des nombres , (3 + it) ont un argument qui appartient a
un des trois arcs [0, 27/3], [27/3, 47/3], [4r/3, 2x]; par exemple, il
existe un ensemble J d’entiers de [|¢[, 2|¢|], de cardinal =|¢|/3, tel que
n€J,=u,(3+ i) = e®lu, (3 +it)avec0 £ 0 < 27/3. Sia = 27/3,
necJ
(15) R (eu,(3 + 1)) = cos(a + 0)|u, (3 + )| = —cl|t]=1/2/30.
Sur une partie convenable J, de J, de cardinal = [¢|/6, ¢,(w) est constant,

par exemple ¢, = 4 1; soit w’ la suite obtenue en changeant le signe de
¢, exactement sur J,. On a:

go (3 + 1) — go(3 +it) = =22 ueu, ua(3 + 11).
D’ot, par (15):
lgw (2 + ’Lt) - gw(z + 1t)[ 2|%(6 Znel‘., un(% + it)!v

soit:

. . tc —1/2 C 1,2
, 1 1 >
Igw (2 ”) gw(z ”)] = 2630 t = 90 t

ou encore:

. c c
(1 >£ _ £
lewr G + 1) 2 (90 181) >3t
d’olt o’ ¢ Qy, bien que «’ appartienne & V,; donc Qy = @, et on a donc
gs:

gw(z +Lt_l_

IR& = 181’

c'est-a-dire u(g, 3) = 3qs.
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2. Les assertions ps concernant les différentes abcisses découlent du
Théoréme 1 et de (10”); "estimation ps de u (o) utilisera le lemme suivant:

LeEmME 3. (Ingham, [4]) Soit f(¢) = ZNénéN/ ae~™! N, € R. On
suppose que N\, — M1 2y >0 (N<n =N'). Soit T'= (7 + €¢)/y >
w/v. Alors:

iy, ol = a9 '~ ot

on a(e) est une fonction de e telle que ea(e) — a > 0, quand ¢ — 0.

Soit alors V un entier = 1 et posons py(t) = Z‘{’ ity (1t). La distance
de deux fréquences consécutives dans py est logm — log (m — 1) =
1/m =2 1/(2N 4+ 1) = 1/3N, donc on peut appliquer le Lemme 3 avec
vy=1/3N, T = 211-/7 = 6 N. On en déduit:

ov <42 [ 1p 0t 5 aCrmy

ou my = supmge,rN|pN(t)|. Donc:
(16) my = av/N

ol a est une constante.
Considérons (principe de symétrie)

o) = Y ennit) + 3 extnlit)

1 N+1
N ©

h(it) = D eun(it) — D eatn(it)
1 N+1

et les événements suivants:
Ay sup)y=ernlg(@t)| = av/N et By: sup,<ern|h(it)| = av/N.

P(Ay) = P(By), vu la symétrie des ¢,; et Ay \J By = 2, compte tenu
de g+ h = 2py et de (16);donc, P(Ay) = %; on en déduit: P(u(0) = 3)
= 3 et parlaloi du zéro-un: P(u(0) = %) = 1. Reste & montrer:

a) u(z) = 0ps; b)u(—3") = 1ps

a) est immeédiat, en écrivant:

g(s) = Z ey Z Gy = F16) F1206).

f1 et fo se majorent exactement comme f dans le Théoréme 1, en utilisant
le Lemme 1; et donc ps:

g(c +14t) = 0((log |f)*)sit < o<1 =u(c) =0sioc > %
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b) s’obtient ainsi: si —% < ¢ < 3}, nous avons, avec n; = 27, s = ¢ +

1
€y o
2 ein(s) = —Sfo n,~<f?§:;j+1 @t ag.

i<n=n;
nj<nEn;+1

D’aprés le Lemme 1, compte tenu de m; = 2n,, nous avons, aveca = 1,
B=1,0=0:

P(Zf"—”"ﬁ

nj<n=n;+1 s
On achéve, comme dans le Théoréme 1, avec le méme choix de 7' et on
conclut que,si —% < ¢ < %, on a ps:

. 1
> ”T(:J/_z\/log Tn,) S
n; Iﬂj

[0,7]

g(o +it) = 0(J¢|(log[¢[)~ quand [{| — o0 ;

dou p(g,0) = 1. En faisant ¢ = ¢; = —1/2 4+ 1/§, j— 0, on en
déduit les estimations ps:

p(—=34+0) = 1;u0) =2 3;u(3) =0

D’aprés les propriétés de convexité et de monotonie de y, ceci achéve la
preuve du Théoréme 2.

On va maintenant prouver deux théorémes qui montrent qu'en
prenant des différences successives de plus en plus élevées & partir des
séries 9.7 e,/n®, on peut “‘pousser’ o, jusqu’'d — 00, et obtenir des
séries D5 = n~* pour lesquelles le u(c) est bien controlé.

THEOREME 3. 11 existe une série de Dirichlet 3 = n=* avec les pro-

priétés suvants: oy = 0, 0 = — 0O,
(o) = {o sic>1
K l—osic S 1

Le Théoréme 3 découle des deux lemmes suivants (via la convexité
de u).

LeMME 4. Considérons une série de la forme
an 2 ( 2 enA,-so(u,-n)) =2 S;=F(s)
=0 nj<n=n; 41 =0

ou e, = £ 1, ou Aj;p désigne les différences j-1émes associées a la fonction
o(x) = x~°, les n; étant une suite strictement croissante d'entiers (avec
no = 0) et les uy, élant des entiers choisis de fagon que (17) s'écrive formel-
lement:

ary >+
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Alors, pour tout choix des e, et des nj, on a pour (17")

g, =0,0, = — @
u(@) =0sta > 1
@) =1 —0osio = 1.

Preuve. (17) = (17") pour ¢ > 1, par convergence absolue; et (17)
définira le prolongement analytique de (17’); montrons que (17) est une
fonction entiére. Soit

SJ' = an<n§nj+1anj€9 (”jn)-

Par le Lemme 2,

s+ 1) ... +j=Dlgen

) o+j

1Ss] =

nj<nSnj+1 (ujn
" 2"i+1“nf 1
Sh+D...+i— D2 X —rm
=t (2"
puisque
(17//) Uy = 1 + n, + 2(77,2 - 77,1) + ...+ 2j_1(nj - n]‘_l)
>141424... 421 =2

et qu’ensuite les u;, varient de 27 quand # varie de 1. D’ou
IS)l S [s(s+ 1) ... (s +7 — 1)|2-7/22-Irg2 /6

dés que j + o = 2. Donc D_%.,.S; est une fonction entiére et o, = — 0.

Soit maintenant p un entier = 0 et supposons ¢ > —p; écrivons (17)
sous la forme:

2o Si+ 2z S = X1+ X

et intéressons nous seulement & X,, X, n'influant pas sur u(¢); mais, si
jZzp+1,ona:

2:‘—1)—1
S;= > en( > a1y + (m — 1)2”“)) ,
nj<nSnj+1 m=1
avec a, = =1 et d’aprés le Lemme 2:
s(s+1) ... (s + p)|2P?"0 /2
<
Isii = Z (uin + (m _ 1)2p+l)u+p+1

ou la somme porte sur les #n € Jn;, n,.1] et les m € [1, 27?=1]. Comme
les #, + (m — 1)27+! sont 2 & 2 distincts quand m, #, j varient, on a:

| X2

S s(s+ 1) ... (s + p)|2r@o” Zl _U_L_m.
k=

D'oli p(oe) < p+ 1sie > —p; comme u(s) = 0si o > 1, la convexité
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de u entraine u(s) <1 — o si ¢ = 1. Reste & montrer que o, = 0.
(17") s'écrit ¥ a,/n* avec a, = 1. Considérons, pour s = ¢ + 1,
¢ > 0, une somme partielle sy = Zﬁv a,/ns.

Soit jo le plus petit indice tel que V figure dans S, et j, étant ainsi fixé,
soit »o le plus petit indice >n; tel que N figure dans les indices de
€,,8;,0(u;m); on va démontrer que So + ... +S; — sy — 0 quand
N — + o, ce qui montera bien que o, = 0. Or:

So+ ... +S, —sv= Zv0<n§nj0+1€nAjos0(”fon) + R(s)
= Ro(s) + R(s).

On voit aisément, en utilisant le Lemme 2 et les minorations de u;,, que
Ry(s) = 0 quand N — o0 ; R(s) représente, au signe prés, les termes qui
restent dans A; ¢(u;,,,) quand on a épuisé les indices jusqu'a N; soit M
le nombre de termes restants: M = 271 4+ 272 4+ . 4 2%, avec
p1>...> P20, et p1 = jo puisque M = 2%, Groupons les M termes
de R(s), ‘‘a partir de la droite’’, en 27! termes, puis 2?2 termes, etc. . ..,
nous obtenons au signe prés des différences d’ordre p1, po, . . . de ¢, soit:
T'(s) = +£4,, £ ... £ Ay, avec, si m; est le premier indice apparaissant
dans p;, et en utilisant le Lemme 2:

ls(s -+ l) e (S + Pi — l)l 2111'2/2.

mia-Hii

[Ap: | = |8pif(my)| =
D’aprés (17") m; =2 Ujgn; +1 2 2%, d’ot1, puisque p; < Jo:
(4, £ 2700ls(s + 1) ... (s + p; — 1)[277%2
Comme les p; sont distincts:

[R(s)| < 27900y 2 1 fs(s+ 1) ... (s +n — 1)[2772=¢(s5)2~ %o,

Comme ¢ > 0, R(s) — 0 quand N, et donc jy, — + 0 ; ce qui achéve la
preuve du Lemme 4.

LEMME 5. Dans (17), chotsissons les n; de fagon que:
M1 = qng, g > 1
(18) Glog (ny —mmn) | | o
Alors pour (17"), on a qs en €,: u(0) = 1.

On va montrer que, Ve € 10, 1[, u(0) = 1 — € gs; le lemme s’ensuivra.
Soit, pour un tel e,

Qv = {o/|Fo(it)| S v[t[' V[t = N},

N entier = 1, y constante a fixer, F,(s) désignant la somme de (17). Qx
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est évidemment fermé; montrons qu'il est d’intérieur vide. Soit

my; = Upmipr = 1+ (m1 — no) + 2(n2 — n1)
4+ .+ 277, — mym1)
le premier indice des blocs Aj; soit ¢t = t; = m;/27, et fixons j de fagon
que t = N.
Soit S; = anq;njﬂ e, jo (1t 4,). On peut appliquer le Lemme 2 b) aux
A; qui figurent dans S;, puisque 12//u;, < t2//m; = 1. On obtient,
puisque ¢ = 0

(19)  |Aje(um)| z ct?/(us, + 27)".

Le nombres de blocs Ajest 1 — n; = (¢ — 1) my/2771 = N, avec M
= inf(2(¢ — 1), 1). Considérons seulement les [\{] premiers blocs A;,
pour lesquelson a: un = m; + 27,1 < ¢. (19) donne alors:

[As0(um)| Z ct?/(2m;)? Z ct?279/(127)7 z c272%,
Mais ¢2-2%* = t1=¢ = ¢,1=¢ i j est grand,
t]' — m]'/zj \é %(n] _ nj_l) g C_l/eej2(log4)/e

pour j grand, d’aprés (18).

En résumé, si/ < [\, le l-iéme bloc A, vérifie |A;| = ¢~ et le nombre
de ces blocs est équivalent & M, disons =A¢/2 pour ¢ grand. Si on prend
v/12, on obtient Qy° = @ en reprenant l'argument de la partie quasi-
sfire du Théoréme 2. Ceci démontre le Lemme 5; le Théoréme 3 découle
des Lemmes 4 et 5.

THEOREME 4. Il existe ume série de Dirichlet Y .§ == n=° avec les
propriétés sutvantes:

o, =0,0, = +0 ef u(o) ={

O0sto> 3
[oa

1—0sic =%

= 2

Le Théoréme 4 découle du Lemme 4 et du lemme suivant.

LEMME 6. Soit n; (avec ny = 0) une suite strictement croissante d’entiers
telle que:

a) ni/n; = g > 1 pour j = 1, o1l g est une constante.

b) WV e>0, 22, 24 /Tog ny1/nc < 0.
Alors, la série (17) du Lemme 4 et son prolongement analytique (17)
vérifient ps:

Osto > 2
Us=OyUh= _oo’“(a)={l—asi¢r<l
2 = 2

Des exemples de suites n; vérifiant a) et b) sont #n, = j7 ou n; = 27

pourj = 1.0, = 0,0, = — o découle du Lemme 4; on montrera d’autre
part que:
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1) p(0) 2 3ps

2) pour tout entier p = 0,onaps: u(oc) < psic > — p + 3.

1) Soit Py = Y ,;<S;(it), soit Ny le degré de P;; comme dans la preuve
du Théoréme 2, on applique le principe de symétrie &

P+ D Siet Po— sk S,

ce qui, joint au Lemme 3, donne P(sup; se=n,|F(@it)| = av/Ny) 2 3.
D'ou u(0) = # ps.
2) Soit p entier = 0, et ¢ > — p + 3 fixé. Ecrivons

F(s) = D ico S5+ 22 S = X1 + Xo.

La somme finie X; n’a aucune influence sur u(¢), on peut se borner a
estimer X.. Nous avons

S5 o ¥ ot - 20

X2 =
j=p n;<n=nj+1 m=1
ol les @, = = 1 ne dépendent que de j et p, et sont indépendants de .
Donc:
2J-p
iZp=S8=2 an 2, eabelun+ (m—1)2)
m=1 nj<nI=nj+1
2i-p
1S/ X | X ebplun+ (m— 12|,
m=1 | n;j<nSnj+1
soit
2i-p
1S5 £ 20 |4nl-
m=1

Soit \; le premier des #,: Nj = sj01 =1+ n1 4+ 2(me — n1) + ...
+ 2=1(n; — n;_;). Les u;, varient, & partir de \;, de 27 en 27, donc:
An= 2 eabe+ (n—n, — 12+ (m — 1)2%),
nj<nSnj+1
soit encore
nj+1—nj—1 )
A, = ZO ntn;+10,0 (21 4+ N; + (m — 1)27).

Sipy, = €ptn;+1,0 = n £ njp; — n; — 1,0n a par le Lemme 2

20) 4p=(—=1Ys(s+1)...(s+p— l)f...f(P)Bm(xl,...,x,,)

X dxy . .. dx,
qvec

nj+1—nj—1

Pn
S AN T - D2 Fmt )
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On applique le Lemme 1 & B,, de la fagon suivante:

n; est remplacé par 0
m, est remplacé par n;41 — n; — 1
=N+ m—-1)224+x4+...F+x,donc\; £ B =\
+ 27— 22 422 = X\; 4+ 2/ < 2\, et on prend b = Ay,
B = 2\, Enfin, a = 27 < ),

I 1A

T reste inchangé.

On obtient alors, avec les notations du Lemme 1,

C log\;, /———~ 1
P(HBMH > —%\{z—lzggﬁ lOg ]nj+1(7\j)21/) b ;
D’apres (20):

A

“ - Clo, p) log A
ss+1)...s4+p—1)

(0,71 = [M]Hp—l”
X V1og (T'n [N )) <

Posons ¢ + p — 4 = 2¢ > 0, v = Tn; et remarquons que

Ny S22y =y e — e+ L) S 2770 S (ng)?
pour j assez grand, d’aprés b). D’autre part,

Np = 277y — mya) 2 297N = 1/q)n; 2 ny

pour j assez grand. (21) prend alors la forme, pour j assez grand (on
aura alors log \; < (n;)¢ par b))

A s C D) o
GAD . G p =Dl () VI8 T”)

D’aprés |S;] < D 27 |Am| (22) entraine, pour j = ji:

S, C(o, p)2"V/log Tn:‘+1) <2
s+ ...+ — Diwn [n;]° =Tn;’

Soit alors 1% une suite de valeurs de T telle que Zl/Tk < 00 ; comme
>2//n; < o par 'hypothése b), d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, il
existe Qo C Q, P(Qo) =1 tel que w € Qoﬁ 3]0(&)) = jo _Z_ jl, ko(w) = ko
tels que: 7 = jo, B = ko = w € (4 x)° ou 4 désigne I'événement:

Sﬁ C(U P) J 7 i
s+ 1) ...6+p—1lwry > (] 2/ log Tim ji1.

Fixons w € A4, soitt > T4,(w) et k£ 'unique indice tel que 751 < ¢t < T5.
k = kqeton peut supposer j, = p + 1. Avec les notations de la page 552,
écrivons

(21) P(

EI)—‘

(22) P(

(23) P(

jo—1 ©

Xo=2 S+ 2 S;=Xs+Xa
Jj=p Jjo
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X3 n’a aucune influence sur p(e¢); pour X4 on a la majoration suivante au
point s = o + 1t

X, i & Clp)?
s(s+1)...(s+P—1)|§ logT"<§ (n/)‘)

+ i C(a, P)zj\/ log 7441 '

70 (ny)*

Avec, par exemple, T = k% on a T; ~ t et vu les hypothéses du lemme
Xy/s(s+1)...(+p—1) £ A(o, p)Viogt + B(e, p).

On en déduit u (X4, ¢) < petdonc u(F,,0) < p,siw € A. Ceci démontre
2).
On achéve en utilisant la convexité de u et en faisant varier p.

2. Soit P = {p1,..., Pu, ...} 'ensemble des nombres premiers rangés
par ordre croissant et soit (e,) une suite de variables de Rademacher
indépendantes; on considére les deux ‘‘produits d’Euler’’ suivants:

] fo= - o

3 1 - fnpgns—l _
(2) I_II 1 _ enPQn_s - G<S)
Soit d’autre part:

3) T e(m)/m* = f(s)
(4) 25 v(m)/m* = g(s)

ol e(m) et v(m) sont respectivement les coefficients obtenus en dévelop-
pant F et G en série de Dirichlet absolument convergente pour Rs > 1;
on a notamment:

f(m) = (fcq)kl e (eaz)kl sim = (Pal)kl . (Pa,)kl et m — é(m)

est une fonction strictement multiplicative sur N; d’autre part, on vérifie
aisément que vy (m) ne prend que les valeurs &1, 0; on aura besoin de la
remarque suivante: si ¢ et ¢’ sont deux entiers distincts sans facteurs
carrés, €(q) et e(¢’) sont indépendants. En effet, ¢ = rs, ¢ = rt avec
(r,s) = (r,t) = (s,t) = 1. Les trois variables €(r), e(s), (t) sont des
Rademacher et on a donc: e(s) et e(¢) indépendantes < e(r) e(s) et
e(r) e(t) indépendantes< ¢(q) et (¢’) indépendantes.

THEOREME 1. Le produit infini (1) et la série (3) sont ps convergents pour
Rs > L et ona ps:

F(s) = f(s) st Rs > 3.
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L’énoncé donne un exemple d’une série de Dirichlet a coefficients =1,
d’abscisse de convergence 3 (comme on le verra plus loin), qui posséde un
produit d’Euler (et est donc sans zéros) pour Rs > 3;celadit,sis = ¢ +
itavec ¢ > %, NIOUS avons:

[[¥ (0= apa) = I (14 u) exp (= 227 eu(pa) )

avec

14 u, = (1 — epn™") exp eprn*
et donc |u,| < (pn)~% ((12]). Donc, [[¥ (1 + u,) converge uniformé-
ment sur tout compact de Rs > 3 ainsi que, ps, 2.1 € (pn)~* (cf. [10]),
et donc F(s) est ps analytique pour Rs > 3. D’autre part, si Q =
{g1,...,¢, ...} désigne 'ensemble des entiers sans facteurs carrés
rangés par ordre croissant, la série Y o, €(g,)[g,]= converge ps pour
Rs > % d’aprés la remarque faite plus haut et d’aprés le théoréme de
Menchoff [8], puisque si s = ¢ + it avec ¢ > 3:

i lo—gQ—g_' < i li)gj—-’z < 00

=1 (gr)zﬂ == n'’ '

Mais alors la série Y % e(m)/m® converge ps pour Rs > 3, car c'est le
produit de Dirichlet de la série absolument convergente » 2, 1/72° et
de la série semi-convergente =, e(q,) [g,].~* Donc, f(s) est ps analy-
tique pour Rs > %: comme F(s) = f(s) pour Rs > 1, on a bien I’égalité
pour Rs > 1.

THEOREME 2. 1) La droite Rs = 1 est qs une coupure pour F.
2) La droite Rs = % est ps une coupure pour F et on a ps

u(F,0) =0sia > 3.
Si Rs > 1, nous avons:
(6)  F(s) = A(s) exp B(s)
avec
®) A6 =TIT (0 — epa)texp(—epn™)
analytique sans zéros pour Rs > % et
B(s) = 227 ea(pa)~*
La droite ¢ = 1 est gs une coupure pour B, d’aprés le Théoréme 1’; on en

déduit la méme chose pour F par (5) et (6). Du point de vue ps, écrivons
sis = o+ 1, avec ¢ > 1:

) 1/F(s) = A1(s)B1(s)Ci(s)
avec
(8) Al(s) = Holo (1 - fnpn—s) exp (EnPn"s + %Pn_zs)
=[1Is A + v.(s)),
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avec [v,(s)| = p,7% (cf. [12]) et donc A,(s) analytique sans zéro pour
a>0;

9) Ci(s) = exp (=327 pu™™)

qui est réguliére en tous les points ¥ + ity £y # 0, puisque { ne s’annule
pas sur Rs = 1 (cf. [13])

(10)  Bi(s) = exp (= 227 e/pa’) = exp (= B(s)).

La droite ¢ = % est ps une coupure B, d’aprés [6]; on en déduit la
méme chose pour F d'aprés (7), (8), (9), (10).
Si ¢ > %, (5) donne la majoration:

|F(s)| < Coexp B Y7 /P < Coexp | 2is el

Etsi B(s) = 2.7 ./p.", les méthodes du Théoréme 1 donnent aisément
le résultat ps suivant: B(s + 4t) = O (\/loglt]) si ¢ > %; donc
|B(oc + it)] < elog |t| pour |i| assez grand, d'ou F(o + it) = 0(|t]¢)
V e > 0,si¢ > %, dot le Théoréme 2.

Le théoréme qui suit va décrire une série de Dirichlet & coefficients
+1,0, avec o, = 0, ¢, = 0 qui posséde dans la bande 0 < ¢ < 1 une
croissance beaucoup plus forte que celles rencontrées dans la premiére
partie; pour cela, on introduit une nouvelle “indicatrice de croissance’’:
si k est une fonction analytique dans un demi-plan vertical, on pose

N, 0) = N(o) = inf {£ = 0|k(c + it) = O(e! %) quand |t| — o0 }.
On a aussi

Nk, o)

inf {£ = O|h(c + it) = O(e?1"¥) quand |t| — + o0,
pour une certaine constante B}
puisque B{|¢ croit moins vite que |¢{|¥ quand ¢ > ¢ Remarquons alors

que le produit infini (2) converge uniformément sur tout compact de
Rs > 0; en effet, (2) s'écrit: [ [T (1 4 u,(s)), avec:

(P " = pan1)

u,(s) = 1= epa”

d’ou pour Rs > 0:

D2n
[ua(s)| £ Colpon * — Ponca| £ Cols| f w " du,

D2n—1

d’ou:

(11) Z un(s)| = C,|Sff Wy = C, l_l < .
1 1

N
g
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On en déduit que (2) définit une fonction G analytique par Rs > 0 et
aussi que:

(12)  |Glo + i) =TIT A + |i]) = exp 27 |ua| < exp Gt

d'aprés (11).

La série de Dirichlet annoncée sera celle donnée par (4), auparavant,
il faut établir deux lemmes dont le second donne la propriété fondamen-
tale de M\ (G, o).

LEMME 1. Soit 0 < 01 < a9. St U'on a, pour un ¢ € [0, 1], les inégalités:
G (o1 + it)| £ AeP1"¥ et |G(as + it)] < AeP!* alors
|G(o + it)| < Aue® 1 pour 1 £ 0 S 0o, 518 < a < 1
|G(oc + 1t)] < AP pour 61y S 0 £ 09, 518 = a = 1.
(onn A, B, Aa, Ba sont des constantes indépendantes de t et o).

Distinguons deux cas.
1.§<1.SiE<a<1,soit

Ga(s) = G(s) exp — s©

[Go(s)| = |G(s)| exp (—|s]* cos a arg s) donc si § = cos (ar/2) > 0
|Ga(or + 1)| = A exp BJYlf — lt|* < Ao

et de méme
(Galos + it)] = Au.

Comme G, est une fonction de type exponentiel fini d'aprés (12), une
application classique du principe de Phragmén-Lindel6f [9] montre que:

|Gou(o + 1t)] < Aapour g3 < 0 £ 09, L € R.

D'ol: |G(o 4 )] £ A, exp Bd|t|* avec B, = 1.
2. £ = 1. L'inégalité |G(oc + it)| £ 4?1 pour ¢, £ ¢ £ 02 a lieu
automatiquement d’apres (12).

LEMME 2. N(G, o) est convexe, positive, décrotssante sur 10, oo [.
Si, pour |z| < 1, log (1 — z) désigne la série — Z}?:l z*/k, considérons
la fonction:
K(S) = Z}. [lOg (1 - fnpzrf—l) - IOg (1 - fnP‘Z—ns)] = Zl an(s)
qui est analytique pour Rs > 1 puisque sis = ¢ + 2, ¢ > 1:
1 1
Po — 17 oy — 1

lan(s)| <

https://doi.org/10.4153/CJM-1980-041-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1980-041-7

PROPRIETES PRESQUE SURES 553

On a de plus la majoration:
K@+ )| < 281/ — 1) = C..

G est analytique sans zéros dans Rs > 0, donc s’y écrit e, avec H
analytique pour Rs > 0. D’autre part, ¢ = G si Rs > 1, donc il existe
un entier [ tel que H(s) = K(s) + 2ir si Rs > 1. On peut supposer
I = 0 quitte a corriger H; on a alors:

(13) |H(e+1it)| £ Cosio > 1.

H est analytique pour Rs > 0, définie par une série de Dirichlet ordinaire
si Rs > 1, donc sa fonction de Lindel6f u(H, o) est convexe, positive,
décroissante sur ]0, co[; le Lemme 2 résultera donc de 1'égalité:

)\(G, 0’1) = H.(H, 0'1) si oy > 0

que nous allons prouver.

Soit d’abord ¢ tel que |H (o1 + )] = O(|t|¥); £ = 0, puisque u(H, a1)
= 0 mais alors, ZH(o, + it) = O(|t|¥), et comme |G(o; + it)| =
exp ZH (o1 + it),

|G (a1 + it)| < AeBI1",

Puisque ¢ = 0, N (G, 01) = ¢ et donc: NG, ¢1) £ u(H, o1). Soit main-
tenant ¢ = 0 tel que |G (o, + it)] < Ae®11*; on peut supposer ¢ < 1 par
(12); soit d'autre part g2 > max (1, o1) et o3 = 209 — o7 > 1. D’aprés
(13), on peut supposer 4 tel que:

log|G (s + it] = H(os + i) < log A + BJt|t.

XS XSo

v

0 o1 ‘T g2 a3

Distinguons deux cas.
1. £ < 1. Soit « tel que ¢ < a < 1. Par le Lemme 1, appliqué avec o3
a la place de o3, et puisque ZH = log|G]|, on a:

(14) HAH(o +1it) < log Ae + Bult]* = A + B lt|*sior £ 0 £ 3.
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Fixons ¢ € Joy, o2 soit s = o 41, so =02+ 1, ¥ =g —0d, R=
o2 — o1, D le disque de centre s, de rayon R (cf. figure). Si z = a +
ib € D, on a d’aprés (14):
RH(E) < A + B bl < 4 + Bl (|t + R=)
= A, + B'|t}s = M.
D’aprés un lemme classique de Borel [1]), on a donc:

2

(15) [H(s) — H(so)| £ = (M, — ZH(50))

R

A=) gy ().

Mais |H(so)| = |H (o2 + 1t)| = C,, par (13), donc de (15) on tire une
inégalité du type |H (o + it)| < 4" + B.""|t|~

Donc, u(H, ¢) < a; comme cela a lieu pour tout o > £, u(H, ¢) < &,

comme p est continue au point ¢y, en faisant tendre ¢ vers o1, on obtient:

/J'(Hv 0'1) é E

2. ¢ = 1. D’aprés (12), (14) sera automatiquement vérifiée avec a =1,
et il ne reste plus qu'a reprendre le raisonnement précédent.
On en déduit u(H, o1) = NG, a1), et donc le Lemme 2.

THEOREME 3. I/ existe une série de Dirichlet D5 v(m)/m* = g(s), avec
yim) = &£ 1,0, 0, = 1, ¢, £ 0, telle que si G(s) désigne le prolongement
analytique de la série pour Rs > 0, on ait:

O0sto>1
A (G, 0) _{l—osi0<cr§ 1.

La série sera donnée par (4), et la fonction G par (2); il reste & estimer
NG, ¢) pour un bon choix des ¢,; égalité N(G, ¢) = 0 pour ¢ > 1 est
évidente par:

Gl +in] = T LRt
n=1 - P?n

d’autre part, M(G,0) £ 1 si ¢ > 0, par (12); soit oo € |3, 1[fixé; on
montrera qu’on peut choisir les ¢, de fagon que A(G, a¢) = 1 — ao; le
Lemme 2 et les remarques précédentes donneront alors le Théoréme 3.
Dans ce quisuit,s = oo + 4,¢t = 0;nousavons: G(s) = H‘f’ 1 4+ u,(s)),
avec:

Uy = Uy + Wy (P2n)™° O

p €l @) " — (P2n-1)""1

" 11— e(p2a)”|?

_ - (p2rl.)—‘9 — (PZn—l)_s
n |1 - en(P%)—le

[wa] = (P2r) 0L (P20) 7% + (P2r—1)7)Cop = 2|w,| £ Cs. De méme,

et

https://doi.org/10.4153/CJM-1980-041-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1980-041-7

PROPRIETES PRESQUE SURES 555

Slua]? = Cop. On a:
GO = w1 + w)eslexp 2T Ruy = |m(14w)| exp 25F Ruy
avec |u,'| = |u,|? et Ru, = Rv, — |w,|, d’ott minoration du type:

|G(s)| = C,o exp DT Ru,

R‘Un —s|9R <P2n)—. - (pZn—l) SI

! 1 — ¢ (P27L)
Mais

p2n 1 D2n 1
(P2n—1)_s _ (PQn)_S = x—s— dx = x—ao— e—itlogrdx’

p2n-1 p2n—1

R{(p2n-1)"" — (p22)~°] = a, + 1B, avec:

D2n
a, = aof " cos (tlog x)dx et

Pon—1

D2n
B =f x " "sin (¢ log x)dx et

p2n-1

Z Ianl =< oy fl x_mnldx = Cyy.

On a donc une minoration du type:

(16)  |G(5)] = Coy exp (Coy 2T — €Bn), avec Cpy > 0.

A un changement de signe prés, tout revient & minorer la fonction:
®(s) = 27 efu(s) s =00+t t 20,

ce qui va se faire par des méthodes quasi-slires; auparavant, nous avons
besoin du lemme suivant dont nous reproduisons la démonstration avec
I'accord de son auteur.

LemME 3. (Saffari) Soit J I'intervalle [w/4, 3w/4] sur le cercle, et posons,
st e > 0;

N(t) = N{t < p < t1*re/ptt € J} = nombre d'éléments de E,.
Alors,

lim 4N () /7 (1) 2 1/5
ou w(t) = D p<, 1, p désignant un nombre premier.

Soit J,’ un intervalle intérieur & J, de longueur Ar/2,avec4/5 < A < 1
de maniére que cing translatés _&C’ =J/e ™, 1L k=<5, u, 20,
recouvrant le cercle 7. Posons p = lim N (t) /= (t'*¢).
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Soit C une constante > 1 fixée; pour ¢ assez grand, ¢ < 1+¢/C et
regardons seulement les nombres premiers p tels que ¢

(17) t S/ C < p = e
Alors

logp = (1 +€)logt —0log CavecO =6 = 1.
Si donc on pose () = ar = u;/(1 + €) log ¢, on aura:

ik _ . b log C_) _ .

" = exp (mk O+ologt) = exp iuy; exp o(1).

Soit p vérifiant (17). Pour un k € {1,...,5}, pt* € J/e~™. Donc
pittery ¢ J/e°® C J pour ¢ assez grand. Donc:

p €t S p S pite/pitiien ¢ JY;
mais le nombre d’éléments de ce dernier ensemble est N (¢ + a;) +
O(i‘), puisque (l —+ ak)l+e — flte = O(i‘). D’oi:

z1+e

k=1
Divisons par 7 (t1*¢) et passons a la lim en remarquant que, d’aprés le
théoréme des nombres premiers:
1
£ 1

71'(—6,—) ~G () et w[(t+ )] ~ 7).

Il vient: 1 — 1/C £ 5p; d’ott le Lemme 3 en faisant tendre C vers + 0.
Soit alors ;T o telle que N.({;) = 1/107(¢;)' T, et soit p € Et,.
piti € J <3 unentier k = 0 tell que 7/4 + 2k. # < {;log p < 37/4 +
2k. m,on a:
ap = exXp (7r/41fj + .?kﬂ'/t]) é p é exp (37['/4[] 'I‘ 2k7T/tJ) = bk.
Soit I, = [ay, bi]; les p de Elj sont ceux qui appartiennent a un intervalle
I, pour un indice k tel que w/4t;, + 2k.w/t; < (1 + ¢€) log ¢;; le nombre
des intervalles I, est 0(¢;log t;), et ils sont disjoints puisque by < @yp1-
Posons:

Elj = {pau e vpa[};
on dira que «a; est inadapté si:

o impair, po; € Ity pa,,, ¢ Ii, ou si
(o %] pair, pai E Ik, pai‘l g [k
Le nombre d’éléments inadaptés de E,; est au plus deux fois le nombre

d’intervalles I}, c’est donc un 0(¢; log ¢;); les autres éléments de E; se
répartissent en couples (ps,—1, P2.) pour lesquels po,1 € Iy, po, € I
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(81 pa; € Iy, Pa; 11 € Iy, on a nécessairement a1 = a; + 1), dits couples
adaptés; le nombre de ces couples adaptés est donc = iN.(¢;) +
O(t;log t;) = t; pour t; assez grand, d’aprés le Lemme 3. Mais si
(pan—1, P2.) €st un couple adapté, x € [pay—1, Pon] = t;logx € J, d’ot

Pan Pon p _ p
f 70 sin (¢; log x)dx = & f x 0% gy > 3 B L=l
(p2n) 0

Pop-1 Pon-1

1—(1+€) (1+0,) —a,—e(140,)
>[t]j O:Bngi]’ 0 0

Siw = (&), s0it Pu(s) = D.17€,B8,(s) et posons
Ey = {0/|®u(00 + 1t)| S 70— V¢, [t] = NY.

Ey est fermé dans €, car >_|B,] < © ;soit w € Ey, et V,, le voisinage de
w constitué des o’ = (¢,’) tels que ¢,” = ¢, si n £ M; choisissons dans les
t; un terme d’indice suffisamment grand pour que ps,—1 2 ¢; =>n > M
et t; 2 N; le nombre d’indices # pour lesquels (p2,—1, p2,) est un couple
adapté de E,; est =t;; soit E I'’ensemble de ces indices #n: |E| = ¢;. Sur
une partie convenable E, de E, avec |E,| = 3¢;:

€, est constant, soit ¢, = + 1. Soit «’ la suite obtenue en changeant le
signe des ¢, exactement sur E,:w’ € V) et:

|®, (00 + 3t;) — B(00 + itj)‘ = 23t ¢ 00— e(tog) = ¢ 1—og—e(l+oy)

= |®ur (00 + 1t;)| = gm0,

donc o ¢ Ey; comme les V), forment une base de voisinages de w,
EyN® = &, “L’événement”’ 4:

(llmMQ%VG>O)

1—0o,—¢
e & °

est donc gs; soit w € 4, et ¢ > 0. On peut trouver une suite ¢,/T co telle
que (puisque ¥, est réelle):

B, (a0 + 2t,)(¢/)~1~%—9 = 1/8 ou
®_y (o0 + 2t,) (/)"0 "9 = 1/8

(—w = (—¢€)). L'une des deux alternatives doit se produire infinité de
fois; on a donc:

Iim| 150 ®u (00 + )| ~=70—9 = 1/8 ou

lim) g, ®_o (o0 + i) [H{~0770=9 = 1/8.
De méme, si ¢;/0 on a par exemple:

im0 ®u (o0 4 t)[t] =07 = 1/8
pour une infinité de ¢;, d’ol

im0 ®u (00 + 4t)[t]=1=%0=9 = 1/8V ¢ > 0.
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D'aprés (16), AN (G-o, 00) = 1 — 0y, ce qui achéve de démontrer le
Théoréme 3.
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