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PROPRIÉTÉS PRESQUE SÛRES ET QUASI-SÛRES 
DES SÉRIES DE DIRICHLET ET DES PRODUITS 

D'EULER 

HERVÉ QUEFFÉLEC 

Il y a en mathématiques plusieurs théorèmes d'existence: ceux liés à la 
notion de point fixe (théorème des fonctions implicites, solution locale 
des équations différentielles y' = f(x, y)) ou ceux liés à la notion de car-
dinalité (théorèmes de Chevalley et Warning, de Sylow, existence de nom­
bres réels transcendants) par exemple. Nous nous intéressons ici exclu­
sivement à deux sortes de théorèmes d'existence: ceux liés au théorème de 
Baire (méthodes quasi-sûres) et ceux liés à la théorie des probabilités 
(méthodes presque sûres). Ces deux méthodes ont déjà donné lieu à de 
nombreux théorèmes: existence de fonctions continues partout sans 
dérivée, existence de fonctions C° partout non analytiques, existence 
d'ensembles de Kronecker parfaits (Kaufman) par le quasi-sûr, existence 
de réels / tels que (tn) soit équirépartie modulo 1 (Koksma), existence de 
nombres normaux au sens de Borel, existence d'ensembles de non-
synthèse par le presque sûr, etc . . . 

On se propose d'appliquer ces méthodes dans la théorie des séries de 
Dirichlet 

oo 

(OÇJ 
et des produits d'Euler 

(ii) IJ TT^r 
où p décrit l'ensemble des nombres premiers. Les séries (i) ont été 
étudiées en détail, par des méthodes sûres, par Harald Bohr, qui con­
sidère les abscisses suivantes (on pose comme d'habitude s — <r + it): 

abscisse de convergence absolue 

. J / v* kl ^ 1 
aa = inf \ va j 2^ "^~ converge pour a > a0î ; 

abscisse de convergence simple 
as = inf \ <7o / S ~f converge pour a > ao} ; 

Reçu le 22 juin, 1978 et sons forme revisée, le 16 mai, 1979. 
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532 HERVÉ QUEFFÉLEC 

abscisse de convergence uniforme 

<rv = inf ^ co / Y] ~ns converge uniformément dans le 
\ / i n 

demi-plan a > a0} ; 

abscisse d'holomorphie 

<jh = inf \ Co / ]C "? s e prolonge en une fonction analytique/(s) 

dans le demi-plan a > aoÇ . 

On a évidemment: 

Il considère aussi la * 'fonction de Lindelôf" associée à (i) et à son 
prolongement éventuel f(s) : 

M ( / , a) = M W = inf \ï ^ 0//(cr + it) = 0(|*|«) 
quand |̂ | —> + oo }. 

D'après la théorie des fonctions analytiques, \x est convexe décroissante 
positive sur ]<rh, +oo [; Bohr a démontré qu'inversement toute fonction M 
ayant ces propriétés et telle que y! ^ — 1 était la fonction de Lindelôf 
d'une série du type (i). 

La démonstration de Bohr est extrêmement compliquée, et il aurait été 
souhaitable de retrouver son résultat par des méthodes presque sûres ou 
quasi-sûres malheureusement on n'y est pas parvenu, quoique l'on arrive 
à des séries de Dirichlet à coefficients ± 1 , se prolongeant en des fonctions 
entières, et dont la fonction de Lindelôf est connue, étant exactement, 
dans un cas, celle conjecturée pour la série sûre 

o° ( 1 \ n _ 1 

1 

à savoir 

, . JO si a > h (conjecture de Lindelôf) 
W) = 1 i e : <• i 

li — a si a ^ i. 
L * — 0- si o- ^ f 

Ce travail a été inspiré par des conversations avec Monsieur Jean-Pierre 
Kahane, qui avait déjà étudié ces questions dans [5]; dans la première 
partie, on reprend avec son accord les résultats et les démonstrations de 
la note avec des prolongements divers; dans la deuxième partie, on 
étudie les propriétés presque sûres et quasi-sûres des produits 7r(l db 
p-s^-i déduits de l'expression de f sous la forme 7r(l — p~s)~l, où ir 
désigne le produit infini étendu à l'ensemble des nombres premiers. On 
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rencontre dans cette deuxième partie des propriétés de croissance assez 
différentes de celles de la première. 

1. Soit 12 = { — 1, +1}^ , muni de la topologie produit de la topologie 
discrète sur chaque facteur et de la probabilité produit de la probabilité 
de pile ou face sur chaque facteur. On note co = (ei, . . . , en, . . .) un point 
de 12; ses composantes en(o>) apparaissent comme des variables de Rade-
macher indépendantes sur 12. 12 est un espace de probabilité: une pro­
priété qui a lieu sur un ensemble de probabilité 1 est dite presque sûre 
(en abrégé ps). 

12 est un espace topologique compact, donc de Baire: une propriété qui 
a lieu sur une intersection dénombrable d'ouverts denses est dite quasi-
sûre (en abrégé qs). On s'intéresse aux propriétés ps et qs des séries de 
Dirichlet: 

a) ÉJ=/w. 
œ / 1 1 \ 

(2) Ç eAw+Ty " Wr) = g{s)-
THÉORÈME 1. 1) Les séries (1) ont les propriétés qs suivantes: as =au = 

ah = l, la droite a = 1 est une coupure pour f. 
2) Les séries (1) ont les propriétés ps suivantes: au = 1, <rs = ah = §, la 

droite a = \ est une coup une pour f, /x(o-) = 0 si a > \ et plus précisément 

f(a + it) = 0(log |/|)1_cr quand \t\ —> + oo, pour 1 > a > J. 

Preuve. 1) Il suffit de montrer que a = 1 est qs une coupure pour / , 
mais cela va résulter du théorème plus général suivant: 

THÉORÈME V. Soit 2 ? ane~XnS une série de Dirichlet à coefficients réels, 
d'abcisse de convergence simple as = a > — co ; alors la série ̂ j ° enane~XnS 

admet qs la droite Sfts = a comme coupure. 

Preuve. Soit an' une suite de ± 1 telle que an'an = \an\, et soit a — 
(ai, . . . , an', . . .) G 12; la multiplication par a' est un homéomorphisme 
de 12 et (enan')an = en\an\, donc on peut se limiter à an ^ 0. D'autre part, 
l'ensemble E des co pour lesquels £%s = a n'est pas une coupure, peut 
s'écrire: 

E = yj Eû}TtN 

avec: a = a + it, t £ Q, r £ Q+, N entier > 1 et: 

Ea,r,N = {^Ei° ew(C0)an^~XnS = /w(s) possède une prolongement 
analytique, toujours notéfu, dans le disque Az,r = {s:\ s— a \ < r\ 

et | / J ^ 7VsurPfl,r} 
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534 HERVÉ QUEFFÉLEC 

Chaque Ea>r,N est fermé: en effet, si œ G EatTtN, il existe une suite 
oo* G Ea,r,N, CO*->OJ; si ft(s) = fui(s), \fi\ ^ N sur Da, r, donc les ft for­
ment une famille normale sur Da,r, et quitte à prendre une sous-suite, on 
peut supposer /* —> g uniformément sur tout compact de DatT, avec g 
holomorphe et |g| ^ N sur Da,T- Or o)i; —> a *=> ej —> en, \ /w ; mais, 
puisque an ^ 0, pour <̂ ?s > a, on a: 

2 «n'fln S Xn" —> 2 3 e"a" ^ 

Donc, g = /„ sur Da>r C\ S%s > a, et g définit donc un prolongement de 
module ^ N de/w dans Dar, donc co G Ea,r,N-

Chaque Ea,r,N est d'intérieur vide: en effet, soit oo G EatTtN et F M le 
voisinage de oo défini par: 

VM = W = (en')/tn = ensin ^ M}, M entier ^ 1. 

Si Fiif C Ea,r,N, si a/' = (en") G fi, on peut écrire, pour 3%s > a: 

/ . -(*) = 
Af oo Af 

X enane^"s+ E en"aree~XnS + E W - O v 4 " 
n = l n=Af4-l J w = l 

=/«'(*) + *(*) 
où w' G FAT et où g est une fonction entière. 

On voit donc que/W" admet un prolongement analytique à Dar, pour 
tout co" G fi; soit e > 0 assez petit pour que, si \u — t\ S e, le disque de 
centre a + e + iu, de rayon 2e soit inclus dans Z)ar (avec a — a + it). 
Pour J — e ^ u ^ £ + e, prenons en" = sign cos \nu; posons b = 
a + e + iu, c = a — e + iu, f = /W". 

Nous avons: 

(̂  — 6)m r W / n _ V> (C — b) m oo 

D'où: 

w! — 

oo fc\ \Tn oo 

# / ( ' ) = E ^ T " E are(Xnre-
x"(a+é)|cosXMM|. 

o W! i 

Tous les termes étant positifs, nous pouvons intervertir l'ordre des 
sommations: 

oo co (r%Am 

me) = E ane-
x»(a+f,|cosXKM| E ^ (X»)" 

soit: 
oo 

# / (« ) = E a,e-Xn<a-€)|cosX„M| < c». 
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Comme ceci a lieu pour \u — t\ ^ e, on en déduit, suivant un lemme 
classique [6]: ]£)? ane~Xn(ci~e) < oo, ce qui contredit la définition de a. 
Donc VM <Z Ea,r,N't comme les VM forment une base de voisinages de œ, 
on en déduit: E°a>rtN = 0; ceci achève la démonstration du théorème Y. 

2) Montrons d'abord que au = 1; suivant une formule de Bohr [2], si 

Un = Sup /€a|€ie"10" + . . . + ene
itlogH\ 

alors 

au = lining log [/«/log». 

D'après un autre résultat de Bohr [11], nous avons: 

Un ^ JLUp\ P premier, p ^ n 
= w(n) ~ n/\og n 

par le théorème des nombres premiers. Il est alors évident que au = 1. 
Néanmoins on a, dans l'autre sens, l'inégalité suivante: 

Un = 0(n\/\og log ft/log n) ps quand n —» + oo . 

Soient pi, . . . , pk les nombres premiers ^n, avec k = ir(n) ~ n/\og n. 
Si 

fn(t) = eic"10" + . . . + €ne"l0«*f 

on a aussi bien: 

f (t) — 12 P eiKailogPi+...+aklogPk) 

la somme étant étendue aux nombres premiers pl7 . . . , pk et aux entiers 
alt . . . ,ak tels que {pif1 . . . {pkf

k ^ n et où pal...«jb = ew si m = 

D'après le théorème de Kronecker: 

Sup \fn{t)\ = Sup e ^ >' l 2 * * P« !•••«* 

Cette dernière somme est un polynôme trigonométrique de degré d ^ 
log n/\og 2, puisque 

2«i+-+«* ^ (^f 1 . . . {pkT
k S n. 

Par un lemme de [7] : 

^ ( s u p E pai...ake
i(^+-+tkaA > CVlog(dk

xn)) g -

où C est une constante; en faisant x = n2 par exemple, on déduit facile­
ment de l'inégalité précédente: 
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Le lemme de Borel-Cantelli entraîne alors l'estimation ps annoncée; il 
serait intéressant de connaître l'ordre de grandeur ps exact de Un quand 
n —> co . 

Avant de continuer la preuve du théorème 1.2, rappelons quelques 
résultats classiques de probabilités. 

THÉORÈME DES TROIS SÉRIES [10]. Soit un une suite de nombres com­
plexes, alors: ]>^° enun converge ps <=> 2^° \un\

2 < co. 

THÉORÈME. {[!]) Soit £ ? Xn{u)e~^s une série de Dirichlet à coefficients 
indépendants et symétriques (Xnet —Xn équidistribuées), alors Vabcisse de 
convergence simple as(cc) est ps une constante et, si as > — co, la droite 
a = as est ps une coupure. 

LEMME. (S. Bernstein [10]) Soient ai, . . . , aN Ç C, e\, . . . , eN des 
Rademacher indépendantes, Y = ^ f enan, A = ^ i \an\

2 et % un réel ^ 4. 
Alors: 

P(\Y\ > 2VÂWi) ^ 4 / x . 

Le lemme de S. Bernstein a pour conséquence le lemme suivant, qui 
est la clé des estimations ps à venir. 

LEMME 1. Soit j un entier ^ 0, n3 et mj deux entiers avec 0 rg n^ < mj} a 
un entier ^ 1, b et B deux réels avec 0^b^B,B^l,et sup (b, Uj) ^ 1, 
T un réel ^ 1, a un réel > \ et 

fi(t, 0) = E en(an + fi)—u = f, avec 0£t£T,b£p£B. 

Soit 

\\M = suP{| / , (<, is) | , /€ [ o . r i . i s e [b,B]}. 
Alors, si v est un paramètre ^ 1, on a: 

* ( l l / . l l > % £ ^ * <*•**•>) s î 
où Ca est une constante qui ne dépend que de a. 

La pleine généralité de ce lemme ne sera nécessaire que pour la démon­
stration du Théorème 4. 

Soient tk = kT/Nu 0 ^ k ^ Ni et Bl = b + l(B - b)/N2, 0 ^ / g 
N2, où Ni et N2 sont des entiers à ajuster par la suite, où k et l sont 
entiers. Dans les calculs, Ca désignera une constante qui ne dépend que 
de a, mais qui peut varier de ligne en ligne; nous avons: 

Il/il I ^8Up|/A.^l)l+S-
tc,l i V i 

Un estimation grossière de \\dfj/dt\\ et ||d/^/dJ3|| suffira. 

dt + 
B_ 
N2 

Ml 
dB 
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Nous avons: 

(3) 

(4) 

dt 

dfj 
dt 

E ^(an + B) 

è {m}f log (a + B). 

^ C„Tm, 

D'autre part, si 

Mh, Bi) = Z €n V^ 
,j<nûmj (an + Bi) 

y^ I i2 < y^ 1 < I °° ^ < r 1 

puisque a §; 1. Par le lemme de S. Bernstein: 

f( i / ,fe.ft)i> ( <„ ) +
c; r ,„v^ ̂ ) 

< 

Donc, 

(5) P(sup |/,(/„ * ) | > {anj £br>» Vî^c) 
4 16 

^ -- (iVx + l)(N2 + 1) ^ — 7Vi7V2. x x 
(3), (4) et (5) donnent: 

p(m>CAog(a + B)x({an^^+fr;+§;Tmj)) 

Soit: 

(6) P(EC) ^ UNiNt/x. 

Si w G -E, nous avons: 

\\L\\ ^ C* l °g (a + ^ ) I A I ^ / \ 2 / I L\<r-l/2 

Prenons: 

+ — Tmj(anj + b) r~1 /2) . 

Ni = [Tim^iafij + by~1/2] + 1 ^ (Ttn3Ba)c° 

N2 = [BTrnjiatij + by-1'2} + 1 ^ (TntjBa)0* 

X = lQ(TmjBa)2Cav = 16(TmjBa)C(rv. 
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-^m Vlog x-

Nous avons alors: 

-6*->ll/,ll*ffi+
h

t+fltVl^ + 2] 
^ Çg log(a + J ) 
~ (<w, + 6) 

En remplaçant x par sa valeur et en tenant compte de (6), on obtient 
le lemme 1. 

Considérons alors les propriétés ps de la série (1). 
as = \ résulte du théorème des trois séries, et ah = | du théorème de la 

coupure; reste à estimer n(<r). Soit 1 > a > \ fixé, nous avons: 

f(a + it) = Ë -Mû = ex + Ë fA« + *0, 
1 " ./=0 

avec: 

fj(a + it) = £ z£n-
2J<n<23 + l n 

_ €« 
2J<^<2J 

Appliquons le lemme 1 à / J? avec: a = 1, b = 0, 5 = 1, rij• = 2\ 
m} = 2 m , T ~ Tk, v = TV^, où Tk est une suite de valeurs de T telle 
que 22*; l /r f c < oo , qu'on ajustera par la suite. 
En posant: 

2j<£<2j+1 <S2y+1 (» + # ) ' 
Il/il Ifo.Tfc] = sup | L 0 + ^ ) l ^ sup 

nous obtenons: 

p ( \ M w * ^ , f à T i ï ) É ^ , s o i t : P U * ) ^ -

23 ,̂fc-P(-4jfc) < oo, donc, par le lemme de Borel-Cantelli, il existe 
Œ0 C Œ, P(fio) = 1, tel que, si co £ fi0, il existe jo(co) = j 0 et fe0(w) = &o, 
tels que: j è jo et J ^ io =4 w G (Ajk)

c. 
Soit / > sup (TJQ(oo), TkQ(o))), et soit & l'unique indice tel que: 7V_i ^ 

t < Tk, k ^ fe0, fe ^ io d'après le choix de /. Supposant a- < 1, écrivons: 

/(ex + it) = U + E /J + ( Z /i) = s1 + s2. 

(7) 
"* I C1" rit 

\si\ ^ Z k ^ ci»»]1-. 
Dans 52, on a k ^ &0 et j ^ & ^ joi donc, on peut majorer |/j((r + i£)| 

parC^v^ôg~7\w7/[w;]
(r-1/2, ce qui donne: 
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Soit, en posant q = 2-(<T-1/2) < 1: 

(8) \St\ ^ ÇA Z ffV5g?7 + h1) ^ CMhViïgT* + kg*). 

(Comme dans la preuve du lemme 1, Ca désigne une constante qui ne 
dépend que de <r, mais qui peut varier d'inégalité en inégalité). 

Remarquons que qk = [nk]
1/2~° et choisissons Tk = exp nk = exp 2k; 

k ^ Vlog Tk, donc (8) donne: 

(9) \s2\ ^ a (log Tky-° ^ c,(iogOw 

puisque 7^ = TVi2 rg /2. Avec le choix de Tk} (7) se réécrit: 

(io) i&l ^ c(iog r*)1-* ^ aaog/)1-
(9) et (10) entraînent: si œ G 120, si / > sup (TJQ(œ), TkQ(œ)), alors: 

|/(er + *0l ^ C.( log01- ' . 
Il reste à remarquer que/(cr — it) = f(a + it), et à faire varier a sur 

un dénombrable dense de ] J, + oo [, en utilisant le principe de Phragmen-
Lindelôf [13; p. 284] pour avoir le Théorème 1. 

THÉORÈME 2. 1) Les séries (2) ont les propriétés qs suivantes: as = 
<rh = 0, la droite a = 0 est une coupure pour g, n(<r) = 1 — a si 0 < a g 1. 

2) Zes séries (2) <w£ /es propriétés ps suivantes: as = 0, ah = — %, la 
droite a = — J es/ zme coupure pour g et 

, . JO si o- è i 
. 2 " ^ 2 

Preuve. 1) Soit wn(s) = (2n + l )~ s — (2w)~5; nous avons: 

«^ 0 
Unis) = -s(2w)- 5 _ 1 + 5(5 + 1 ) (1 - 0(2» + 0 " dt 

J 0 

soit: ww(s) = — s(2n)~s~l + s(s + l)vn(s) avec: \vn\ ^ n~a~2. Donc: 
00 00 

(10') £ 6A(S) = - - ? T Î f(* + 1) + S{S + 1) 2 : 6A(S). 
1 * 1 

Le fait que as = ah = 0 et que la droite a = 0 soit qs une coupure pour 
g résulte alors du Théorème 1.1. L'estimation de ix(a) découlera du 
Lemme 2, mais il nous faut d'abord introduire, pour une fonction <p C°° 
sur [1, 00 [, ses différences successives. Soit n un entier ^ 1, et posons: 

A0<p(») = <p(n) 

Ai<p(n) = <p(n + 1) — (p(n) = I <p'(n + xi)dxi 
J 0 

A2<p(n) = Ai(p(n + 2) — Ai^(w) = <p(w + 3) — <p(n + 2) 

— <p(n + 1) + (p(n) =11 <p"{n + Xi + x2)dxidx2 
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où l'intégrale est étendue au domaine 0 S X\ ^ 1, 0 ^ x2 S 2. Et, de 
façon générale, si p ^ 1: 

(11) Apç{n) = Ap-Mn + 2v~l) - Ap.1(p(n) 

= I . . . I (p(p)(n + #i + . . . + xp)dxi . . . dxp. J */ (p) 

où 

*/ «/ (P) 

désigne l'intégrale dans Rp étendue au domaine 

0 ^ xi ^ 1, 0 ^ x2 S 2, . . . , 0 ^ x„ ^ 2p-x. 

O n v o i t q u e : Ap<p(n) = ^n^m^n+2p-i ± <p(m). 
Le cas qui nous intéresse est <p(x) = x~s; (11) donne alors: 

(12) AMn) = (-I/ / . • JjtVi'+iS++P
X^dXl • • dX" 

LEMME 2. Soit <p(x) = x~s, s = a + it, p et n des entiers ^ 1; alors: 

a) | A ^ W | ^ ^ 5 + 1 ) ' ^ + ^ - ^ 2 ^ - 1 ) / 2 

b) Si, de plus 0 ^ /(2* - l)/n ^ 1, a/ors: 

I Ap<p(n) I ^ c — / i 2VY+V 2 a z ; ^ c = c o s ^ 

(a) découle immédiatement de (12); d'autre part: 

(n\ (-l)vApcp(n) f f dxi . . . dxp 
Klô) s(s+l) ...(s + p-1) J " 'Jœ) (n + x1 + ... +xt 

— A 

L'argument 6 de l'integrand est — / log (n + X\ + . . . + xp) ; il a donc 
une variation: 

V = Hog (n + 1 + 2 + . . . + 2*-1) - / log n 

= t\og (n + 2V - l)/n. 

Donc: V ^ t(2p — l)/n S 1 sous les hypothèses du b). On peut donc 
trouver a tel que — \ S OL + 6 ^ J, et on a: 

Î+P 

/
I cos (ex + 6>)dxi . . . dxp 

' ' ' J (p) (w + xx + . . . + xp)
ff MJ^(«%)= ... , T T r ' ; ; ' 5 , 

= (» + 2p)ff+p J J (P) ^
X l * * * aXp ~ {n + 2PY+V 

Le b) découle alors de (13). 
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Revenons à l'estimation qs de /z(g, a); nous avons: 

(14) g(s) = Z? enA1f(2n) 

et, d 'après leLemme2a) : \g(s)\ ^ \s\ X)î l/(2rc)"+1, d'où: M(g, 0+) ^ 1. 
D'autre part JU(1) = 0. 

D'auprès la convexité de fx, il suffit de prouver JLI(J) ^ ^ qs pour avoir 
le Théorème 2.1. 

Soit iV un entier ^ 1, et posons: 

^ = W M è + iOI ^ c|/|1/2/181f W, 1*1 ^ iV}, c = cos §. 

iïN est fermé dans 12, par (14) ; soit co £ ^ , et F M le voisinage de co défini 
par: 

VM = {«' = (€n')A»' = €„, Sin ^ # } . 

Fixons t tel que |/| > Max (N, M); si |*| ^ » ^ 2|/|, le Lemme 2 b) 
donne: 

K ( è + **)l ^ c|5|/(2« + 2)3/2 ^ c|/|/15|/|3/2 = c|/|-1/2/15. 

Au moins |/|/3 des nombres un (\ + i/) ont un argument qui appartient à 
un des trois arcs [0, 2w/3], [2ir/3y 47r/3], [47r/3, 2ir]\ par exemple, il 
existe un ensemble / d'entiers de [\t\, 2\t\], de cardinal ^ | / | / 3 , tel que 
n ç / , =» W n ( | + i/) = e^|wn(i + i*)| avec 0 ^ 0 ^ 2TT/3. Si a = 2TT/3, 

n e J 

(15) ^ ( e * X ( i + iO) = cos(a + B)\un{h + it)\ S -c | / | - 1 / 2 /30 . 

Sur une partie convenable Ja de / , de cardinal ^ |^|/6, ew(co) est constant, 
par exemple en = + 1 ; soit co' la suite obtenue en changeant le signe de 
en exactement sur Ju. On a: 

D'où, par (15): 

soit: 

l«-'(i + a) - &(i + *0I è 2 — r1'* = ̂  *1/2 

ou encore: 

d'où co' g ÏÏJV, bien que co' appartienne à F M ; donc iïN = 0, et on a donc 
qs: 

I m — | * P a =Ï8Î ' 
c'est-à-dire /i (g, §) ^ |qs . 
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2. Les assertions ps concernant les différentes abcisses découlent du 
Théorème 1 et de (10') ; l'estimation ps de 11(a) utilisera le lemme suivant: 

LEMME 3. (Ingham, [4]) Soit f(t) = 2^ 
G R. On 

suppose que \n - Xn_x ^ 7 > 0 (N <n ^ N'). Soit T = (TT + e)/y > 
71-/7. Alors: 

E Wn\2^^$fT\f(t)fdt 

ou a(e) est une fonction de e telle que ea(e) —> a > 0, quand e —> 0. 

Soit alors N un entier ^ 1 et posons pN(t) — J^f enun(it). La distance 
de deux fréquences consécutives dans pN est log m — log (m — 1) ^ 
1/w ^ 1/(2N + 1) è l/3iV, donc on peut appliquer le Lemme 3 avec 
7 = 1/3JV, T = 2TT/7 = 67riV. On en déduit: 

2iV ^ ^ / _ * \pN(t)\2dt S a(7r)mN
2 

où ??% = supui^6Ttf|£tf(0l- Donc: 

(16) m* ^ ax/ÎV 

où a est une constante. 
Considérons (principe de symétrie) 

N 00 

gO'O = IL enUn(it) + ] £ enun(it) 
1 N+l 

A7" 00 

A@0 = X) tnUn(it) — S tnUn(it) 
1 AT+1 

et les événements suivants: 

-4^-: sup|t|^6xiNr|g(^)l = a^N et BN: sup\ t]^N\h(it) \ ^ a\/ÏV. 

P(^4AT) = P(BN), vu la symétrie des en; et ^4^ VJ BN = 12, compte tenu 
deg + h = 2pN et de (16) ; donc, P (^AT) ^ è; on en déduit: P(/x(0) è è) 
^ è et par la loi du zéro-un: P(/z(0) è è) = 1- Reste à montrer: 

a) M( i ) = Ops; b) M ( - 4 + ) ^ I p s . 

a) est immédiat, en écrivant: 

00 00 

/1 e t / 2 se majorent exactement comme/ dans le Théorème 1, en utilisant 
le Lemme 1; et donc ps: 

g(a + it) = 0((log \t\y-) si \ < a < 1 =* /i(<0 = 0 si ci > i 
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b) s'obtient ainsi: si — \ < a < | , nous avons, avec Uj = 2j, s = a + it 

nj<n^nj+i " 0 nj<n^nj +1 (2« + 0) s + l d/3. 

D'après le Lemme 1, compte tenu de m? = 2njf nous avons, avec a = 1, 
B = l,b = 0: 

P 
y^ entln(sl 

nj<n^nj +i S 
> -Tçmy/\ogTnA S jr- . 

On achève, comme dans le Théorème 1, avec le même choix de Tk et on 
conclut que, si — \ < a < \, on a ps: 

g(a + it) = 0(|/|(log|^|)-°" quand |/| -> oo ; 

d'où n(g, a) S 1. En faisant a = dj = —1/2 + 1/j, j —> °°, on en 
déduit les estimations ps: 

M ( - i + 0) g 1 ;M(0) è iîM(è) = 0 . 

D'après les propriétés de convexité et de monotonie de /x, ceci achève la 
preuve du Théorème 2. 

On va maintenant prouver deux théorèmes qui montrent qu'en 
prenant des différences successives de plus en plus élevées à partir des 
séries ^ ? en/n

s, on peut "pousser" ah jusqu'à — oo, et obtenir des 
séries ]T^ =L n~s pour lesquelles le /x(<r) est bien contrôlé. 

THÉORÈME 3. Il existe une série de Dirichlet Yl? =*= n~s avec ^es Pro~ 
priétés suivants: crs = 0, ah = — oo, 

/ v JO si a > 1 

Le Théorème 3 découle des deux lemmes suivants (via la convexité 
de /x). 

LEMME 4. Considérons une série de la forme 

oo / \ oo 

(17) E Z ^A,^(M,re) = £ S,= F (s) 

ou en = ± 1, 0w A >̂ désigne les différences j-ièmes associées à la fonction 
(p(x) = x~s, /es ŵ  e/an/ wwe suite strictement croissante d'entiers (avec 
no = 0) et les ujn étant des entiers choisis de façon que (17) s}écrive formel­
lement : 

(170 L î ± »""'• 
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Alors, pour tout choix des en et des nh on a pour (17') 

J o-, = 0, ah = - oo 
\H(<T) = 0 si a > 1 

^(a) ^ 1 — a si a ^ 1. 

Preuve. (17) = (17') pour a > 1, par convergence absolue; et (17) 
définira le prolongement analytique de (17'); montrons que (17) est une 
fonction entière. Soit 

Sj = £jnj<n^nj+itnAj(p(ujn). 

Par le Lemme 2, 

\S(S + 1 ) . • • (S + j - 1)1 0 j 2 / 2 

+i V ^ W 

g k(5 + l ) . . . C s + . ; - l ) | 2 i 2 / 2 £ j-f-çj 

\<r+3 

nj+i-nj 

puisque 

(17") « * = 1 + m + 2 (n2 - m) + . . . + 2'~1(n i - w,_i) 

è 1 + 1 + 2 + . . . + 2 ' - 1 = 2'' 

et qu'ensuite les z^w varient de 2J quand n varie de 1. D'où 

|S,| g |s(s + 1) . . . (5 +j - l) |2- ' , / 22->'ir76 

dés que 7 + 0- ^ 2. Donc X ?̂=o ̂ i e s t une fonction entière et ah = — 00. 
Soit maintenant p un entier ^ 0 et supposons a > — p; écrivons (17) 
sous la forme: 

2-JJSP Sj + Z^j^p+i Sj = Xi + X2 

et intéressons nous seulement à X2, X\ n'influant pas sur M (a-); mais, si 
J è P + 1, on a: 

^ = Il M 12 amAp+i<p(wiïï + (m - 1)2P+1) I , 
nj<n^nj + i \ ?w=l / 

avec aw = ± 1 et d'après le Lemme 2: 

ic I < V \s(s+l)...(s + P)\2^+1)/2 
1 , 1 = ^ (uin + (m- \)2v+lY+^ 

où la somme porte sur les n G ]njf nj+i] et les m £ [1, 2j~~p~1]. Comme 
les ujn + (m — 1)2P+1 sont 2 à 2 distincts quand m, n, j varient, on a: 

\Xt\ g |5(5 + i)...(s + p)\ 2*l»+1)'2 £ r^+T-
/c=l # 

D'où n(a) ^ p + 1 si a > —p; comme n(a) = 0 si a > 1, la convexité 
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de n entraîne n(cr) ^ 1 — a si <J ^ 1. Reste à montrer que <rs = 0. 
(17') s'écrit E ? « » / » s 

avec an = ± 1 . Considérons, pour s = a + it, 
a > 0, une somme partielle sN = ^A an/ns-

Soit jo le plus petit indice tel que N figure dans S3Q et jo étant ainsi fixé, 
soit *>o le plus petit indice >nJQ tel que N figure dans les indices de 
eVQAJQ<p(uJQn)', on va démontrer que SQ + . . . + SJQ — sN —> 0 quand 
iV —» + oo , ce qui montera bien que as = 0. Or: 

So + . . . + SJQ - sN = S ' o ^ ^ i o + i ^ A ' o ^ ' o J + R(s) 

= Ro(s) +R(s). 

On voit aisément, en utilisant le Lemme 2 et les minorations de uJQn, que 
Ro(s) —» 0 quand iV —» oo ; R(s) représente, au signe prés, les termes qui 
restent dans AJO<P(UJQVQ) quand on a épuisé les indices jusqu'à N] soit M 
le nombre de termes restants: M = 2Vl + 2P2 + . . . + 2% avec 
pi > . . . > pk ^ 0, et pi ^ jo puisque Af ^ 2;o. Groupons les M termes 
de R(s), "à partir de la droite", en 2Pl termes, puis 2P2 termes, etc. . . . , 
nous obtenons au signe prés des différences d'ordre pi, p2, . . . de p, soit: 
T(s) = dbAPl ± . . . db Aj,& avec, si wz- est le premier indice apparaissant 
dans pi, et en utilisant le Lemme 2: 

Kl = |^/(«4)l * l^ + D - ^ + ^ - 1 ) 1 ^ . 

D'après (17") m t ^ z^oW. + i ^ 2;'o, d'où, puisque £* ^ jo: 

\àpt\ ^ 2-><r\s(s + 1) . . . (s + Pi - 1 ) | 2 ~ ^ 2 . 

Comme les pt sont distincts: 

|£(s) | ^ 2 - ^ > ^ = i k(5 + 1) . . . (s + n - l)\2-n2/2 = c(s)2-j°°. 

Comme a > 0, R(s) —» 0 quand iV, et donc j 0 , —> + oo ; ce qui achève la 
preuve du Lemme 4. 

LEMME 5. Dans (17), choisissons les nd- de façon que: 

( nj+1 ^ qn3-, q > 1 
(18) log (n,- - w,_i) 

I .9 > - f-UU . 

\ f 
Alors pour (17'), on a qs ew en: ju(0) ^ 1. 

On va montrer que, \/e G ]0, 1[, /x(0) ^ 1 — e qs; le lemme s'ensuivra. 
Soit, pour un tel e, 

Q* = {co/|F„(*OI ^ TI^-'VM ^ #}, 

iV entier ^ 1, Y constante à fixer, /^(s) désignant la somme de (17). QN 
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est évidemment fermé; montrons qu'il est d'intérieur vide. Soit 

m3 = ujnj+i = 1 + (m — no) + 2(n2 — ni) 
+ . . . + 2^(nj- »,_x) 

le premier indice des blocs A;; soit t = tj = mj/2j, et fixons j de façon 
que t ^ N. 

Soit Sj = ^2n-<n^nj+1 €nAj(p(ujn). On peut appliquer le Lemme 2 b) aux 
Aj qui figurent dans 5^, puisque t2j/ujn S t 2j/nij = 1. On obtient, 
puisque cr = 0 

(19) |Atf>(«,B)| è ^ 7 K * + 2');'. 

Le nombres de blocs A;- est w^+i — rij è (<7 — 1) mj/2
i~1 ^ X/, avec X 

= inf(2(g — 1), 1). Considérons seulement les [X£] premiers blocs A,-, 
pour lesquels on a: UjU = m$ + I2j, l ^ /. (19) donne alors: 

\Ajip(ujn)\ ^ ct^/{2mjy ^ ct'2->/{t2>)> è ^ - ^ 2 . 

Mais c2-2j2 ^ ^ - e = */-« si j est grand, 

tj = w , / 2 > è è ( » j - « , - i ) ^ c - i / « e ' 2 ( l o g 4 ) / e 

pour j grand, d'après (18). 
En résumé, si / ^ [\t], le /-ième bloc Aj vérifie |A;| ^ / - e , et le nombre 

de ces blocs est équivalent à \t, disons ^Xt/2 pour t grand. Si on prend 
7/12, on obtient ÇlN° = 0 en reprenant l'argument de la partie quasi-
sûre du Théorème 2. Ceci démontre le Lemme 5; le Théorème 3 découle 
des Lemmes 4 et 5. 

THÉORÈME 4. Il existe une série de Dirichlet ^ ? =±= n~s avec ^es 

propriétés suivantes: 

n 1 ^ , / \ JO sia > \ 

Le Théorème 4 découle du Lemme 4 et du lemme suivant. 

LEMME 6. Soit n^ {avec no = 0) une suite strictement croissante d'entiers 
telle que: 

a) tij+i/tij è q > 1 pour j ^ 1, où g est une constante. 
b) V € > 0, É?=i 2 V l o g » i + i / n / < 00. 

Alors, la série (17) du Lemme 4 e£ sow prolongement analytique (17) 
vérifient ps: 

~ , N J 0 si a > h 
<r8 = 0,ah = - 0 0 , M((j) = S x j 

Des exemples de suites tij vérifiant a) et b) sont tij = j j ou rij = 2 ;2 

pour j ^ 1. (7S = 0, (rft = — 00 découle du Lemme 4; on montrera d'autre 
part que: 
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1) M(0) è ips 
2) pour tout entier p ^ 0, on a ps: n(a) ^ p si <r > — £ + J. 

1) Soit Pk = ^2j^k>Sj(it), soit TV* le degré de Pk; comme dans la preuve 
du Théorème 2, on applique le principe de symétrie à 

Pk + /LiJ>k Sj et Pk — 2sj>k Sj 

ce qui, joint au Lemme 3, donne P (sup\ t\ ^ N/c\ F (it) \ ^ ay/Nk) ^ J. 
D'où M(0) è i p s . 

2) Soit £ entier ^ 0, et o- > — p + i fixé. Ecrivons 

F(s) = L^j<v Sj + 2LifèP Sj = Xi + X2. 

La somme finie Xi n'a aucune influence sur JU(O-), on peut se borner à 
estimer X2. Nous avons 

co / 23-P \ 

X2 = £ £ J £ o „ V ( ^ + (m - 1)2P) I 

où les am = ± l n e dépendent que de j et p, et sont indépendants de n. 
Donc: 

J' è P => S, = £ a» Z *A#<Mi» + (m- 1)22') 
ra=l nj<n^nj+i 

23-P | 

X) enàpipiujn + (m - 1)2P)| 
ij<n^nj + i \s,\ s Z 

soit 
2J-P 

|5,| ^ E Kl-
Soit Aj le premier des ujn: \j = ujnj+i = 1 + ni + 2(w2 — fti) + . . . 
+ 2i~1(nj — W;_i). Les z ^ varient, à partir de \j} de 2j en 2J", donc: 

4W = E *A*(X, + (» - Uj - 1)2' + (m - 1)2*), 
vj<n%nj +i 

soit encore 

nj+i—nj—l 

Am= E en+ni+i\-P&n + X, + (m - 1)2»). 
rc=0 

Si Prc = €n+ni+i, 0 ^ n ^ nj+i — Uj — 1, on a par le Lemme 2 

(20) Am = (~l)ps(s + 1) . . . (s + p - 1) I . . . f Bw(*if . . . , xp) 
J J (p) 

X dxi. . . dxP 

qvec 
« i + i — n i —1 

R _ V £» 
t a (2*w + X, + (m - 1)2P + xi + . . . + xp)s+p 
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On applique le Lemme 1 à Bm de la façon suivante: 

I Uj est remplacé par 0 
nij est remplacé par nj+i — tij — 1 
B = \j + (m - 1)2P + xi + . . . + xp donc X,- ^ B ^ X,-

+ 2> - 2P + 2P = X,- + 2 ' ^ 2X,- et on prend b = X,, 
5 = 2Xj. Enfin, a = 2 j ^ X; 

^r reste inchangé. 

On obtient alors, avec les notations du Lemme 1, 

i 
p( 115.11 > ^ y = % ^ Viog r»m(x,)s) g J 

D'après (20) 

(21) P 
^4 7, 

5(5 + 1 ) . . . (s + £ - 1) > 
[o,r ] 

C(a, ft) log X? 
ier+p-l/2 

X \ / l o g ( r n m [ X , ] 2 v ) ) ^ ; 

Posons cr + >̂— J = 2 e > 0 , z^= 7 .̂? et remarquons que 

X,- ^ 2J-1(w j - n,_i + Uj-i - tij-2 + • . .) ^ 2>-1wj g [w,-]2 

pour 7 assez grand, d'après b). D'autre part, 

X, è 2'~1(w, - »i-i) ^ 2>-1(l - l /g)n i è «, 

pour 7 assez grand. (21) prend alors la forme, pour j assez grand (on 
aura alors log X_, ^ (%)' par b)) 

(22) P 5(5 + 1) . . . (s + p - 1) > -7—tr-V log P w m I ̂  ^— . 
o.n («i) / Trij 

D'après |S,| ^ £ £ ? \An\, (22) entraîne, pour j ^ j \ 

(23) P 5 , 
5(5 + 1) . . . (5 + p - 1) 

> C(<x, p)2Vlog 7 n m \ < _2j_ 
o,r] [»>]' / ~ Pw3- ' 

Soit alors P* une suite de valeurs de P telle que ^ J l / P * < °° ! comme 
^,2}/nj < 00 par l'hypothèse b), d'après le lemme de Borel-Cantelli, il 
existe Î20 C Œ, P(Œo) = 1 tel que u £ Œ0=>3jo(a>) = jo ^ j i , feo(w) = &o 
tels que: j S: j'o, k ^ &0 => ^ <c (̂ 4 jA)c où ^4^ désigne l'événement: 

5 , 
s (5 + 1) . . . (5 + p - 1) [o,n: 

Fixons co G v4, soit / > Tk0(œ) et & l'unique indice tel que 7V_i ^ t < Tk. 
k ^ k0 et on peut supposer j 0 è ft + 1. Avec les notations de la page 552, 
écrivons 

;'o—1 

Xi = 2^ •S'i + AJ SJ
 = -^3 + X±. 
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Xz n'a aucune influence sur JU(O-) ; pour X4 on a la majoration suivante au 
point s = a -\- it 

Avec, par exemple, Tk = k2, on a Tk ~ t et vu les hypothèses du lemme 

\XA/s(s + 1 ) . . . (S + P - 1)| ^ (<T,£ )^4c^+£( (7 ,£ ) . 

On en déduit M(X4, a) ^ p et donc n(Fu,a) ^ p, siœ £ A. Ceci démontre 
2). 

On achève en utilisant la convexité de /x et en faisant varier p. 

2. Soit P = {pi, . . . , pn, . . .} l'ensemble des nombres premiers rangés 
par ordre croissant et soit (en) une suite de variables de Rademacher 
indépendantes; on considère les deux "produits d'Euler" suivants: 

(i) n , — ^ = m 
l 1 — €npn 

oo 1 . —S 

(2) n \~ €np:n-~s = G(S). 

Soit d'autre part: 

(3) TA *(™)/™s =f(s) 

(4) TAyim)/ms = g(s) 

où e(w) et y (m) sont respectivement les coefficients obtenus en dévelop­
pant F et G en série de Dirichlet absolument convergente pour Rs > 1 ; 
on a notamment: 

e(m) = (e^)*1 . . . (€«z)*
z si m = (p^)*1 • • • (P«i)*1 et m ^ e{m) 

est une fonction strictement multiplicative sur N; d'autre part, on vérifie 
aisément que y (m) ne prend que les valeurs ± 1 , 0; on aura besoin de la 
remarque suivante: si q et q' sont deux entiers distincts sans facteurs 
carrés, e(q) et e(g') sont indépendants. En effet, q — rs, q' = rt avec 
(r, s) — (r, t) = (s, t) = 1. Les trois variables e(r), e(s), e{t) sont des 
Rademacher et on a donc: e(s) et e(t) indépendantes <=> e(r) e(s) et 
e(r) e(t) indépendantes^ e(q) et e(g') indépendantes. 

THÉORÈME 1. Le produit infini (1) et la série (3) sont ps convergents pour 
Rs > J et on a ps: 

F(j) = /(s) si jfo > i 
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L'énoncé donne un exemple d'une série de Dirichlet à coefficients dzl, 
d'abscisse de convergence \ (comme on le verra plus loin), qui possède un 
produit d'Euler (et est donc sans zéros) pour Rs > J; cela dit, si 5 = G + 
it avec a > J, nous avons: 

I I ? (1 - <nPn~S) = Ul (1 + «») eX P ( - Zl *n(Pn)-S) 
avec 

1 + un = (1 - enpn-
s) exp enpn-

s 

et donc \un\ ^ (pn)~
2<T ([12]). Donc, J^f (1 + wn) converge uniformé­

ment sur tout compact de Rs > \ ainsi que, ps, ^ î ew(pn)~5 (cf. [10]), 
et donc F(s) est ps analytique pour Rs > \. D'autre part, si Q = 
{gi, . . . , qr, . . .} désigne l'ensemble des entiers sans facteurs carrés 
rangés par ordre croissant, la série X)"=i e(Qr)[Çr]~s converge ps pour 
Rs > % d'après la remarque faite plus haut et d'après le théorème de 
Menchoff [8], puisque si 5 = a + it avec a > J: 

7=1 (gr) ÎA n 

Mais alors la série ^A e(m)/ms converge ps pour Rs > J, car c'est le 
produit de Dirichlet de la série absolument convergente ^T°?=i l/r2s et 
de la série semi-convergente ] ^L i e(qT) [Çr]-~s Donc, f(s) est ps analy­
tique pour Rs > §: comme F (s) = f(s) pour Rs > 1, on a bien l'égalité 
pour i?s > J. 

THÉORÈME 2. 1) La droite Rs = 1 es£ qs wwe coupure pour F. 
2) La droite Rs = \ est ps une coupure pour F et on a ps 

lx(F, a) = 0 si a > i . 

Si ifo > 1, nous avons: 

(5) F (s) = A (s) exp B (s) 

avec 

(6) A (s) = F I " (1 - ^ » - ! ) - ' exp(- e „p„- s ) 

analytique sans zéros pour Rs > ^ et 

5 (s) = £ ? e„ (£„)-s 

La droite a = 1 est qs une coupure pour 5 , d'après le Théorème 1' ; on en 
déduit la même chose pour F par (5) et (6). Du point de vue ps, écrivons 
si s = a + it, avec a > \: 

(7) l/F(s) = ^1(5)51(s)C1(s) 

avec 

(8) A^s) = Uî (1 - « A - 8 ) exp (enpn~
s + è&f2S) 

= n ? (1 +»,(*)). 
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avec \vn(s)\ ^ pn~
da (cf. [12]) et donc Ai (s) analyt ique sans zéro pour 

a > 0 ; 

(9) d(s) = e x p ( - è i : ? A r 2 5 ) 

qui est régulière en tous les points \ + it0, t0 7e 0, puisque f ne s 'annule 
pas sur Rs = 1 (cf. [13]) 

(10) B^s) = exp ( - S ? ««/A.*) = exp (-B(s)). 

La droite <r = \ est ps une coupure B, d 'après [6]; on en déduit la 
même chose pour .F d 'après (7), (8), (9), (10). 

Si a > J, (5) donne la majoration: 

\F(s)\ S C e x p ^ S f en/pn
8 S C e x p |XS=i *nPn% 

E t si -S(^) = 5^5° tjpni ^es méthodes du Théorème 1 donnent aisément 
le résultat ps suivant: £(0- + it) = 0 (\4ôg]7[) si 0- > | ; donc 
|5(o- + i /) | ^ «log M pour |/| assez grand, d'où F(<r + it) = 0( | / |€) 
V e > 0, si a > i, d'où le Théorème 2. 

Le théorème qui suit va décrire une série de Dirichlet à coefficients 
± 1 , 0 , avec as = 0, ah ^ 0 qui possède dans la bande 0 < a < 1 une 
croissance beaucoup plus forte que celles rencontrées dans la première 
par t ie ; pour cela, on introduit une nouvelle ' ' indicatrice de croissance": 
si h est une fonction analyt ique dans un demi-plan vertical, on pose 

A (A, a) = \(<r) = inf {£^0\h(<r + it) = 0(e^^) quand |/| - + 0 0 } . 

On a aussi 

\(ft, a) = inf {£ è 0|/*(cr + it) = 0(eB l ' l f ) quand |/| —> -J- 00 , 

pour une certaine constante B] 

puisque B\t\* croît moins vite que \t\v quand £' > £. Remarquons alors 
que le produit infini (2) converge uniformément sur tout compact de 
Rs > 0; en effet, (2) s'écrit: Y[f i1 + un(s))f avec: 

,, (,\ - €n(Pzn~S — Pïn-l) 
Un\S ) — -, —s > 

1 — enp2n 

d'où pour Rs > 0: 

/

'Vin 

• n o „ _ i 

d'où: 

(ii) Ê k(*)l ^ c.\s\ ) 
1 J 1 

- C T - I T , , \S\ 

u du — Ca -
1 < 00 . 
a 
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On en dédui t que (2) définit une fonction G analyt ique par Rs > 0 et 

aussi que: 

(12) \G(a + it)\ g Ui (1 + K l ) ^ exp £ ? H ^ exp C.|/| 

d 'après (11). 
La série de Dirichlet annoncée sera celle donnée par (4), aupa ravan t , 

il faut établir deux lemmes dont le second donne la propriété fondamen­
tale de À (G, a). 

L E M M E 1. Soit 0 < ai < (72- Si Von a, pour un £ Ç [0, 1], les inégalités: 
\G(a1 + it)\ £ AeB\^ et \G(a2 + it)\ ^ AeB\^ alors 

\G(a + it)\ S Aae
B^l\a pour ai S <J û c2, si £ < a < 1 

\G(a + it)\ S AieB^%\ pour tn ^ <r ^ a2, si £ = a = 1. 

(où A, B, Aa, Ba sont des constantes indépendantes de t et a). 

Distinguons deux cas. 
1. £ < 1. Si £ < a < 1, soit 

Ga(s) = G (s) exp — sa 

\Ga(s)\ = \G(s)\ exp (—\s\a cosa &rg s) donc si ô = cos (aw/2) > 0 

|G«(<ri + it)\ S A exp 51*1* - ô\t\a S Aa 

et de même 

\Ga(<T2 + it)\ S Aa. 

Comme Ga est une fonction de type exponentiel fini d 'après (12), une 
application classique du principe de Phragmén-Lindelof [9] mont re que : 

\Ga(a + it)\ S Aa pour <n ^ a ^ a2, t G R. 

D'où: |G(<7 + i /) | ^ Aa exp 5a | / |« avec £ a = 1. 
2. £ = 1. L'inégalité |G(<7 + i*)l ^ A^e3^^ pour ai ^ a ^ <T2 a lieu 

au tomat iquemen t d 'après (12). 

L E M M E 2. \ (G , cr) es/ convexe, positive, décroissante sur ]0, oo [. 

Si, pour |z| < 1, log (1 — z) désigne la série — ^ £ = i zk/k, considérons 
la fonction: 

oo oo 

K(S) = £ [ l og ( 1 - inplLl) ~ l o g ( 1 - inPîn*)] = E « » ( * ) 
w=l 1 

qui est analyt ique pour Rs > 1 puisque si 5 = o- + it, a > 1: 
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On a de plus la majoration: 

i) = a. 
G est analytique sans zéros dans Rs > 0, donc s'y écrit eH, avec H 
analytique pour Rs > 0. D'autre part, eK = G si Rs > 1, donc il existe 
un entier l tel que H (s) = K(s) + 2ilir si Rs > 1. On peut supposer 
/ = 0 quitte à corriger H; on a alors: 

(13) \H(a + it)\ g C s i o - > 1. 

if est analytique pour ifo > 0, définie par une série de Dirichlet ordinaire 
si Rs > 1, donc sa fonction de Lindelôf n(H, a) est convexe, positive, 
décroissante sur ]0, oo [; le Lemme 2 résultera donc de l'égalité: 

A (G, cri) = n(H, ai) si ci > 0 

que nous allons prouver. 
Soit d'abord £ tel que \H(<n + it)\ = 0(|*|*)î £ è 0, puisque M ( # , <n) 

è 0 mais alors, ^ f f ^ i + i/) = 0(|/|*), et comme \G(<n + ii)\ = 
exp^jff((n + i0 , 

Puisque £ §̂  0, X(G, ci) S £ et donc: \(G, o-i) g /*(#, °"i)- Soit main­
tenant £ ^ 0 tel que \G(<n + it)\ S AeBltl ; on peut supposer £ ^ 1 par 
(12); soit d'autre part a2 > max (1, ai) et o-3 = 2a2 — ci > 1. D'après 
(13), on peut supposer A tel que: 

log|G(o-2 + it\ = H{a* + i/) ^ log 4 + 5|/|«. 

Distinguons deux cas. 
1. £ < 1. Soit a tel que £ < a < 1. Par le Lemme 1, appliqué avec 0-3 

à la place de a2, et puisque Si H = log|G|, on a: 

(14) 0tH(a + it) g log Aa + 5a|*|« = Ad + 3«'|f|« si ai g <r g (73. 
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Fixons a £ ]ai, <y%\_\ soit s = a -\- it, SQ = 0-2 + ^, r = cr2 — c, R — 
(72 — ci, D le disque de centre s0, de rayon i? (cf. figure). Si z = a + 
ib f D, on a d'après (14): 

01H(z) S AJ + Sa'|6|« g 4«' + 5«'(|*|a + ^ a ) 

= i4«" + S«"|*|" = M. 

D'après un lemme classique de Borel [1]), on a donc: 

(M-@H(so)). 

(15) \H(s) - H(s0)\ S -~~r (Mf-@H(so)) 

_ 2 ( ( 7 2 - a) 

(r — ai 

Mais |#(so)| = |i?(o"2 + it)\ g Cff2 par (13), donc de (15) on tire une 
inégalité du type \H(a + it)\ g 4« ' " + Ba'"\t\«. 

Donc, /x(iï, o-) ^ a\ comme cela a lieu pour tout a > £, ju(iJ, c) ^ £, 
comme /x est continue au point ai, en faisant tendre o- vers ai, on obtient: 

M ( ^ , ( 7 ! ) £ • £ . 

2. £ = 1. D'après (12), (14) sera automatiquement vérifiée avec a = 1, 
et il ne reste plus qu'à reprendre le raisonnement précédent. 

On en déduit IJL(H, ai) ^ A (G, ai), et donc le Lemme 2. 

THÉORÈME 3. Il existe une série de Dirichlet ^^° y(m)/ms = g (s), avec 
y (m) = ± 1, 0, as = 1, ah ^ 0, telle que si G (s) désigne le prolongement 
analytique de la série pour Rs > 0, on ait: 

^••»-{ï-*.-i<.Si. 
La série sera donnée par (4), et la fonction G par (2) ; il reste à estimer 

A (G, a) pour un bon choix des en\ l'égalité A (G, a) = 0 pour a > 1 est 
évidente par: 

|Gfr + «0léfi \+Pï^: 
d'autre part, A(G, a) ^ 1 si a > 0, par (12); soit o-0 G ]h l[nxé; on 
montrera qu'on peut choisir les en de façon que A (G, cr0) ^ 1 — <70; le 
Lemme 2 et les remarques précédentes donneront alors le Théorème 3. 
Dans ce qui suit, s = aQ + it,t ^ 0; nous avons: G (s) = Y[? (1 + wn(s)), 
avec : 

Un = Vn + W w ( £ 2 w ) - 5 OÙ 

Cn[(p2n)""' - (p2n-l)~S] 
VU~ \l-*n{P.nTV 

(p2n)~S - (p2n-l)~S 

— Wn = r Z . , | 2 

|1 — €„(£2n) I 
|wn| ^ (p2n)-<T°[(p2n)-<X0 + (pu-i)-*]C.0 =» Z|«i»| ^ C„0. De même, 
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Z W 2 ^ C0. On a: 

\G(s)\ = |TT(1 + un)e-u»\expy£,f Run = |TT(1 + * » ' ) ! exp X)? i?«n 

avec |#n ' | ;g |ww|2, et i?^w ^ ifon — \wn\, d'où minoration du type: 

\G(s)\ ^ C,0 exp £ ï ° 2fon 

^ = 71 ^ y-, 12 R[(p2nr ~ (p2n-lTSl 
|1 — en(p2n) I 

Mais 

•^ P2n-1 ^ P2n-1 

d'où 

^ [ ( / ? 2 n - l ) ~ S - (P2n)~8] = <*n + tPn a v e c : 

/

Vin 
x~<ro~1 cos (t log x)Jx et 

P2n-1 

/

Vin 

^-(TO-1 g J n ^ JQg x ^ x ç^ 
/ ? 2 n - l 

S K| = °"0 J X"^"1^ = Co. 

On a donc une minoration du type: 

(16) \G(s)\ è C 0 exp (CoX)? ~ e?A)> avec CO0 > 0. 

A un changement de signe près, tout revient à minorer la fonction: 

*(s) = E ? Ms) s = (TO + **, * ^ 0, 

ce qui va se faire par des méthodes quasi-sûres; auparavant, nous avons 
besoin du lemme suivant dont nous reproduisons la démonstration avec 
l'accord de son auteur. 

LEMME 3. (Saffari) Soit J Vintervalle [7r/4, 37r/4] sur le cercle, et posons, 
si e > 0; 

N€(t) = N{t ^ p S tl+e/pu G /} = nombre d'éléments de Et. 

Alors, 

HE^„iV«(*)M*1 + €) ^ 1/5 

ou ir(t) = y^7,</ 1, ?̂ désignant un nombre premier. 

Soit JV un intervalle intérieur à / , de longueur \T/2, avec 4/5 < X < 1 
de manière que cinq translatés Jk

f = Jife~iUk, 1 ^ & ̂  5, uk ^ 0, 
recouvrant le cercle T. Posons p = lim Ne(t)/ir(t1+e). 
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Soit C une constante > 1 fixée; pour t assez grand, t S tl+e/C et 

regardons seulement les nombres premiers p tels que * 

(17) t S t1+*/C < p g tl+*. 

Alors 

log p = (1 + e) log t - 6 log C avec 0 ^ H 1. 

Si donc on pose a ^ / ) = ak = uk/(1 + e) log t, on aura : 

. au / • JUkO log C \ • n\ 
p = exp ^ - Q + N ! - j = exp ^ exp o ( l ) . 

Soit p vérifiant (17). Pour un k G {1, . . . , 5}, pu G Jîe~iuK Donc 
£*(<+«*) ç j y ^ a ) ç / pour t assez grand. Donc: 

^ G {t ^ p S jl + «/£*(*+«*) Ç / } ; 

mais le nombre d 'éléments de ce dernier ensemble est Ne(t + ak) + 

0(/€) , puisque (* + a*)1 + 6 - ^1+e = 0(/ e) . D 'où: 

^(/1+e) - T T ( Ç ) S g #«(* + a*) + 0 (*€). 

Divisons par ir(t1+e) et passons à la lim en remarquan t que, d 'après le 
théorème des nombres premiers: 

nV)~è" ^ T ( ' 1 + e ) *' Tr[(t + ak)
1+e]~T(t1+e). 

Il v ient : 1 — \/C ^ 5p; d'où le Lemme 3 en faisant tendre C vers + co. 
Soit alors tfi oo telle que N€(tj) è 1 / 1 0 T T ( ^ ) 1 + % et soit £ G £ ^ . 

£"y e J <^3 un entier ^ 0 tell que TT/4 + 2fe. TT ̂  /,- log £ ^ 3TT/4 + 

2&. 7T, on a: 

a* = exp (TT/4/,- + 2k.Tr/tj) g £ g exp ( 3 T T / 4 ^ + 2k.Tr/tj) = bk. 

Soit 7fc = [a*, frfc] ; les £> de Et. sont ceux qui appar t iennent à un intervalle 
Ik pour un indice k tel que 7r/4^ + 2k.Tr/tj ^ (1 + e) log ^ ; le nombre 
des intervalles Ik est 0 ( / j l o g ^ ) , et ils sont disjoints puisque bk < ak+i. 
Posons: 

£«,- = {pai, . . . , p a i ) \ 

on dira que af est inadapté si: 

a< impair, pa. 6 /*, A « m S /*, ou si 

a i pair, pa. Ç A, ^ a . _ l $ J*. 

Le nombre d 'éléments inadaptés de Etj est au plus deux fois le nombre 
d' intervalles Ik, c'est donc un O ( ^ l o g ^ ) ; les aut res éléments de Etj se 
répart issent en couples (p2n-u p2n) pour lesquels p2n-i € /*, p2n 6 7fc 
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(si pai G Ik, Pea +i € h, on a nécessairement a*+i = a< + 1), dits couples 
adaptés; le nombre de ces couples adaptés est donc è hNt{tj) + 
O(tjlogtj) è ^ pour ^ assez grand, d'après le Lemme 3. Mais si 
(p2»-i, ^2n) est un couple adapté, x Ç [£2»-i, ^2n] ==> ^ log x £ J, d'où 

/

*?2n f ?2n . _ ^ 

x-o0-1^ (^îogx)^ ^ * x-o°-^x ^ r 2 ; , .z+r1 

è M - ( 1 + C ) ( 1 + V =» A è ;r°~e(1+*o). 
Si co = (en), soit $w(s) = ^i°°ew/3w(^) et posons 

EN = {co/|$„(er0 + *0| ^ J^- 'o-d+'o) V t, \t\ è #} • 

£iv est fermé dans 12, car J2\Pn\ < °° ; soit co £ £^, et FM le voisinage de 
co constitué des co' = (ew') tels que en' = ew si n ;g AT; choisissons dans les 
/;• un terme d'indice suffisamment grand pour que p2n-i ^ tj => n > M 
et tj ^ N; le nombre d'indices n pour lesquels (p2n-u p2n) est un couple 
adapté de Etj est ^ / ; ; soit E l'ensemble de ces indices n: \E\ ^ tj. Sur 
une partie convenable Eœ de E, avec |£w | ^ J/;: 

en est constant, soit ere = + 1. Soit co' la suite obtenue en changeant le 
signe des en exactement sur .E^co' £ VM et: 

=>|*„'(ero + * / , ) ! è | / / - f f o-^( i+ -o ) , 

donc co' $ E^; comme les FM forment une base de voisinages de co, 
EN° = $. ''L'événement" A: 

I hm J -j^-=r€
 L è ïVe > 0 I 

M«Uœ ' / 

est donc qs; soit co Ç ^4, et e > 0. On peut trouver une suite tî] co telle 
que (puisque <£w est réelle): 

Mero + itt')(tl')-<
1-*o-* ^ 1/8 ou 

$_w((70 + ^ / ) ( / / ) - ( W 0 - ^ è 1/8 

( —co = ( —en)). L'une des deux alternatives doit se produire infinité de 
fois; on a donc: 

ÏÏm,lUœ$„(ero + *0l'|-(1"^""e) = 1/8 ou 

ÏÏE,lUœ*_„(ero + #)|*|-<1-'o-«> ^ 1/8. 

De même, si ê -jO on a par exemple: 

ïïm,<Uœ$„(<r0 + it)\t\-^-°o-^ ^ 1/8 

pour une infinité de ejy d'où 

IîiHUUœ^((ro + it)\t\-<l-o~* ^ 1/8 V e > 0. 
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D'après (16), \(G-œ, o-0) ^ 1 — o"o, ce qui achève de démontrer le 
Théorème 3. 
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