SUR LA STRUCTURE DE DEUX CLASSES D' ANNEAUX
A. Barbeau

(received January 21, 1963)

Dans un mémoire paru en 1960 [1], G. Thierrin a étudié
la structure d'une classe d'anneaux, celle des anneaux bipotents
% droite. Ce travail fait suite % ce mémoire et a pour objet
d' étudier, dans un premitre partie, la structure d'une classe
particulitre d' anneaux bipotents % droite, celle des anneaux
compl®tement bipotents & droite. Dans une deuxitme partie,
nous nous proposons d' étudier la structure d'une autre classe
d'anneaux, celle des anneaux d-bipotents % droite.

I. PREMIERE PARTIE

1. Anneaux complttement bipotents % droite. D'apr®s
(1), un anneau A est dit bipotent & droite si l'on a a

A= aZA, pour tout a € A. Soient K un corps quelconque1
et (K,K) 1'ensemble des couples (a,b) d'éléments de K.
On définit dans (K,K) une addition et une multiplication de la
mani®re suivante:

(a, b)+(c, d) = (a+c, b +d)
(a, b)(c, d) = (ac, ad).

Vis-%-vis de ces deux opérations, 1'ensemble (K, K) est un
anneau bipotent 2 droite, qui est appelé le pseudo-carré 2
droite du corps K. Tout anneau isomorphe au pseudo-carré
2 droite d'un corps est dit un pseudo-corps & droite. Tout
anneau bipotent 3 droite est isomorphe % une somme sous-

1) Nous appelons corps tout anneau tel que 1' ensemble des
éléments non nuls forme un groupe pour la multiplication.
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directe d' anneaux appartenant 2 1'une des catégories suivantes:
anneaux de carré nul, corps, pseudo-corps % droite.

Un anneau A est dit completement bipotent % droite si
tous ses sous-anneaux sont des anneaux bipotents % droite.

Remarquons que les corps finis sont des exemples
d' anneaux compl®tement bipotents % droite. Remarquons,
de plus, que le corps des nombres rationnels n' est pas un
corps compl®tement bipotent % droite puisque le sous-anneau
des entiers n'est pas un anneau bipotent 3 droite.

Cette définition étant posée, on vérifie facilement les
deux propositions suivantes:

PROPOSITION 1. Pour qu'un corps K soit completement
bipotent & droite, il faut et il suffit que tout sous-anneau A # 0
de K soit un corps.

Remarquons, 3 la suite de cette proposition, qu'un corps
complttement bipotent 2 droite K est de caractéristique finie
p,p étant un nombre premier.

PROPOSITION 2. Tout image homomorphe B d'un
anneau compl®tement bipotent % droite A est un anneau
completement bipotent 2 droite.

2. Structure des anneaux compl®tement bipotents 3 droite.
Un anneau complttement bipotent 3 droite est évidemment
bipotent & droite. Il est donc isomorphe & une somme sous-

directe d'anneaux qui sont, soit des anneaux de carré nul,
soit des corps, soit des pseudo-corps a droite.

Un élément a d'un anneau A est dit d' ordre fini pour la
multiplication si le demi-groupe cyclique engendré par a est
fini. Pour un anneau A, les propriétés suivantes sont
équivalentes [2]:

(1) Pour tout a € A il existe un entier n >1, dépendant
de a, tel que a" =a.

(2) Tout élément de A est d'ordre fini pour la multipli-
cation et A ne contient pas d' éléments nilpotents différents de
zéro.
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On sait que tout anneau ayant le propriété (1) est com-
mutatif [3].

PROPOSITION 3. Tous les éléments d'un corps
complttement bipotent % droite K sont d'ordre fini pour la
multiplication. Un corps compl®tement bipotent 3 droite est
donc commutatif.

K étant un corps de caractéristique finie, son corps
premier P est fini. Soit a€ K, a # 0. Considérons 1' anneau
A(a) engendré par a. A(a) est un corps, d'aprts la
proposition 1. Puisque 1l' élément unité 1 de K appartient 2
A(a) il existe une représentation de la forme

k m
1=%ta % alZ ta  t... (avec un nombre fini de termes.
k, £, m, ..., étant des entiers positifs). Il s'en suit que
+k+1+ L4+1 rn+1+ - kt1 . g+1 . mtd
a=Ta T a Ta T ...et ata + a + a ¥

Par conséquent, a est un élément algébrique sur son corps
premier P. .A(a) est donc une extension algébrique simple
de P et par suite A(a) est un corps fini. Par conséquent,
1' élément a est d' ordre fini pour la multiplication. Il existe

. . n n+1
donc un entier n>1 tel que l'on ait'a =1. D'ou a =a.

Il s'"en suit alors immédiatement que K est commutatif.

THEOREME 1. Pour qu' un anneau compl®tement bipotent
%2 droite A soit commutatif il faut et il suffit que tout image
homomorphe de A ne soit pas un pseudo-corps a droite.

La condition est évidemment nécessair, puisqu'un pseudo-
corps u droite n'est jamais commutatif. La condition est
suffisante. En effet, A étant un anneau bipotent % droite,

il est alors isomorphe % une somme sous-directe d' anneaux
qui sont, soit des anneaux de carré nul, soit des corps. Ies
corps apparaissant dans la représentation sont, d'apres la
proposition 2, complttement bipotents & droite. Ils sont alors
commutatifs, d'apr®s la proposition 3. Le résultat est alors
imm édiat.

D'apres [4], si E et K désignent deux corps commutatifs
tels que Kg E, pour que E soit algébrique sur K, il faut et
il suffit que tout anneau A tel que KC AC E soit un corps.
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Un anneau A est dit primitif [5], s'il existe dans A un
idéal % droite modulaire maximal D telque D.-A =0, D.-A
désignant 1' ensemble des éléments x de A tels que ax €D
pour tout a € A. Pour qu'un anneau A soit un corps, il faut
et il suffit qu'il soit primitif et bipotent % droite [1].

7/ N\
THEOREME 2. Un anneau A est un corps dont tous les
éléments sont d' ordre fini pour la multiplication si et seulement
si A est primitif et complttement bipotent 2 droite.

La condition est nécessaire A étant un corps, il est
évidemment primitif. D'autre part A est un corps commutatif
et A est algébrique sur son corps premier P; Tout sous-
anneau # 0 de A contient P. Donc, tout sous-anneau # 0 de
A est un corps. Il suit alors de la proposition 1 que A est
complttement bipotent 3 droite. Ia condition est suffisante.

A étant primitif et bipotent % droite, il est un corps. C'est
donc un corps complttement bipotent % droite. La conclusion
découle alors immédiatement de la proposition 3.

II. DEUXIEME PARTIE

1. Anneaux d-bipotents B droite. Un anneau A est dit

. . . 2
d-bipotent a droite, sil'ona aA =Aa pour tout a€ A. On
voir facilement qu'un anneau A est d-bipotent 2 droite, si et
seulement si pour tout couple d' éléments a, b€ A il existe

2
X, y & A tels que l'on ait ab=xa et ay =ba
Voici quelques exemples d'anneaux d-bipotents a droite.
1) :
(1) Les corps ' et les sommes directes de corps.
(2) Les anneaux de carré nul.

(3) Tout anneau A vérifiant les relations suivantes:

2
aA =Aa et aAC Aa  pour tout a € A.

1) Nous appelons corps tout anneau tel que I' ensemble des
éléments non nuls forme un groupe pour la multiplication.
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Remarquons que si A est un anneau d-bipotent % droite,

n/2
a

n
on a(1.1) Aa = A pour tout a € A et tout entier positif

-1)/2
pair. Et (1. 2) Aan =a (n-1)/ Aa pour tout a € A et tout

entier positif impair plus grand que un.

PROPOSITION 1. Dans un anneau d-bipotent & droite A,
tout idéal premier P est complttement premier [6].

Il suffit de montrer que P est un idéal compl®tement semi-
2
premier [6]. Supposons que a € P. P étant un idéal ou doit

avoir AaZC P. Mais aA =Aa2. On a donc aAC P et

aAa C P. Mais P étant un idéal premier on doit avoir a € P.
Par c:)nséquent, P est un idéal complttement semi-premier,
il est donc complttement premier.

Rappelons que le radical de McCoy d'un idéal quelconque
d'un anneau A estl'intersection de tous les idéaux premiers
minimaux appartenent % cet idéal. A la suite de cette proposition,
remarquons que dans un anneau d-bipotent 2 droite A le radical
de McCoy d'un idéal quelconque est identique % son radical
compressif [6].

PROPOSITION 2. Pour qu'un anneau d-bipotent % droite
A (non réduit 3 zéro) soit un corps, il faut et il suffit que
1'idéal (0) soit premier.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est
suffisante. L'idéal (0) étant premier, il est, d'apr®s la
proposition 1, complttement premier. A est donc un anneau
sans diviseur de zéro. Soit a un élément quelconque non nul

2 2
de A. Il existe x€ A tel quel'onait a =xa . A étant
sans diviseur de zéro, on doit avoir a =xa. D'oh xa =x"a
2 .. .
et x=x . Comme A est sans diviseur de zéro, x est
élément unité de A. D'autre part soit a€ A, a# 0, il

2
existe y ¢ A telquel'onait a=ax=ya . D'olu a=(ya)a
et x=ya. Il s'en suit alors immédiatement que A est un
corps.

On démontre alors facilement les deux coroliaires suivants:
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COROLLAIRE 1. Pour qu'un anneau A soit'un corps,
il faut et il suffit qu'il soit primitif [3]et d-bipotent & droite.

COROLLAIRE 2. Si J désigne le radical de Jacobson
[3] d'un anneau d-bipotent % droite A et si J est distinct de
A, 1'anneau-quotient A/J est isomorphe % une somme sous-
directe de corps.

Si a est un élément nilpotent d'un anneau d-bipotent ¥

. . 2 3
droite A, il suitde (1.1) et (1.2) que a2 =0 ou a =0.
De plus, si a est un élément nilpotent de A, la relation

3 .
Aa” =aAa entratne ara =0 pour tout r € A.

PROPOSITION 3. L'ensemble N des éléments nilpotents
d'un anneau d-bipotent 3 droite A est un idéal et N3 =0. De
plus, cet ensemble est identique au radical compressif, donc
au radical de McCoy [6] de 1'anneau A (N est donc un idéal
compressif).

Montrons, en premier lieu, que N est un idéal compressif.
En effet, tout élément du radical de McCoy étant nilpotent et
tout élément nilpotent appartenant au radical compressif de A,
cette premi®re partie de la démonstration découle alors de
I' égalité de ces deux radicaux dans un anneau d-bipotent &
droite. Montrons, en dernier lieu, que N3 =0. Soient
a, b, ceN. Il existe alors x, y € A tels que l'on ait

2 2 2
ab=xa et ac=ya . D'olu abc =(ab)c =(xa )c = (xa)(ac) =
2
(xa)(ya ) =x(aya)a =0, puisque ara =0 pour tout r € A.
3
Par conséquent, N =0.

On démontre alors facilement les trois corollaires
suivants:

COROLLAIRE 1. Si tous les éléments d' un anneau
d-bipotent % droite A sont nilpotents, alors A est un anneau
de carré nul.

COROLLAIRE 2. Un anneau d-bipotent® droite A
(non réduit % zéro) sans éléments nilpotents différents de zéro
est isomorphe 3 une somme sous-directe de corps.
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COROLLAIRE 3. Si J désigne le radical de Jacobson
d'un anneau d-bipotent & droite A, alors J contient 1'idéal
N des éléments nilpotents de A (donc le radical compressif
T de A).

PROPOSITION 4. Tous idéal® gauche G d'un anneau
d-bipotent % droite A est un idéal bilatere.

En effet, soient a € G, re A. Il existe xe A tel que

2 2
I'on ait ar =xa . Mais xa € G. Par conséquent ar € G
et G est un idéal bilat®re.

2. Caractérisation d'une certaine classe d' anneaux

d-bipotents & droite. On démontre facilement la proposition

suivante:

PROPOSITION 5. Si A est un anneau d-bipotent & droite
sans éléments nilpotents différents de zéro, alors pour tout
aeA il existe x€ A tel que I'on ait

2 2 2 2
a =xa =a X =axax-axXa -a Xx.

A la suite de Divinski posons la définition suivante:

Définition. Un élément a d'un anneau A est dit
D-régulier s'il existe x, y € A tels que 1'on ait a =xa =ay.

On démontre alors facilement la proposition suivante:

PROPOSITION 6. Tout élément a d'un anneau d-bipotent
3 droite A sans éléments nilpotents différents de zéro, est
D-régulier.

Un anneau A est dit régulier si pour tout a € A il
existe x€ A tel que I'on ait a =axa. Le radical de Jacobson
J d'un anneau régulier A se réduit% zéro [7].

THEOREME 1. Pour qu' un anneau d-bipotent & droite A
soit régulier, il faut et il suffit que son radical compressif T
soit réduit ¥ zéro (c'est-2-dire qu'il soit sans éléments nil-
potents différents de zéro).
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La condition est nécessaire. D'apr®s la proposition 3
le radical compressif T de A est formé de 1'ensemble des
éléments nilpotents de A. 1l est donc, d'apres le corollaire
3 de la proposition 3, contenu dans le radical de Jacobson J
de A. A étant régulier, son radical de Jacobson se réduit
B zéro. D'olu la conclusion, puisque T J. La condition est
suffisante. Soit a € A. D'apres la pro_};osition 6, a estun
élément D-régulier. Il existe donc un élément x € A tel que
I"on ait a =ax. De plus, puisque A est d-bipotent ¥ droite,
il exist y € A tel que 1'on ait a =ax = ya2 =(ya)a. D'aprts
[2], on doit avoir a =aya. Par conséquent, A est un anneau

régulier.

Un anneau A tel que pour tout a ¢ A, il existe x¢ A

2

vérifiant 1' égalité a = alx est un anneau bipotent % droite [1].

THEOREME 2. Sile radical de Jacobson J d'un anneau
d-bipotent & droite A se réduit® zéro, alors A est bipotent
% droite.

D'apres le corollaire 3 de la proposition 3, A est sans
éléments nilpotents différents de zéro. D'apres le théortme 1,
A est alors un anneau régulier. Il existe alors y ¢ A, tel que
I'on ait a =aya. D'apr®s (2), on doit avoir a = azy. I1 s'en
suit alors immédiatement que A est bipotent ¥ dreite.

COROLLAIRE. Si J désigne le radical de Jacobson d'un
anneau d-bipotent & droite A, alors l'anneau-quotient A/J est
bipotent % droite.

Si T désigne le radical compressif d'un anneau A, alors
I'anneau-quotient A/T est compressif [1]. Si J désigne le
radical de Jacobson d'un anneau A et si I est un idéal de A
tel que I' anneau-quotient A/l soit sans radical de Jacobson

alors Jg_ I[3].

PROPOSITION 7. Dans un anneau d-bipotent 2 droite A
le radical de Jacobson J de A coincide avec son radical
compressif T (c'est-a-dire avec I'ensemble des éléments
nilpotents de A).

D'apr®s le corollaire 3 de la proposition 3, TC J.

Montrons que Jg T. Considérons I’ anneau—quotient—.A/T.
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C'est un anneau compressif, donc un anneau sans éléments
nilpotent différents de zéro. Puisque A/T est un anneau
d-bipotent & droite, il est, d'aprts le théortme 1, un anneau
régulier, donc un anneau sans radical de Jacobson. 1II s'en
suit alors immédiatement que JC T. Par conséquent J =T.

A la suite de cette proposition, remarquons que le radical
de Jacobson J d'un anneau d-bipotent % droite A est un idéal

nilpotent.

3. Structure des anneaux d-bipotents % droite.

THEOREME 3. Si J désigne le radical de Jacobson d'un
anneau d-bipotent % droite A et si J est distinct de A, alors
J est contenu dans un idéal bilattre de la forme?! A(1-e) ou e
est un élément idempotent différent de zéro appartenant® A.

D'apr®s la remarque qui suit la proposition 7, J est un
nil idéal. Par conséquent, A est un anneau SBI[3]. D'apr®s
la proposition 7 et le thég_réme 1, 1'anneau-quotient A=A/J

est un anneau régulier. A est différent de zéro, puisque J

est distinct de A. Soit ae¢A, a# 0. A _étant un anneau
régulier, il existe xe€ A tel que l'on ait a =a xa. L'élément
UW=ax estalors un élément idempotent différent de zéro
appartenant a A. Puisque A est un anneau SBI, il existe

e € A tel que elze et e=u. Evidemment, 1' élément e est
différent de zéro. Considérons maintenant la décomposition
suivante de A [3]: A =Ae ® A(l-e). D'apres la proposition 4
les idéaux 3 gauche Ae et A(1-e) sont bilatéres. Soit aeJ
(a est un élément nilpotent). A étant un anneau d-bipotent 2

droite, il existe x € A tel que l'on ait ae = xa2. On a alors
ae = aee = (xaz)e = (xa)(ae) = (xa)(xaz) =x(axa)a =0, puisque
ara =0 pour tout r & A. Par conséquent, ae€ A (1-e). Il s'en

suit alors immeédiatement que J est contenu dans 1'idéal
bilattre A(l-e).

Tout anneau bipotent & droite A sous-directement
irréductible est, soit un anneau de carré nul, soit un corps,

2) Si a estun élément fixé d'un anneau A, ou désigne d'apres
Jacobson [3] (meme si A ne contient pas d' élément unité) par
A (1-a) I'idéal 2 gauche {x - xa | x< A}
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soit un pseudo-corps % droite [1]. Un pseudo-corps ¥ droite
contient des éléments nilpotents différents de zéro.

PROPOSITION 8. Tout anneau d-bipotent % droite A
sous-directement irréductible est, soit un anneau de carré nul,
soit un corps.

Soit J le radical de Jacobson de A. Deux cas peuvent
se présenter.

(1) J=A.
(2) J est distinct de A.

Si J=A, alors, d'apr®s la proposition 7 et le corollaire 1

de la proposition 3, A est un anneau de carré nul. Supposons
donc que J est distinct de A. D'apres le théortme 3, il
existe un élément idempotent e différent de zéro appartenant

% A tel que I'on ait A =zAe @ A(1-e), JC A (1-e) et olu les
idéaux ™ gauche Ae et A(l-e) sont bilattres. On a évidem-
ment e € Ae. On doit donc avoir A(1-e) =0, puisque A est
sous-directement irréductible. Il s'en suit que J =0. D'apr®s
le théortme 2, A est alors un anneau bipotent a droite. Par
conséquent, A étant sous-directement irréductible, il est,

soit un corps, soit un pseudo-corps u droite. Mais J =0
entraine, d'apres la proposition 7, que A est sans éléments
nilpotents différents de zéro. Donc A est un corps, puisqu'un
pseudo-corps 2 droite contient des éléments nilpotents
différents de zéro.

s N
THEOREME 4. Tout anneau d-bipotent droite A est
isomorphe ¥ une somme sous-directe d'anneaux appartenant
2 1'une des catégories suivantes: anneaux de carré nul, corps.

En effet, tout anneau d-bipotent 3 droite est isomorphe
% une somme sous-directe d'anneaux sous-directement
irréductibles et d-bipotents & droite. Le résultat découle alors
immédiatement de la proposition 8.
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