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Dans un mémoire paru en I960 [ l ] , G. Thierr in a étudié 
la s t ructure d 'une classe d 'anneaux, celle des anneaux bipotent s 
*à droite. Ce t ravai l fait suite à ce mémoire et a pour objet 
d' étudier, dans un première part ie , la s tructure d 'une c lasse 
par t icul ière d' anneaux bipotents *k droite, celle des anneaux 
complètement bipotents "a droite. Dans une deuxième part ie , 
nous nous proposons d' étudier la s tructure df une autre c lasse 
dr anneaux, celle des anneaux d-bipotents à droi te . 

I. PREMIERE PARTIE 

1. Anneaux complètement bipotents ^ droite. D ' a p r è s 
(1), un anneau A est dit bipotent à droite si 1' on a a 

2 1) 
A = a A, pour tout a e A. Soient K un corps quelconque 
et (K,K) l ' ensemble des couples (a,b) d ' é léments de K. 
On définit dans (K,K) une addition et une multiplication de la 
manière suivante: 

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) 

(a, b) (c, d) = (a c, a d ) . 

Vis -^-v is de ces deux opérations, 1' ensemble (K, K) est un 
anneau bipotent "a droite, qui est appelé le pseudo-ca r ré à 
droite du corps K. Tout anneau isomorphe au pseudo-car ré 
à droite d' un corps est dit un pseudo-corps à droi te . Tout 
anneau bipotent \ droite est isomorphe ^ une somme sous-

1) Nous appelons corps tout anneau tel que l ' ensemble des 
éléments non nuls forme un groupe pour la multiplication. 
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d i r e c t e d ' a n n e a u x a p p a r t e n a n t e l ' u n e des c a t é g o r i e s s u i v a n t e s : 
anneaux de c a r r é nul , c o r p s , p s e u d o - c o r p s à d r o i t e . 

Un anneau A e s t dit c o m p l è t e m e n t b ipo ten t *k d r o i t e si 
tous s e s s o u s - a n n e a u x sont des a n n e a u x b ipo t en t s ^ d r o i t e . 

R e m a r q u o n s que l e s c o r p s f inis sont de s e x e m p l e s 
d' anneaux c o m p l è t e m e n t b ipo ten t s à d r o i t e . R e m a r q u o n s , 
de p l u s , que le c o r p s des n o m b r e s r a t i o n n e l s n' e s t pas un 
c o r p s c o m p l è t e m e n t b i p o t e n t ^ d ro i t e pu i sque le s o u s - a n n e a u 
des e n t i e r s n ' e s t pas un anneau b ipo ten t CL d r o i t e . 

Ce t te défini t ion étant p o s é e , on vé r i f i e f a c i l e m e n t l e s 
deux p r o p o s i t i o n s s u i v a n t e s : 

PROPOSITION 1. P o u r qu1 un c o r p s K soit c o m p l è t e m e n t 
b ipotent %, d r o i t e , il faut et il suffit que tout s o u s - a n n e a u A ^ 0 
de K soi t un c o r p s . 

R e m a r q u o n s , ^ la sui te de ce t t e p r o p o s i t i o n , qu ! un c o r p s 
c o m p l è t e m e n t b ipoten t CL d r o i t e K e s t de c a r a c t é r i s t i q u e finie 
p , p étant un n o m b r e p r e m i e r . 

PROPOSITION 2. Tout i m a g e h o m o m o r p h e B d' un 
anneau c o m p l è t e m e n t b ipoten t \ d r o i t e A e s t un anneau 
c o m p l è t e m e n t b ipo ten t à d r o i t e . 

2. S t r u c t u r e des a n n e a u x c o m p l è t e m e n t b i p o t e n t s à d r o i t e . 
Un anneau c o m p l è t e m e n t b ipo ten t "a d r o i t e e s t é v i d e m m e n t 
b ipotent ci d r o i t e . Il e s t donc i s o m o r p h e "a une s o m m e s o u s -
d i r e c t e d' anneaux qui sont, soi t des anneaux de c a r r é nul , 
soit des c o r p s , soit des p s e u d o - c o r p s "a d r o i t e . 

Un é l é m e n t a d' un anneau A e s t dit d' o r d r e fini pour la 
m u l t i p l i c a t i o n si le d e m i - g r o u p e cyc l ique e n g e n d r é pa r a e s t 
fini, P o u r un anneau A, l e s p r o p r i é t é s su ivan t e s sont 
équ iva len te s [2]: 

(1) P o u r tout a ^ A il e x i s t e un e n t i e r n > 1 , dépendan t 
de a, t e l que a n = a. 

(2) Tout é l é m e n t de A e s t d' o r d r e fini pour la m u l t i p l i 
ca t ion et A ne cont ien t p a s d' é l é m e n t s n i l po t en t s d i f f é r en t s de 
z é r o . 

374 
https://doi.org/10.4153/CMB-1963-032-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-1963-032-7


On sai t que tout anneau ayant le p r o p r i é t é (1) e s t c o m -
muta t i f [3] . 

PROPOSITION 3. Tous les é l é m e n t s df un c o r p s 
c o m p l è t e m e n t b ipo ten t \ d ro i t e K sont d' o r d r e fini pour la 
m u l t i p l i c a t i o n . Un c o r p s c o m p l è t e m e n t b ipo ten t^ . d ro i t e e s t 
donc commuta t i f . 

K étant un c o r p s de c a r a c t é r i s t i q u e f inie , son c o r p s 
p r e m i e r P e s t fini. Soit a S K, a 4- 0. C o n s i d é r o n s lf anneau 
A(a) e n g e n d r é pa r a. A(a) e s t un c o r p s , d ' a p r è s la 
p r o p o s i t i o n 1. P u i s q u e 1' é l é m e n t uni té 1 de K a p p a r t i e n t "a 
A(a) il e x i s t e une r e p r é s e n t a t i o n de la fo rme 

, k , o , m , 
I = I a l a "ta î . . . (avec un n o m b r e fini de t e r m e s . 
k, i , m , . . . , é tant des e n t i e r s pos i t i f s ) . Il s ' en suit que 

, k + 1 , £ + 1 , m+1 , _ k+1 . 4 + 1 - m+1 _ 
a = I a l a T a î . . . e t a + a + a + a + . . . = 
P a r conséquen t , a e st un é l é m e n t a l g é b r i q u e sur son c o r p s 
p r e m i e r P . A(a) e s t donc une ex t ens ion a l g é b r i q u e s imple 
de P et pa r sui te A(a) e s t un c o r p s fini. P a r c o n s é q u e n t , 
lf é l é m e n t a e s t d' o r d r e fini pour la mu l t i p l i c a t i on . Il e x i s t e 
î . n . n+1 

donc un e n t i e r n > 1 t e l que V on ai t a - 1. D' ou a = a. 
II s ' e n suit a l o r s i m m é d i a t e m e n t que K e s t commuta t i f . 

T H E O R E M E 1. P o u r qu' un anneau c o m p l è t e m e n t b ipotent 
a d ro i t e A soit commuta t i f il faut e t il suffit que tout image 
h o m o m o r p h e de A ne soi t pas un p s e u d o - c o r p s \ d r o i t e . 

La condi t ion e s t év idemment- néce s s a i r , p u i s q u ' u n p s e u d o 
c o r p s \ d r o i t e n ' e s t j a m a i s commuta t i f . La condi t ion est-
suf f i sante . En effet, A étant un anneau b i p o t e n t ^ d r o i t e , 
il e s t a l o r s i s o m o r p h e ^ une s o m m e s o u s - d i r e c t e d ' a n n e a u x 
qui sont , soi t des anneaux de c a r r é nul , soi t des c o r p s . L e s 
c o r p s a p p a r a i s s a n t dans la r e p r é s e n t a t i o n sont , d ' a p r è s la 
p r o p o s i t i o n 2, c o m p l è t e m e n t b ipo ten t s "a d r o i t e . I ls sont a l o r s 
c o m m u t a t i f s , d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 3. Le r é s u l t a t e s t a l o r s 
i m m é d i a t . 

D ' a p r è s [4] , si E et K dés ignen t deux c o r p s c o m m u t a t i f s 
t e l s que K C E , pour que E soit a l g é b r i q u e sur K, il faut et 
i l suffit que tout anneau A t e l que K C A C E soit un c o r p s . 
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Un anneau A est dit primitif [5], s1 il existe dans A un 
idéal *à droite modulaire maximal D tel que D. • A = 0, D. * A 
désignant l1 ensemble des éléments x de A tels que ax e D 
pour tout a e A. Pour qu! un anneau A soit un corps , il faut 
et il suffit qu! il soit primitif et bipotent ^ droite [ l ] . 

THEOREME 2. Un anneau A est un corps dont tous les 
éléments sont d' ordre fini pour la multiplication si et seulement 
si A est primitif et complètement bipotent a droite. 

La condition est nécessa i re A étant un corps , il est 
évidemment primitif. D ' au t r e part A est un corps commutatif 
et A est algébrique sur son corps p remier P; Tout sous-
anneau 4 0 de A contient P. Donc, tout sous-anneau 1 0 de 
A est un corps . Il suit a lors de la proposition 1 que A est 
complètement bipotent \ droite. La condition est suffisante. 
A étant primitif et bipotent \ droite, il est un corps . C est 
donc un corps complètement bipotent a droite. La conclusion 
découle a lo rs immédiatement de la proposition 3. 

II. DEUXIÈME PARTIE 

1. Anneaux d-bipotents ^ droi te . Un anneau A est dit 
2 

d-bipotent a droite, si l1 on a aA = Aa pour tout a £ A. On 
voir facilement qu 'un anneau A est d-bipotent a droi te , si et 
seulement si pour tout couple d' éléments a, b £ A il existe 

2 2 
x, y 3 A te ls que 1' on ait ab = xa et ay = ba . 

Voici quelques exemples d' anneaux d-bipotents à droi te . 

1) 
(1) Les corps et les sommes d i rec tes de corps . 

(2) Les anneaux de c a r r é nul. 

(3) Tout anneau A vérifiant les relat ions suivantes: 
2 

aA = Aa et aA C Aa pour tout a ç A. 

1) Nous appelons corps tout anneau tel que 1' ensemble des 
éléments non nuls forme un groupe pour la multiplication. 

376 

https://doi.org/10.4153/CMB-1963-032-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-1963-032-7


Remarquons que si A est un anneau d-bipotent à droite, 

on a (1. 1) Aa =a A pour tout a € A et tout entier positif 

pair. Et (1. 2) Aa = a Aa pour tout a e A et tout 
entier positif impair plus grand que un. 

PROPOSITION 1. Dans un anneau d-bipotent à droite A, 
tout idéal premier P est complètement premier [6]. 

Il suffit de mont rer que P est un idéal complètement semi-
2 

premier [6]. Supposons que a ç P. P étant un idéal ou doit 
2 2 

avoir Aa C P- Mais aA = Aa . On a donc aA C P et 
aAa C P- Mais P étant un idéal premier on doit avoir a € P. 
Par conséquent, P est un idéal complètement semi -p remie r , 
il est donc compfetement premier . 

Rappelons que le radical de McCoy df un idéal quelconque 
dT un anneau A est lf intersection de tous les idéaux p remie r s 
minimaux a ppar te ne nt *k cet idéal. A la suite de cette proposition, 
remarquons que dans un anneau, d-bipotent ci droite A le radical 
de McCoy d 'un idéal quelconque est identique *à son radical 
compressif [6]. 

PROPOSITION 2. Pour qu'un anneau d-bipotent à droite 
A (non réduite , zéro) soit un corps , il faut et il suffit que 
lf idéal (0) soit p remier . 

L>a condition est évidemment nécessa i re . Elle est 
suffisante. L ! idéal (0) étant p remier , il est , d1 après la 
proposition 1, complètement premier . A est donc un anneau 
sans diviseur de zéro. Soit a un élément quelconque non nul 

2 2 
de A. Il existe x ? A tel que 1' on ait a = xa . A étant 
sans diviseur de zéro , on doit avoir a =xa. D' oti xa = x a 

2 
et x = x . Comme A est sans diviseur de zéro, x est 
élément unité de A. Df autre part soit a s A, a 4 0, il 

2 
existe y « A tel que 1' on ait a = ax = ya . D' oti a = (ya) a 
et x = ya. Il s ' en suit a lors immédiatement que A est un 
corps . 

On démontre a lors facilement les deux coro l la i res suivants: 
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C O R O L L A I R E 1. P o u r q u ' u n anneau A so i t ' un c o r p s , 
il faut et il suffit q u ' i l soi t p r i m i t i f [3] et d -b ipo t en t \ d r o i t e . 

C O R O L L A I R E 2. Si J dé s igne le r a d i c a l de J a c o b s o n 
[3] d ' u n anneau d - b i p o t e n t ^ d r o i t e A et s i J e s t d i s t i n c t de 
A, l ' a n n e a u - q u o t i e n t A / J e s t i s o m o r p h e à une s o m m e s o u s -
d i r e c t e de c o r p s . 

Si a e s t un é l é m e n t n i lpo ten t d ' u n anneau d - b i p o t e n t ^ 
2 3 

d r o i t e A, il sui t de ( 1 . 1) et ( 1 . 2) que a = 0 ou a = 0 . 
De p l u s , s i a e s t un é l é m e n t n i lpo ten t de A, la r e l a t i o n 

3 
Aa = a A a e n t r a î n e a r a = 0 pour tout r ç A. 

PROPOSITION 3. L ' e n s e m b l e N d e s é l é m e n t s n i l p o t e n t s 
d ' u n a n n e a u d -b ipo ten t *k d r o i t e A e st un idéa l et N"3 = 0 . De 
p l u s , ce t e n s e m b l e e s t iden t ique au r a d i c a l c o m p r e s s i f , donc 
au r a d i c a l de McCoy [6] de 1' anneau A (N e s t donc un idéa l 
c o m p r e s s i f ) . 

M o n t r o n s , en p r e m i e r l i eu , que N e s t un i déa l c o m p r e s s i f . 
En effet, tou t é l é m e n t du r a d i c a l de McCoy é tant n i lpo ten t e t 
tout é l é m e n t n i lpo ten t a p p a r t e n a n t au r a d i c a l c o m p r e s s i f de A, 
c e t t e p r e m i è r e p a r t i e de la d é m o n s t r a t i o n décou le a l o r s de 
I' éga l i t é de c e s deux r a d i c a u x d a n s un a n n e a u d -b ipo t en t ^ 
d r o i t e . M o n t r o n s , en d e r n i e r l i eu , que N = 0. Soient 
a, b , c €, N. Il e x i s t e a l o r s x, y e A t e l s que 1! on a i t 

2 2 2 
ab = xa et ac = y a . D' oh abc = (ab)c = (xa )c = (xa)(ac) = 

2 
(xa)(ya ) = x(aya)a = 0, pu i sque a r a = 0 pour tout r Ç A. 

3 
P a r c o n s é q u e n t , N = 0 . 

On d é m o n t r e a l o r s f a c i l e m e n t l e s t r o i s c o r o l l a i r e s 
s u i v a n t s : 

C O R O L L A I R E 1. Si t o u s l e s é l é m e n t s d' un a n n e a u 
d - b i p o t e n t à d r o i t e A sont n i l p o t e n t s , a l o r s A e s t un anneau 
de c a r r é nul . 

C O R O L L A I R E 2. Un a n n e a u d - b i p o t e n t \ d r o i t e A 
(non r é d u i t à z é r o ) s a n s é l é m e n t s n i l p o t e n t s d i f f é r e n t s de z é r o 
e s t i s o m o r p h e à une s o m m e s o u s - d i r e c t e de c o r p s . 
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COROLLAIRE 3. Si J dés igne le r a d i c a l de J a c o b s o n 
d ' u n anneau d-b ipo ten t à d r o i t e A, a l o r s J cont ien t lr idéa l 
N des é l é m e n t s n i lpo ten t s de A (donc le r a d i c a l c o m p r e s s i f 
T de A). 

PROPOSITION 4. Tous i d é a l e gauche G d ' u n a n n e a u 
d -b ipo ten t *a d ro i t e A e st un idéa l b i l a f e r e . 

En effet, soient a s G, r s A. Il ex i s t e x S A te l que 
2 2 

lf on a i t a r = xa . M a i s xa ç G. P a r conséquen t a r ç G 
et G e s t un idéa l bilat"ere. 

2. C a r a c t é r i s a t i o n d ' u n e c e r t a i n e c l a s s e d ' a n n e a u x 
d - b i p o t e n t s à d r o i t e . On d é m o n t r e f ac i l emen t la p r o p o s i t i o n 
su ivan te : 

P R O P O S I T I O N S . Si A e s t un anneau d -b ipo ten t a d r o i t e 
s a n s é l é m e n t s n i lpo ten t s d i f fé ren t s de z é r o , a l o r s pour tout 
a ç A i l e x i s t e x ç A t e l que lf on a i t 

2 2 2 2 2 
a = xa = a x = a x a x = axa = a x . 

A la sui te de Div insk i posons la déf ini t ion su ivan te : 

Défini t ion. Un é l é m e n t a d ' u n anneau A e s t dit 
D - r é g u l i e r s ' il ex i s t e x, y ç A t e l s que V on a i t a = xa = ay . 

On d é m o n t r e a l o r s f a c i l e m e n t la p r o p o s i t i o n su ivan te : 

PROPOSITION 6. Tout é l émen t a d' un anneau d -b ipo ten t 
a d r o i t e A sans é l é m e n t s n i lpo ten t s d i f fé ren t s de z é r o , e s t 
D- r é g u l i e r . 

Un anneau A e s t dit r é g u l i e r s i pour tout a S A il 
e x i s t e x ç A t e l que I? on a i t a = axa . Le r a d i c a l de J a c o b s o n 
J d ' u n anneau r é g u l i e r A se r é d u i t e z é r o [7] . 

T H E O R E M E 1. P o u r qu1 un anneau d -b ipo ten t a d ro i t e A 
soi t r é g u l i e r , il faut et i l suffit que son r a d i c a l c o m p r e s s i f T 
soit r é d u i t e z é r o (c1 e s t - à - d i r e qu' i l soit s ans é l é m e n t s n i l 
po ten t s d i f fé ren t s de z é r o ) . 
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La condi t ion e s t n é c e s s a i r e . D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 3 
le r a d i c a l c o m p r e s s i f T de A e s t f o r m é de l1 e n s e m b l e des 
é l é m e n t s n i lpo ten t s de A. Il e s t donc , d ' a p r è s le c o r o l l a i r e 
3 de la p r o p o s i t i o n 3, contenu dans le r a d i c a l de J a c o b s o n J 
de A. A étant r é g u l i e r , son r a d i c a l de J a c o b s o n se r é d u i t 
'a z é r o . D' oh la c o n c l u s i o n , pu i sque T C J- La condi t ion e s t 
suf f i sante . Soit a e A. D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 6, a e s t un 
é l é m e n t D - r é g u l i e r . Il e x i s t e donc un é l é m e n t x ç A t e l que 
1' on ai t a = a x . De p l u s , pu i sque A e s t d - b i p o t e n t ^ . d r o i t e , 
il e x i s t y e, A te l que 1' on ai t a - ax - ya^ - (ya)a. D' apr*e s 
[2] , on doit avo i r a = aya . P a r c o n s é q u e n t , A e st un anneau 
r é g u l i e r . 

Un anneau A t e l que pour tout a e A, il e x i s t e x ç A 
vé r i f i an t 1' éga l i t é a = a x e s t un anneau b ipo ten t et d r o i t e [ l ] . 

T H E O R E M E 2. Si le r a d i c a l de J a c o b s o n J d' un anneau 
d -b ipo ten t "a d ro i t e A se r é d u i t e z é r o , a l o r s A e s t b ipoten t 
"a d r o i t e . 

D'apr*es le c o r o l l a i r e 3 de la p r o p o s i t i o n 3, A e s t s ans 
é l é m e n t s n i lpo ten t s d i f f é r en t s de z é r o . D ' a p r è s le t h é o r è m e 1, 
A e s t a l o r s un anneau r é g u l i e r . Il e x i s t e a l o r s y ç A, t e l que 
V on a i t a = aya . D' a p r ^ s (2), on doit avo i r a = a^y. Il s ! en 
suit a l o r s i m m é d i a t e m e n t que A e s t b ipo ten t a d r o i t e . 

COROLLAIRE. Si J dé s igne le r a d i c a l de J a c o b s o n d' un 
anneau d -b ipo ten t ïi d r o i t e A, a l o r s IT a n n e a u - q u o t i e n t A / J e s t 
b ipotent a d r o i t e . 

Si T d é s i g n e le r a d i c a l c o m p r e s s i f d' un anneau A, a l o r s 
1' a n n e a u - q u o t i e n t A / T e s t c o m p r e s s i f [ l ] . Si J d é s i g n e le 
r a d i c a l de J a c o b s o n d ' u n anneau A et si I e s t un idéa l de A 
t e l que 1' a n n e a u - q u o t i e n t A / I soi t s a n s r a d i c a l de J a c o b s o n 
a l o r s J Ç I [3]. 

PROPOSITION 7. Dans un anneau d -b ipo t en t "a d r o i t e A 
le r a d i c a l de J a c o b s o n J de A co ïnc ide avec son r a d i c a l 
c o m p r e s s i f T (c ' e s t - a - d i r e avec l1 e n s e m b l e d e s é l é m e n t s 
n i l p o t e n t s de A). 

D ' a p r è s le c o r o l l a i r e 3 de la p r o p o s i t i o n 3, î C J. 
M o n t r o n s que J C T. C o n s i d é r o n s 1 ' a n n e a u - q u o t i e n t A / T . 
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C es t un anneau c o m p r e s s i f , donc un anneau sans é l é m e n t s 
n i lpo ten t d i f fé ren ts de z é r o . Pu i sque A / T e s t un anneau 
d -b ipo ten t *k d r o i t e , il e s t , d ' a p r è s le t h é o r è m e 1, un anneau 
r é g u l i e r , donc un anneau sans r a d i c a l de J a c o b s o n . Il s1 en 
suit a l o r s i m m é d i a t e m e n t que J C T. P a r conséquen t J = T. 

A la sui te de ce t te p ropos i t i on , r e m a r q u o n s que le r a d i c a l 
de J a c o b s o n J d' un anneau d-b ipo ten t à d ro i t e A e s t un idéa l 
n i lpo ten t . 

3. S t r u c t u r e des anneaux d -b ipo t en t s L̂ d r o i t e . 

T H E O R E M E 3. Si J dés igne le r a d i c a l de J a c o b s o n dT un 
anneau d - b i p o t e n t ^ d ro i t e A et si J e s t d i s t inc t de A, a l o r s 
J e s t contenu dans un idéa l b i l a t e r e de la f o r m e ' A ( l - e ) dti e 
e s t un é l é m e n t idempoten t d i f férent de z é r o a p p a r t e n a n t e A. 

D ' a p r è s la r e m a r q u e qui suit la p ropos i t i on 7, J e s t un 
ni l idéa l . P a r conséquen t , A e s t un anneau SBI [3]. D ' a p r è s 
la p r o p o s i t i o n 7 et le t h é o r è m e 1, l ' a n n e a u - q u o t i e n t A = A / J 
e s t un anneau r é g u l i e r . A e s t d i f férent de z é r o , pu i sque J 
e s t d i s t inc t de A. Soit a e A, a i 0. A étant un anneau 
r é g u l i e r , il ex i s t e x e A t e l que 1' on a i t a = a x a. L,' é l é m e n t 
u = a x e s t a l o r s un é l émen t idempoten t d i f férent de z é r o 
a p p a r t e n a n t a A. P u i s q u e A e s t un anneau SBI, il e x i s t e 
e e A t e l que e = e et e = u. E v i d e m m e n t , lf é l émen t e e s t 
d i f férent de z é r o . C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t la d é c o m p o s i t i o n 
su ivante de A [3]: A = Ae © A ( l - e ) . D ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 4 
l e s idéaux \ gauche Ae et A ( l - e ) sont b i l a t e r e s . Soit a € J 
(a e s t un é l é m e n t n i lpo ten t ) . A étant un anneau d-b ipo ten t \ 
d r o i t e , il e x i s t e x c A t e l que 1! on ai t ae = xa^ . On a a l o r s 
ae = aee = (xa^)e = (xa)(ae) = (xa)(xa^) = x(axa)a = 0, pu isque 
a r a = 0 pour tout r s A. P a r conséquen t , a ç A ( 1 - e ) . Il s' en 
suit a l o r s i m m é d i a t e m e n t que J e s t contenu dans 1' idéa l 
b i l a t e r e A ( l - e ) . 

Tout anneau bipotent \ d ro i t e A s o u s - d i r e c t e m e n t 
i r r é d u c t i b l e e s t , soi t un anneau de c a r r é nul , soi t un c o r p s , 

2) Si a e s t un é l émen t fixé d ' u n anneau A, ou dés igne d ' a p r è s 
J a c o b s o n [3] ( m ê m e si A ne cont ien t pa s d' é l é m e n t uni té) pa r 
A (1-a ) l1 i d é a l \ gauche {x - xa | x ^ A}. 
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soi t un p s e u d o - c o r p s *à d r o i t e [ l ] . Un p s e u d o - c o r p s CL d r o i t e 
con t ien t d e s é l é m e n t s n i l po t en t s d i f f é ren t s de z é r o . 

PROPOSITION 8. Tout anneau d -b ipo ten t *a d ro i t e A 
s o u s - d i r e c t e m e n t i r r é d u c t i b l e e s t , soi t un anneau de c a r r é nul , 
soi t un c o r p s . 

Soit J le r a d i c a l de J a c o b s o n de A. Deux c a s peuvent 
se p r é s e n t e r . 

(1) J = A . 

(2) J e s t d i s t i nc t de A. 

Si J = A , a l o r s , d ' a p r è s la p r o p o s i t i o n 7 et le c o r o l l a i r e 1 
de la p r o p o s i t i o n 3, A e s t un anneau de c a r r é nul . Supposons 
donc que J e s t d i s t i nc t de A. D ' a p r è s le t h é o r è m e 3, il 
e x i s t e un é l é m e n t i d e m p o t e n t e d i f férent de z é r o a p p a r t e n a n t 
"a A te l que 1' on ai t A = A e © A ( l - e ) , J"C A (1-e ) et oti l e s 
i d é a u x ^ gauche Ae et A ( l - e ) sont b i l a t ^ r e s . On a é v i d e m 
m e n t e £ Ae . On doit donc a v o i r A ( l - e ) = 0, pu i sque A e s t 
s o u s - d i r e c t e m e n t i r r é d u c t i b l e . Il s ' e n sui t que J = 0. D' a p r ^ s 
le t h é o r è m e 2, A e s t a l o r s un anneau b ipo ten t *a d r o i t e . P a r 
c o n s é q u e n t , A étant s o u s - d i r e c t e m e n t i r r é d u c t i b l e , i l e s t , 
soi t un c o r p s , soi t un p s e u d o - c o r p s et d r o i t e . M a i s J = 0 
e n t r a i n e , d! apr*es la p r o p o s i t i o n 7, que A e s t s a n s é l é m e n t s 
n i lpo ten t s d i f f é r en t s de z é r o . Donc A e s t un c o r p s , p u i s q u ' u n 
p s e u d o - c o r p s e d r o i t e con t ien t d e s é l é m e n t s n i l p o t e n t s 
d i f f é r en t s de z é r o . 

T H E O R E M E 4. Tout a n n e a u d -b ipo t en t "a d r o i t e A e s t 
i s o m o r p h e ci une s o m m e s o u s - d i r e c t e d ' a n n e a u x a p p a r t e n a n t 
à l ' u n e des c a t é g o r i e s s u i v a n t e s : a n n e a u x de c a r r é nul , c o r p s . 

En effet, tout a n n e a u d -b ipo ten t "a d r o i t e e s t i s o m o r p h e 
^ une s o m m e s o u s - d i r e c t e d ' a n n e a u x s o u s - d i r e c t e m e n t 
i r r é d u c t i b l e s e t d - b i p o t e n t s à d r o i t e . Le r é s u l t a t décou le a l o r s 
i m m é d i a t e m e n t de la p r o p o s i t i o n 8. 
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