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/V-ALGÈBRES ET 7//*-ALGÈBRES 

ALI BENSEBAH 

RÉSUMÉ. In the present article we generalize Theorem 2.3 of [6] in the case of JV-
algebras without a unit element and we obtain as a consequence that the multiplicativity 
of the involution ((xy)* = y*x*) in the definition of a JH*-algebra is redundant (see 
[3]). We end this paper with a theorem on unital JH*-algebra which is a nonassociative 
extension of the main result in [4]. 

Introduction. En se servant des techniques utilisées dans [6], on démontre que 
l'involution, d'une /V-algèbre sans élément unité, est multiplicative (théorème 2); en
suite on démontre qu'une JH*-algèbre est une /V-algèbre (théorème 3). La conséquence 
immédiate qui découle de ces deux résultats est que l'involution d'une JH*-algèbre est 
toujours multiplicative, par conséquent les deux théorèmes de structure pour une JH*-
algèbre (voir [3]) restent vrais en ôtant l'hypothèse de multiplicativité de l'involution. Si 
la JH* -algèbre possédait un élément unité de norme 1, alors la conséquence précédente 
pourrait s'obtenir directement en utilisant le théorème principal de [7]; de plus, on dé
montre que dans cette circonstance la JH*-algèbre est de dimension finie. Ce dernier 
résultat est une extension du théorème principal de [4] au cas non-associatif. 

Notations et définitions. Une DC-algèbre A est une OC -algèbre (qui n'est pas 
nécessairement associative) sur le corps DC = R (ou C ). 

Une DC -algèbre normée A est une algèbre dans laquelle est définie une norme satis
faisant à \\ab\\ < \\a\\ \\b\\, Va,b€A. 

On désignera par A' le dual de A et par S(A) la sphère unité de A, c'est-à-dire 

S ( A ) = { * G A : ||*|| = 1}. 

Pour x dans 5(A), on définit l'ensemble suivant 

D(A,x) = {fGA':f(x)=l = 11/11}, 

le théorème de Hahn-Banach nous garantit que D(A, x) est non vide pour tout x dans S(A). 
Pour tout a G A et x E S(A), on définit l'ensemble suivant 

V(A,a9x) = {f(ax):feD(A,x)}. 

Le domaine numérique de a G A est défini par 

V(A,a) = u{{V(A,a,x)} :xeS(A)}. 
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448 ALI BENSEBAH 

Soit X un DC -espace vectoriel norme, on notera par TT le sous-ensemble du produit 
cartésien X x X' défini par 

7T - {(*,/) : x G S(X),fe S(x\f(x) = 1} 

Le domaine numérique spatial W(T) d'un élément T G BL(X) (où BL(X) est l'algèbre 
associative des opérateurs linéaires bornés sur X munie de la norme sup) est défini par 

W{T)={f(Tx):(x,/)€*}. 

Notons que si D(X,x) = {/ G X' : \\f\\ = /(*) = 1}, alors 

N W = U {{f(Tx) :f G D(X,*)}, x G 5(X)}. 

Dans la suite on utilisera le résultat suivant. 

PROPOSITION 1. Pour chaque T dans BL(X) on a que 

côW(T) = V[BL(X), T] 

où œW(T) désigne l'enveloppe convexe fermée de W(T). 

PREUVE. Voir théorème 4 p. 84 de [2]. • 

PROPOSITION 2. Soit a un élément d'une K -algèbre normée A, alors 
i) V(A9a)C V[BL(A),Lal 

ii) c6V(A,a) = V[BL{A\La\ 

où La est l'opérateur de multiplication à gauche dans A défini par 

b i—• La(b) = ab. 

PREUVE, i) Soit À G V(A, a) alors il existe y dans S(A) et il existe g dans D(A, y) tels 
que 

A = g{ay). 

Soit F l'application de BL(A) dans K définie par T >—• F(T) = g(Ty), alors 

F(D = g(y) = 1, et \F(T)\ = \g(Ty)\ < \\Ty\\ < \\T\\ \\y\\ = \\T\\, 

ce qui montre que F G D[BL(A),I], où / est l'élément unité de BL(A), et À = g(ay) = 
g(La(yj) = F(La) G V[BL(A),La,r] = V[BL(A),La]. Cette dernière égalité provient du 
lemme 2 p. 15 de [2]. 

ii) D'après la proposition 1, on a que 

(1) œW(La)=V[BL(A\La] 

W(La) = u{{f(La(x)) :f G D(A,x)} : x G 5(A)} 

= u{{f(ax) :f G D(A,x)} : x G 5(A)} 

= U{V(A,a,jc) :JC G 5(A)} 

= V(A,d) 
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donc, 

(2) W(U)=V(A,a) 

et par conséquent, en vertu de (1) et (2), nous obtenons que 

côV(A9a) = V[BL(A),La]. m 

REMARQUE. Soit A une K -algèbre normée, ne possédant pas un élément unité, il 
existe une construction standard pour obtenir une algèbre Ae qui contient un élément 
unité e. On définit Ae comme étant l'ensemble de toutes les paires (a, a) avec a G IK et 
a G A,Ae = {(a, a) : a G OC, a G A}, dans lequel on définit les opérations suivantes: 

(a,a) + (b,l3) = (a + b,a + /3) 

P(a,a) = (fia,l3a) 

(a, a)(b, 0) = (ab + ab + (3a, a/3 ), 

pour tout a , (3 G IK et a, b G A. 
On vérifie aisément que Ae munie de ces opérations est une algèbre (qui est en plus 

une algèbre de Jordan si A est une algèbre de Jordan) et que l'ensemble 

Ai = {(a,0):aeA}, 

est un idéal dans Ae qui est isomorphe à A et on notera cet isomorphisme par 

T\A —»Ai 

a i—-* ra — (a, 0). 

On définit l'application || . || : Ae —• R 

(a,a)i->| | (û,a) | | = ||a|| + | a | 

qui est une norme sur Ae et Ae munie de cette norme est complète si et seulement si A est 
complète. 

Si A est une C-algèbre de Jordan avec unité e, le spectre d'un élément a de A est 
l'ensemble Sp(A, a) de nombres complexes défini comme suit 

Sp(A, a) = { À G C : (À e — a) n'est pas inversible dans A}. 

Voir [5], ou la preuve de la proposition 4, pour la notion d'inversibilité dans une 
algèbre de Jordan. 

PROPOSITION 3. Soit a un élément d'une C -algèbre normée A, alors 

Sp[BL(A),La] Ç SplBLiAxlLln] C Sp[BL(A,),L^0)], 

où Ll(a0) (resp. L*a0^) est un opérateur sur A\ (resp. sur Ae) défini par 

(b,0)^Ll
(a0)(b,0) - (a,0)(fc,0) = (ûfc,0) 

[resp. {b, a)i—> L\a>0)(fc, a)(a,0)(&, a ) = (aft + aa,0)) . 
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PREUVE, i) Soit A ^ Sp[Z?L(Ai), L\a<d)\ alors il existe T dans BL(A\) tel que 

où I1 est l'élément unité de BL(A\). 

Soit f un opérateur sur A défini par h »—• t(b) — r~lTr(b), où r est une application 
de A dans Ai définie par Z? i—• r (b) = (b, 0). 

Alors, on vérifie aisément que (A/ — La)f — f(XI — La) — I et que f G BL(A), ce 
qui montre que À £• Sp(BL(A),LaY Remarquons que l'inclusion que nous venons de 
montrer est réellement une égalité car r est un isomorphisms 

ii) Soit À §É Sp[#L(A), La], alors il existe T dans BL(Ae) tel que 

(xr-qaja))T=T(xr-qafl)) = i', 

où Ie est l'élément unité de BL(Ae). 
Soit T une application de Ae dans Ai définie par (b, a) H-• T(b, a) = (b, 0), et soit f 

un opérateur dans Ai défini par (Z?,0) H-• f(b,0) = rr(6,0) . Alors on vérifie aisément 
que (A/1 — L^o^f = f(XIl — L(

l
a0)) = 71, et f G #L(Ai). Ainsi donc, nous obtenons 

que A ^Sp(BL(AllL
l
(a0)). m 

PROPOSITION 4. Soit A une C -algèbre de Jordan normée et complète, alors 

Sp(A<?,(a,0)) Ç C Ô V ( A , Û ) U {0}, 

pour tout a dans A. 

PREUVE. D'après la proposition 2, il suffit de montrer que 

Sp(A„(fl,0)) Ç V(BL(A),La) U {0} . 

Soit A G Sp(A*,(a,0)) (avec A ^ 0), c'est-à-dire A(0,1) - (a,0) = (-a, A) n'est 
pas inversible dans Ae, donc il n'existe pas de x dans A tel que les équations suivantes 
soient satisfaites simultanément 

(-a ,A)(*,}) = (0,l) 

(-tf,A)2(x, }) = (-*, A) 

Ce dernier système est équivalent au système suivant 

fax-A*+£û = 0 
V ; \a2x-2\ax+\2x+j;a2-a = 0 

On pose J=(XI- La)BL(A){= {(XI- La)T : r G BL(A)}). 
Supposons que I soit un élément de 7, alors il existe T dans #L(A) tel que 

(\I-La)T = L 
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Ainsi donc, À T(b) — aT(b) = b, pour tout b dans A, en particulier si nous posons 

è = - , n o u s a v o n s A r ( x j - a r ( x j = - ; 

maintenant en multipliant les deux membres de cette dernière équation par a on obtient 

Par conséquent, nous voyons bien que l'élément Tyf) est une solution du système 
d'équations (1), et cela est en contradiction avec le fait que (—a, X ) n'est pas inversible, 
donc /n'est pas un élément de J. 

Par suite on a que J est un idéal à droite distinct de BL(A). Etant donné que BL(A) est 
une algèbre de Banach unitaire, alors 

| | / - r | | > i , WeJ. 

D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe F dans (BL(A)) telle que 

F(I) = 1 = ||F|| et F(T) = 0, V7 G J. 

Donc F G D[BL(A)j) et F(XI - La) = 0(car XI - La e J). Cela nous donne A = 
F(La)EV[BL{A\La]. m 

Définitions. Soit A une C -algèbre normée, on dit qu'un élément h G A est hermitien 
si V(A, h) Ç R, on notera par H(A) l'ensemble de tous les éléments hermitiens de A. 

Une involution * dans un C -espace vectoriel X est une application de X dans X satis
faisant à: (x + y)* = x* + y*, (Xx)* = Xx*,x** = x, pour tout JC, y dans X et pour tout À 
dans C (où À est le nombre complexe conjugué de À ). 

Une C -algèbre munie d'une involution est dite algèbre involutive. 
Une involution * dans une C -algèbre A est dite multiplicative si 

(ab)* = b*a*, pour tout a et b dans A. 

On dit qu'un élément a d'une algèbre involutive est symétrique si a* = a. On 
désignera par Sym(A) l'ensemble de tous les éléments symétriques de A. 

LEMME. Soit A une C -algèbre de Jordan normée et complète. Si a G H(A) et a2 = 
b + ic avec b,c G H(A), alors [L^ Lc] = 0, où [L ,̂, Lc] = Lt,Lc — LcLt,. 

PREUVE. En vertu de la proposition 2 nous avons que h G H(A) si et seulement 
si Lh G / / ( B L ( A ) ) , et en utilisant le lemme 4 (de [2], p. 47) pour l'algèbre de Banach 
unitaire BL(A)y nous obtenons que 

i[Lh, Lk] G H(BL(A)) , pour tout h et k dans H(A). 

Maintenant, le reste de la preuve est la même que celle du lemme 2.2 de [6]. • 
On démontre le théorème suivant (voir le théorème 2.3 de [61) pour les algèbres de 

Jordan sans élément unité. 
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THÉORÈME 1. Soit A une C -algèbre de Jordan normée et complète et soit a G H(A) 
tel que a2 — b + ic avec b,c G H(A), alors a2 G H(A). 

PREUVE. Lai = Lb + iLc, d'après le lemme ci-dessus, nous avons que 

[Lb,Lc] = 0. 

Maintenant en utilisant le théorème 14 de [2] (p. 54) nous obtenons 

V[BL(A), La2 ] - Co Sp[BL(A)k, Lai ]. 

En vertu des résultats suivants: la proposition 3, le théorème 1.2 de [6], le théorème 1.1 
de [6] et la proposition 4, nous avons successivement les inclusions suivantes 

Sp[BL(A\La2] Ç Sp[BL(AelL
e
(a0)2] Ç i[Sp[Ae,(a,0)2] + Sp[A„(a,0)2]] 

= l- [{ Sp[A„ (a, 0)]} 2 + { Sp[A„ (a, 0)]} 2] 

Ç i[{côV(A,a)U {0}} 2 + {côV(A,a)U {0}} 2 ]Ç R \ 

La dernière inclusion s'explique par le fait que a est dans H(A). Ce qui montre que 
V[BL(A), Lai] Ç R, par suite d'après la proposition 2(i), a2 G H(A). m 

DÉFINITION. Une /V-algèbre est une algèbre de Jordan (sans élément unité) normée 
et complète A telle que 

A = H(A) 0 iH(A). 

Remarquons que si A est une JV-algèbre, alors l'application * de A dans A définie par 
(h + ik)* = h — ik (h,k G H(A)) est une involution sur A qu'on appellera involution 
naturelle de A. 

THÉORÈME 2. Si A est une JV-algèbre, alors Vinvolution naturelle de A est multi
plicative. 

PREUVE. D'après le théorème 1 on a que a2 G //(A), pour tout a dans H(A). 
Soient a, b G //(A), 

ab= -{(a + bf-a2-b2} G H(A) 

donc H(A) est une sous-algèbre réelle de A. 
Montrons maintenant que 1'involution naturelle de A est multiplicative. Soient a — 

h\ + ik\ et b = /12 + /&2 G A 

(a£)* = [(/11 + i*i)(/i2 + ik2)T = l(h\h2 - kxk2) + i(hxk2 + k\h2)Y 

— (h\h2 — k\k2) — /(/*i&2 + &1/12) = (^1 — ik\)(h2 — ik2) 

= a*b*. 
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DÉFINITION. 

1) Une JH*-algèbre A est une C -algèbre de Jordan normée et complète qui satisfait 
aux conditions suivantes: 

i) L'espace de Banach A est un espace de Hilbert; 
ii) Pour tout x G A, il existe un élément dans A noté JC* et appelé symétrique 

de JC tel que (xy,z) — {y,x*z) pour tout y, z dans A. 
2) Nous dirons qu'une algèbre A est propre si 

{aeA:ax = 0(VxeA)} = {0}. 

En supposant que l'involution dans une 7//*-algèbre (appelée /"-algèbre dans [3]) 
propre est multiplicative, Devappakkiam a réussi à généraliser les théorèmes de repré
sentations d'Ambrose (voir [1]) du cas d'une algèbre associative au cas d'une algèbre 
de Jordan. Le théorème suivant montre que l'involution dont il est question est toujours 
multiplicative, par conséquent les deux théorèmes de structure pour une JH* -algèbre 
(voir [3]) restent vrais en ôtant l'hypothèse de multiplicativité de l'involution. 

THÉORÈME 3. Toute JH* -algèbre propre A est une JV-algèbre dont I 'involution orig
inale coïncide avec l'involution naturelle de A (et donc l'involution originale est multi
plicative). 

PREUVE. Soit JC G S(A) et soit/ G D(A,x), d'après le théorème de Riesz, on sait 
qu'il existe y G A tel que 

f(z)=(z,y) VzGAet||y|| = \\f\\ (= 1). 

En particulier, 1 =f(x) — (x,y) < \\x\\ \\y\\ = l,d'où (x,y) = \\x\\ ||y||. Donc, jcet 
y sont linéairement dépendants c'est-à-dire il existe a G C tel que y = ax 

1 = (JC, ax) = â||jc||2 = â, d'où y = JC. 

Ce qui montre que D(A,x) se réduit à une seule fonctionnelle, c'est-à-dire 

D(A,x) = { ( . , JC) :A—>C}. 

Soit a un élément quelconque dans A 

V(A,a,x) = {(ax,x)} = {(x,a*x)} = {(a*x,x)} 

= V(A,a*,x) 

Ainsi donc, 
V(A, a, JC) = V(A,a*,x) Va G A et VJC G S(A). 

Montrons maintenant que Sym(A) = H(A). 
Soit a G Sym(A) (i.e. a* = a), alors d'après ce qui précède nous avons que 

V(A, a, JC) Ç R, pour tout JC dans 5(A), 
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par suite V(A,a) = U{ V(A, a,x) : x G S(A)} Ç R, ainsi donc a G //(A). 
Inversement, soit a G //(A), donc a G A = Sym(A) 0 i Sym(A), et par conséquent il 

existe u et v dans Sym(A) tels que a — u + iv. D'après l'inclusion Sym(A) Ç //(A), que 
nous venons de montrer, nous pouvons affirmer que u et v sont dans H(A) et iv — a — u G 
H(A). 

Maintenant en utilisant la proposition 2, nous obtenons 

V[BL(A),LV] = côV(A,v) Ç R, 

V[BL{a), iLy] = cW(A, iv) Ç R. 

D'où il découle que 
V[BL(A),U] Ç R H /R = {0} . 

Par suite, d'après le théorème 1 p. 34 de [2], on a que Lv = 0, et par conséquent v = 0, 
puisque A est propre. Ainsi donc a = u G Sym(A), ce qui montre que 

A = H(A) 0 iH(A). 

Par suite, on a que 1 ' involution originale de A coïncide avec 1 ' involution naturelle de A 
qui est multiplicative (en vertu du théorème 2), ce qui montre que 1'in volution originale 
de A est multiplicative. • 

L. Ingelstam (voir [4]) a démontré qu'une algèbre de Hilbert associative unitaire est 
isomorphe à C. Ce très beau résultat était une conjecture de I. Kaplansky. Par la suite 
M. F. Smiley (voir [8]) a donné une preuve simplifiée de ce théorème. Dans ce qui suit 
nous démontrons une version de ce théorème pour une algèbre de Jordan sans utiliser les 
méthodes employées dans [4] et [8]. 

THÉORÈME 4. Soit A une JH* -algèbre. Si A possède un élément unité e satisfaisant 

IMI = i , 
alors A est isomorphe à C (et donc A est de dimension finie). 

PREUVE. Etant donné que A possède un élément unité alors A est une JH* -algèbre 
propre. Soit a G A et a ^ 0. 

En répétant le raisonnement qui a été développé dans la preuve du théorème 3, nous 
obtenons que 

V(A9a,x) = {(ax,Jt)}, VJC G S(A). 

Maintenant une brève inspection de la preuve du lemme 2 p. 15 de [2], nous révèle 
que l'associativité n'a pas été utilisée, donc 

(1) V(A9a)= V{A,a9e) = {(a,e)}. 

D'après le théorème 1 p. 34 de [2], on a que 

\\La\\ <exp(l)sup{|A| :A G V(BL{A\La)}, 
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par suite, en utilisant la proposition 1.3 de [6], et le fait que ||La|| = ||a||, on obtient 

(2) ||<z|| <exp(l)sup{|A| : A eV(A,a)}. 

En combinant les estimations (1) et (2), on obtient 

(3) \\a\\ <exp(l) |<û,e)| . 

Sachant que Sp(A,a) est non vide, Sp(A,a) C V(A,a) (voir le théorème 1.4 de [6]), 
et V(A, a) est réduit à un singleton, alors 

(4) Sp(A,<i) ={<<!,*)}. 

Ainsi donc, en vertu des assertions (3) et (4) nous avons que 0 0 Sp(A,a), par 
conséquent a est inversible. 

Cela montre que tout élément non nul de A est inversible, alors d'après le résultat de 
[9] nous avons que A est isomorphe à C. • 
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