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Introduction

En continuant 1’étude d’un probléme soulevé dans [3] et plus tard
abordé par un de nous dans [1] et [2], nous avons publié deux ‘“‘abstracts”
(voir [6] et [7]) sur certains calculs propositionnels appellés J,, 1< n <S5,
et leurs relations avec le postulat de la séparation. On développe mainte-
nant les systémes J,, 1<#n <5, et on esquisse la construction des calculs
correspondants de prédicats de premier ordre. Enfin, on démontre la non
trivialité des théories correspondantes des ensembles quand on utilise des
postulats comme ceux de Zermelo-Fraenkel, mais avec le schéma de la
séparation formulé sans les restrictions ad hoc pour éviter les paradoxes.

Notre premiére tentative de construire des théories des ensembles avec
le postulat de la séparation sans les restrictions mentionnées ([3]), fut fait
au moyen de la suppression du théor¢me de la déduction. Mais, jusq’ a
présent, on n’a pas rencontré une démonstration de non trivialité de ces
théories. Toutefois ce fait a conduit & ce travail, au moyen de la suppres-
sion de la régle de modus ponens, mais avec la conservation du théoréme
de la déduction (voir [6] et [7]).

Ainsi, dans l’axiomatisation des systtmes J,, 1<z <5, on procede
comme dans [2], au moyen d’une formalisation du concept de déduction.

Dans [2], on a employé la définition suivante de — -formule:

DeFNITION.  Soit I' une suite finie de formules et A une formule quel-
conque (comme dans Kleene [11], avec des adaptations évidentes); alors,
I' > A est une —-formule. Dans le cas ol I' est vide, § > A est abrégée
par — A.

Received February 27, 1969
*) Travail réalisé avec I’aide partielle de la “Fundagao de Amparo a Pesquisa do Estado
de Sao Paulo (FAPESP)”, Sao Paulo, Brésil.

71

https://doi.org/10.1017/50027763000013532 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000013532

72 AYDA I. ARRUDA ET NEWTON C. A. DA COSTA

La terminologie, les notations, etc. sont transposées des traveaux cités
dans la bibliographie, avec des modifications claires.
Le symbole <— écrit entre deux formules A et B abrége:

A>B et B- A

Le symbole metamathématique de déduction dans nos systémes sera |—.
La suite finie de formules A,, A, - - -, A, sera quelquefois dénotée par

Al/\‘AgA e /\An.

Soient %, 3, ¢+, 3, m>1, m—-formules et ¥ une — -formule telle
que:
(I) 21’ 22’ ) Em]_)z>

on écrira quelquefois (I) de la maniére suivante:

() Zdicoda
(Il va sans dire que la virgule dans (I) ne peut pas étre substituée par A;
dans le cas (II), on n’utilisera jamais des virgules entre les —-formules.)

_On dit qu’une régle « n’est pas valable dans un calcul & si « n’est
pas dérivable dans . Une telle régle est admissible si 'on peut ’ajouter
a & sans modifier ’ensemble de ses théses.

Un calcul &, est plus fort que un calcul &, §’il y a une thése de
&, qui n’est pas démontrable dans &;. '

1. Les calculs propositionnels J,.
Avec la définition précédante de — -formule, les postulats des calculs
Jo 1< n<4, sont ceux qui suivent:

Postulats de J,:
) r'—-A4A ) C,CIr—A

) A4 ) TS A CI>A
4,C,D, '~ A 4—>C C,I'>A
RS W N oN = e 4T~ A
rA—-B A= W)
o,) ToASE D, (ADB) & (AD(BDC)y— ADC
&,) A,B—~>A & B &, A& B—A &;) A& B—B
&,) (ADB)& (ADC)>ADB & C V,) A—->AV B
V) B—>AV B Vi) (ADC) & (BDC)—+AYV BoC
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ryA=~C B=C
T A=A T = T1(A & T14) 1) —AVA

Les postulats de J, sont ceux de J, et encore:

75 —(ADB)D((AD1B)D 1A) T 1A, 1B— 1(AV B)
J: est obtenu en rajoutant a J, les postulats:

1, A, 1B— 1(ADB) Ts) A, 1B— 1(A & B)

7y 14,B— (A & B) T 14, 1B—> 1(A & B)
Les postulats de J, sont ceux de J, et encore:

A—>B — 1B

) S A

TutoriME 1. Dans J, les conditions “pour toute suite finie I' on a I' - F
[>T —>G” et “I'l>F—G” sont équivalentes.

TraEOREME 2. Dans J, on peut démontrer, entre autres, les schémas et les
régles ci-dessous :

I'— A I'>B I' > ADB I' > AD(B>DC) Ir'—A
I'>A&B I'—>A>SC I'—>BDA
I'—>ADB I'—>ADC I' > ADC I'>B>C I'—> A>(B>C)

I'>ADB & C I'—+AVY BOC I'—>(ADB)D>(ADC()
—+ADA —AD(BDA) A;B—)(AD(BDC)):(ADC)
AD(BDC)—(ADB)D(ADC) (ADB) & (BOC)—> ADC
ADB—(BDC)D(ADO) (BoC)—=>(ADB)D(ADC0)

A<—>A —S>A~A A~B<«>B~A A~B, B~C—>A~C
I'—>ADB I'—>ADB I'->B>C

I'=>(B2>C)D(ADC) I'—>ADC

—+A~B . A—B B—=>C

—+B~A A->C -
ADA—BDB A~A<>B~B A,B—~ADB
— AD(BD(ADRB)) - AD(BDA & B) AD(BDC)— BD(ADC)
- AD((ADB)DB) —+A & (ADB)DB A& B~ ADB

—+A & BDA —+A & BDOB A& B»>A~B
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A—->BDA& B -+ (ADB) & (ADC)D(ADB & C) A& A< A

AD(BDC)«> A& BOC AV A< A AV (BYC)«—>(AVB)VC
A~B—>A&C~B&C A~B—>C&A~C&B A~B—+AYC~BVYC
A~B—-»CVA~CYB A~B—-A>DC~BDC A~B—>CDoA~CDB

A& (BVA) < A AV(B & A)<— A AD(ADB)—~>ADB
AY (B&C)<—>(AV B)&(AVC) A&(BY C)<—>(A&B)V (A&C)
A& B<—>B& A AVB<«<>BVA A&(B&C)<«—>(A&B)&C.

COROLLAIRE 1. Les schémas de la forme F—G ou F <—> G du théoreme
précedent entrainent la validité des schémas correspondants — FOG et - F ~ G.

COROLLAIRE 2. Si A et B sont des formules, C, est une jformule construite
a partir de A en utilisant seulement O, &, V, et Cy est une jformule obtenue a
partir de C, par la substituition de quelques occurences de A par B, alors on a:

l'—)ANB—‘)CANCB.

TutortME 3. Dans J, ne sont pas valables, entre autres, les schémas suivants:

A& TA—~ B A&TA— B A, 1T1A—+B

A,1A—~ "B —> A& 1ADB -+ A&1ADTB

A— TTADB A—=>TADTB —((ADB)DA)DA
(ADB)DA—~A TA-+ADB TJA—+ADB

~ TAD(ADB) — TAD(AD1B) —AD(TADB)
—+AD(1ADB) ADB— 1BD 1A =+ (ADB)D(1B2 1A)
ADB, AD1B— A —=(ADB)D((AD1B)D 1A).

Démonstration. Par la matrice M, =<N,I1,D,&,V, 1, A,—>, ou N est
Pensemble des nombres naturels positifs et I est ’ensemble des nombres
impairs. Les symboles v, v, et v,, sont respectivement les abréviations de
valeur, valeur désignée et valeur non désignde. La suite vide sera denotée par

¢ et v(0) =1. Les fonctions D,&,V, 1, A,—> de M, sont définies comme il
suit:

D: v(ADB)=v(B) si a) v(4) =d et v(B) =nd ou
b) v(A) = nd et plus petite que v(B) = nd;

" =1 dans tous les autres cas.
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&: v(A & B) = v,4(v(A), v(B)) quand seulement une des valeurs est non
désignée;
” = Max. (v(4), v(B)) dans tous les autres cas.
V: v(AV B) =v4(v(A), v(B)) quand seulement une des valeurs est désignée;
” = Min. (v(4), v(B)) dans tous les autres cas.
T v(1A) =v(A)+1 si v(A4) =d;
r =v(A)—1 si v(4) = nd.
A: 04, ) = va4(v(d), v(I")) quand seulement une des valeurs est non désig-
née;
r = Max. (v(d4), v(I')) dans tous les autres cas.
= v(I'>A)=v(A) si a) v(l)=d et v(4A) =nd ou
b) (") = nd et plus petite que v(A) = nd;

” =1 dans tous les autres cas.

TuEOREME 4. On démontre dans J,, entre autres, les schémas suivants, au-
dela de ceux du théoréme 2:

ADB—~T1BD1A A~B—"TTA~ B A—T1ADB

A& 1ADB —+A& 14ADB 1T7A—ADB

71(A& 1B)— ADB -+ A& 1B— 1(A&B) - 1A& B> 1(A& B)
- 7TA&T1BD1(A& B) TAVB—ADB > AVYBD1(1A& 1B)
—(ADB)D1(A& 1B) =+ 1(AYB)~ 1A& 1B —> 1AD1(A& 1B)
—(ADB)D1AVB —+A&B~ T7(1AY1B) — 1(A&B)~1AV B
TJA—(ADB)~ A A—>(ADB)~ B B—>(ADB)~ B

I1B— 1AD(ADB) B—>A&B~A B—~AVYB~B
1TB—~+A&B~B TB—>AVYB~A A& (BY1B)«—> A
A—~>AV(B& 1B) A& B& 1B—~B& 1B 1TA& 1B— 1(AVB)
—+AV(B& 1B)~ A —+B& 1BDA&B& 1B —+A&B& 1B~B& 1B
AVYBY 1B<—> BV 1B —((ADB)DA)DA A~B—>C,~C3.

(Dans le dernier schéma, A, B, C,, Cp sont des formules comme dans le théoréme 2,
corollaire 2, mais ici C, peut étre construite avec >, &, \ et 7.)

https://doi.org/10.1017/5S0027763000013532 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000013532

76 AYDA I. ARRUDA ET NEWTON C. A. DA COSTA

TrtOREME 5. Dans J, ne sont pas valables, entre autres, les schémas suivants:

A, TA—B A, 1A= "B A& 1A=~ B

A& 1A~ B ADB, AD1B— 1A (ADB)&(AD1B)—~ 1A
ADB— 1AVB ADB— 1(A& 1B) T(AVB)—~> 1A& 1B
TA— 1(A& 1 B) — 1(A&B& 1B) 1A, B—~ 1(A& B)

A, 1B— 1(A& B) 1B, TA— 1(A& B) A, TB— 1(ADB)

A& (ADB)—~ B.

Démonstration. Par la matrice M,=<N, I, 2, &, V, 1, A, =), ou les
fonctions &, V, A et — sont définies comme dans la matrice M,, du théo-
réme 3, et les autres comme suit:

D: v(ADB) =1 dans tous les cas.
T: wv(1A) =1 si, et seulement si, v(4) =1;
" =}1(A) +1 si v(A) = nd;
r =v(A)—1 si v(A) =d et différente de 1.

THEOREME 6. Si F est une thése du calcul propositionnel classique, alors —F
est une thése du calcul J,.

Démonstration. Analogue a celle du théoréme 10 de Kleene [11], p. 132,
a cause des lemmes:

LemMme 1. Dans les conditions du lemme 13 de Kleene [11], p. 132, on dé-
montre dans J; que @y, Qyy * + +y Qn—>E ou que @y, Q5 ¢+, Qn—> 1E.

Lemve II. Dans les conditions du lemme 14 de Kleene [11], p. 133, on
démontre dans J; que P,V 1P, +++, P,V 1P, E.

THEOREME 7. Dans J; ne sont pas valables, entre autres, les schémas:

ADB— (A& 1 B) ADB—>1AVB A& (ADB)—B
A—> 1ADB A, 1A—>B A,1A— 1B
ADB, AD1B— 1A 1A— ADB.

Démonstration. Par la matrice My =<N, I, 2, &, V, 1, A, &>, ou les
fonctions D, V, 71, A et — sont définies comme dans la matrice M, et &
comme il suit:
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&: v(A & B) =v,4v(A), v(B)) quand seulement une des valeurs est non

désignée;
r = Max. (v(A), v(B)) si les deux valeurs sont non désignées;
n = Min. (v(A), v(B)) si les deux valeurs sont désignées.

TutortME 8. Dans J, on démontre, entre autres, les schémas et les régles

ci-dessous :
A—>B,»>CDA~»—-C>B A—->B,>A&C>—>B&C B—A,—>1A—>—"1B
B—A, >ADC|>—>B>C A—B,»>C&Al>—-C&B —(A& 1B)D1(ADB)
A—>B, >AVC|>—->BYC A—->B,—»>CVA—->—->CVB —1(A&B&7B).
TutortME 9. Dans J,, st A, B, C, et Cy sont des formules comme dans le
théoréme 4, on a:

A< B, >C,|>—Cs.
Démonstration. Conséquence des régles du théoréme 8.

TutorEME 10. Dans J, ne sont pas valables les schémas et les régles suivantes:

A, TA—B A, 1A= 1B A—> B> T1B—~ 1A
A<«> B|»> 1A« 7B ADB, AD1B—~ A ADB— TAVB
ADB— A& B) NAVB)— 1A& B J1A— (A& 71B)
T1A&B—~ (A& B) A, 1B— (A& B) A, 1B— 1ADB)

— 1(AY TADB& TIB) 1(ADB)—~ 1AV B).

Démonstration. Par la matrice M, = N, I, &, D, V, 1, A, =D, avec les
mémes conventions que pour la matrice M, et ou les fonctions o, & V, A
et = sont définies comme dans la matrice M, et 1 comme dans la matrice
M.

CoRrOLLAIRE 1. Les régles ci-dessous ne sont pas admissibles dans J,:
I'NA—B, I'-> Bl»I'—> 1A A<> B[->C,<«>Cp.

THEOREME 11.  Le caleul J, est strictement plus fort que J,, et Js et J, sont
strictement plus forts que J,.

THEOREME 12. Le systéme J, n'est pas D-finiment trivialisable, mais les cal-
culs Jn» 2<m <4, sont D-finiment trivialisables.

https://doi.org/10.1017/5S0027763000013532 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000013532

78 AYDA I. ARRUDA ET NEWTON C. A. DA COSTA

Démonstration. Dans J, les schémas du type —F>DA4, ou A est une
formule quelconque et F une formule fixée, ne sont pas valables, ce qu’on
peut voir en utilisant la matrice M,. Dans les calculs J,, 2<% <4, on a
|>—>A& TADB.

TutOREME 13. Les systémes Jn, 1 < n <4, ne sont pas — -finiment triviali-
sables.

Démonstration. Dans les systémes J,, 1< #n <4, on démontre, par les
matrices correspondantes M,, que les schémas du type F— A, ol F est une
formule fixée et A une formule quelconque, ne sont pas valables.

THEOREME 14. Dans les calculs J,, 1< n <3, on a (théoréme de la —
-déduction) :

SiF,—+A!—>0—>B alors FI—)A,&——)B,

N

- . .
oiv I' est une sutte finie de — -formules.

Démonstration. On fait par induction sur la longueur de la deduction
subsidiaire.

Base de linduction: 60— B est un postulat ou une des — -formules de
?, — A. Dans le premier cas, on obtient A, —+ B par —,; alors, le théo-
réme résulte des propriétés générales de la notion de déduction. Dans le

second cas, on obtient le théoréme par —; et —,.

Hypothése de Pinduction: Si le théoréme est valable pour toute déduc-
tion subsidiaire de longueur n, 1 <#n <k, il est valable aussi pour une dé-
duction quelconque de longueur %k + 1. Nous avons huit cas a considérer
selon # > B est un axiome, une des — -formules de I_’), — A ou une con-
séquence de — -formules précédentes au moyen d’une des régles de déduc-
tion postulées dans les systémes considérés. Dans les deux premiers cas on
procéde comme dans la base de Pinduction; pour les autres, comme dans
Pexample qui suit. Considérons le postulat V,: dans ce cas § = B est de la
forme 3, A,V B;—C, mais par I’hypothése de I'induction 7“]~+ A, 2 A —->C
et 7“)|-—> A, 3, B,—C; d’ol, par le postulat considéré on obtient: T“H A, 2,
A,V B,—~C, qui est justement T”{—) A, 6= B.

COROLLAIRE 1. Dans J,, 1< n<3, les régles “Si '>A et I'>ADB,
alors ' > B” et “Si - A et - ADB, alors — B” sont équivalentes.
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Démonstration. Il est évident que la premiére entraine la seconde.

D’autre c6té, si la seconde est valable, on a:

1) 2 A&ADB)|>—A par &, et —,

2) >A&A>DB|—>—ADB par &; et —;,

3) —> A&(ADB)|>—B de 1) et 2) par la seconde régle,
4) > A& (ADB)—B de 3) par le théoréme 14,

5 I'>A&(ADB)|»I'—>B de 4) par —,

6) I'>A; I'>ADB hypothéses,

7 I'>A&(ADB) de 6) par le théoréme 2,

8 I'>B conséquence de 7) et 5).

TutortME 15. Dans le calcul J, le théoréme de la — -déduction w’est pas

valable.

Démonstration. Au moyen du postulat 7y on démontre dans J, que
A— B, = TB|>— 7A; donc, si le théoréme de la —-déduction était val-
able, on obtiendrait A— Bl-> T1B— T1A. Mais, dans J, on a |> TAVB—
ADB; alors, par le résulat antérieur, [ (ADB)— 1( 1AV B), ce qui n’est
pas vrai dans J,.

THEOREME 16. La régle de modus ponens dans la forme ““Si — A et > ADB,
alors — B” n'est pas admissible dans J,, 1 < n < 4.

Démonstration. Dans J,, 1 < n < 3, elle n’est pas admissible parce qu’elle
entraine la validité du schéma A& (ADB)— B qui n’est pas valable dans
les calculs considérés. Pour J, on a la démonstration suivante: dans J, on
al>—>(A& B)D 1ADB); si on fait A égal & AV 1A et B egal 4 B& 7B,
on obtient [ —((AV 14)& 1B & 1B)D (AV TA4)D(B& T1B)); d’autre codté,
mous avons |- —(AY T1A4) & (B & 71B); alors, par la régle de modus ponens,
== AV 1ADB& 71B), schéma qui n’est pas valable dans J,.

COROLLAIRE 1. La régle de modus ponens dans la forme St I' > A et I' —
ADB, alors I' > B> nest pas admissible dans J,, 1< n < 4.

TrEOREME 17. Dans J,, 1< n <3, on a la régle: ““Si T, 2> Al>0->C et
T, > Bl»0-C, dlors T, - AVB|»6—>C”.
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Nous pouvons introduire encore un nouveau calcul, J;, dont les postu-
lats sont ceux de J, et le suivant:

'y A—+B I'— B

TutoriME 18. Dans J; on démontre les schémas et les régles suivantes:
St A— B, dlors 1B— TA;
St ', A>B et I', A~ 1B, alors '~ A;
A& TA—B A& 1A— B A, JA—B
A, TA— B 1A& B~ A& B) A& 1B~ A& B)
1A& TB— (A& B) 1A & 1B— 1(AVB) AVB<—> (A& TIB)
A& B<—> TI( 1AV TB) 1AV 1B <« (A& B) TA& 1B <> AV B).

TutoriME 19. Dans J; ne sont pas valables les schémas:

A& (ADB)— B A, 1B— 1(ADB)
= 1AYV TADB& T1B) ADB, AD 1B— TA.

Démonstration. Par la matrice M;=<N, I, D, &, V, 1, A,—=>, ou les
fonctions D, &, V, 7, A sont définies comme dans la matrice M, et — comme
il suit:

—: o(I'—> A) =2 si, et seulement si, v(I") =d et v(A) = nd;

" =1 dans tous les autres cas.

THEOREME 20. La régle ““Si — A et - ADB, alors — B n’est pas admis-
stble dans J; et, en conséquence, n’est pas admissible la régle ““Si I'>A et T'—
ADB, alors I' > B”.

Démonstration. Les régles considérées entrainent la validité des schémas
— 1AV TADB& 71B) et A&(ADB)— B, respectivement.

TrtorEME 21. Le calcul Js est plus fort que Jy et J,, et Js est plus fort
que Js.

2. Les calculs de prédicats J;.

Pour obtenir les calculs de prédicats Ji on considére lespostulats de
Jns 1< n <5, et encore ceux qui suivent, ol les restrictions pour 3, et v,
sont celles de Kleene [11], p. 81, et pour 3, 2;, V, et v; celless du méme
livre, p. 442:
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r— A(b)>C I, Ap)=>C

3) A()—31zA@) %) T e A ST %) P 3sA) 5 C
I' - CDA(b) I — A(b)

v) Vo)~ Alt) V) T CovaAls) V) T vaA)

—) Si A et B sont des formules congrues, ou si l'une est obtenue de
lautre par la suppression des quantificateurs vides, alors A—+B et B~ A
sont des postulats.

Pour le calcul J% le postulat —; n’est pas necessaire parce qu’il est
démontrable. Avec des restrictions évidentes, le théoréme de la — -déduc-
tion et les plusieurs formes du théoréme du remplacement sont valables
pour les calculs J%; aussi le théoréme des k-transformées (voir [4] et [5])
peut étre étendu aux systémes J%, 1< n <5.

THEOREME 22. S |=>I' = F dans les caleuls J%, 1 < n <5, alors les k-trans-
Sormées de I' - F sont démontrables dans les calculs propositionnels correspondants.

Démonstration. Voir [4] et [5].

CoROLLAIRE 1. Soit I'>A un schéma du caleul J,., 1<n<5  Si ce
schéma west pas valable dans J,, il n’est pas valable non plus en J%, 1< n <5.

TutoriME 23. Dans J¥, 1< n <5, sont démontrables, entre autres, les schémas

et les régles sutvantes (sous des restrictions évidentes):

veA<—> A A< A vaA(x) = 32 A(z)
A(x)D B(x) — A(x) ~ B(x)

—>va( YDV B(%) —>vaA(x) ~vaB(x)
A(2)D B(x) — A(z) ~ B(x)

- EIxA(x)DEIxB(x) —3xA(x) ~ 3xB(x)
vavyA(x, y) <> vyva Az, ¥) w3y Az, y) <> 3yazA(, y)
vavyA(x, y) > veA(x, x) axA(x, x) = 323y A(x, ¥)
veA(x)&vaB(x) <> va(A(x)&B(x)) A&vxB(x) <> Vo (A&B(x))
3xA(x)VaxB(x) < 3x(A(z)V B(x)) AV3zB(x) < 3x(AV B(x))
A & 3xB(x) <> 32(A & B(z)) AVvaB(x) > vax(AY B(x))
x(A(x) & B(x)) > 3xA(x) & 3xB(x) ax(AD B(x)) > AD3x B(x)
vaeA(z)VvaB(x) > ve(A(x)V B(x)) ax(A(x)DB) > vxA(x)DB

3x(A(x)D B(x)) > v A(x) D3z B(x)
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St |[»>—>A~ B, alors |»>—C,~ Cp.

’I_‘HEOREME 24. Dans J¥, 2<n <5, on démontre les schémas suivants,

que ne sont pas valables dans J,.

—vaA(x) ~ Tax TA(x) —=Vva(AY B(x)) DAV vaB(x)
—>3xA(x) ~ vz TA(x) va(A(x)DB) <> 3z A(x)DB
— vz A(x) ~3x TA(x) va(AD B(x)) «—> ADvaB(x)
- TazA(x) ~ va 1A(x).

TuEOREME 25. Dans J§ on peut démontrer que:
vz A(x) <> Tax 1A(x) et 1zxA(z) < Tvx 1A(z).
TraEOREME 26. Les calculs Ji, 1 < n < 4, ne sont pas — -finiment trivialisables.
Démonstration. Conséquence du théoréme 22 et des théorémes corres-
pondants des calculs propositionnels.

Si on ajout a J¥(J%, J% ou J%) le postulat A, ADB—B, ou a J% les
postulats A, ADB—~B et - (ADB)D((AD 71B)D 14), on obtient un calcul
que l'on denotera par &.

THEOREME 27. S I'|— F (avec lec restrictions usuelles pour les variables libres
des formules I') dans le calcul de prédicats classique, alors |>I — F dans &, et

reciproquement.

THEOREME 28. Le calcul & est strictement plus fort que J%.

COROLLAIRE 1. 87 dans le calcul propositionnel classique on substitute la régle
de modus ponens par les trois régles ci-dessous on obtient un calcul strictement plus
Saible que le calcul propositionnel classique:

ADB A>D(BDC) AD(BDC) A
ADC (ADB)D(B2C) BDA

Remarque. Nous pouvons ajouter aux calculs J¥ 1< #n <5, la rélation
d’égalité, avec des postulats convenables.

3. Les systemes J et le postulat de la séparation.
L’étude développée des théories des ensembles ZF,, construites sur J,
1< n <5, avec le postulat de la séparation sans les restrictions ad hoc pour
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éviter les paradoxes, ne sera pas faite ici. Mais on montrera, au moyen
des raisonnements finitistes, qu’on peut construire ces théories et qu’elles ne
sont pas triviales.

Les théories des ensembles ZF, ont respectivement les calculs J%, 1<n<5,
pour logique sous-jacente et leurs postulats spécifiques sont les suivants:

(I) Si F est un postulat du systtme ZF de Zermelo-Fraenkel (voir [10],
PP 274-275), exception faite du postulat de la séparation, alors — F est un
postulat de ZF,, 1 < n <5.

(IT) Postulat de la séparation:
—3ayve(zey ~ F(z),

ou F(x) est une formule quelconque de ZF et la variable y ne figure pas
libre dans F(x) (x et y sont des variables différentes).

TuEOREME 29. Les systémes ZF,, n=1,2 et 4, ne sont pas — -finiment
trivialisables, dans eux n’est pas admissible la régle de modus ponens, ils ne sont pas
triviaux, mais ils sont inconsistants dans un sens généralisé. Le systéme ZF; a les
trois derniéres propriétés.

Démonstration. Soient les matrices ML =<N, I, & 2, V, 1, A, =, avec
les mémes conventions que pour les matrices M,, » =1, 2 et 4, mais en
substituant la définition de la fonction D> par la suivante:

D: v(ADB)=v(A)+v(B)+1 si v(A) et v(B) sont toutes les deux non désig-
nées ou toutes les deux désignées;

n  =v(A) + v(B) dans tous les autres cas.

Au moyen du théoréme 22 et de Mj, n =1, 2 et 4, on démontre les trois
prémiéres propriétés; la derniére est démontreé en observant que dans ZF,,
n=1,2 et 4, est valable la - -formule > €2~z &z, par example.
Pour le systtme ZF,; la démonstration est faite de la méme fagon, avec la
matrice M,

Observation. Rest ouvert le probléme de savoir si ZF; est ou non —
-finiment trivialisable.

THEOREME 30. ZF; est — -finiment trivialisable, est inconsistant dans un sens
généralisé, n’y est pas valable la régle de modus ponens et il n'est pas trivial.
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