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NORMALITE DE CERTAINS ANNEAUX DETERMINANTIELS
QUANTIQUES

by LAURENT RIGAL
(Received 5th January 1998)

Let K,[X] = O,(M(m, n)) be the quantization of the ring of regular functions on m x n matrices and I,(X) be
the ideal generated by the 2 x 2 quantum minors of the matrix X = (X)), qicm1<<n Of generators of K [X]. The
residue class ring R,(X) = K,[X]/I,(X) (a quantum analogue of determinantal rings) is shown to be an integral
domain and a maximal order in its division ring of fractions. For the proof we use a general lemma
concerning maximal orders that we first establish. This lemma actually applies widely to prime factors of
quantum algebras. We also prove that, if the parameter is not a root of unity, all the prime factors of the
uniparameter quantum space are maximal orders in their division ring of fractions.

1991 Mathematics subject classification: 16D30, 17B37, 16HOS.

Introduction

Ce travail s’attache a I’étude de certaines algébres quantiques du point de vue de la
normalité et en particulier a celle d’analogues quantiques d’anneaux déterminantiels.

Dans la premiére section, nous établissons un lemme général concernant la propriété
d’ordre maximal (lemme 1.1). Ce lemme est une version non commutative d’un résultat
connu en situation commutative (voir [2, lemme 16.24]) sur lequel M. Lazarus a attiré
notre attention. Il s’applique trés largement aux algébres quantiques comme nous le
verrons dans les sections suivantes. Les résultats sur la notion d’ordre maximal utilisés
dans ce travail sont essentiellement dus & M. Chamarie et G. Maury (voir [3], [4] et
(8]).

Dans la seconde section, nous considérons la quantification K, [X] = O,(M(m, n)) de
I’anneau des fonctions réguliéres sur les matrices de format rectangulaire m x n. Nous
montrons que, si I,(X) désigne I'idéal de K,[X] engendré par les mineurs quantiques de
format 2 x 2, alors P’anneau quotient R, (X) = K [X]/I,(X) est intégre et un ordre
maximal de son corps de fractions.

Ce résultat est donc une quantification de propriétes classiques dans le cas
commutatif concernant les anneaux déterminantiels (voir [2]). La preuve développée ci-
dessous est une quantification de celle établie dans le cas commutatif par D. W. Sharpe
(voir [15]).

Dans un travail récent (voir [7]), K. R. Goodearl et T. H. Lenagan ont démontré
que l'idéal de O, (M(m,n)) engendré par les mineurs quantiques de format ¢ x ¢
quelconque est complétement premier.
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Dans la troisiéme section, la méme approche est appliquée a 1’étude de certains
facteurs intégres de I’espace quantique uniparamétré EI. On prouve en particulier que
si le corps de base est algébriquement clos et le paramétre g non racine de ’unité,
alors tous les facteurs premiers de E? sont des ordres maximaux de leur corps de
fractions.

Notations. Dans tout ce travail, K désigne un corps commutatif et si p e N*, on
pose N, ={1,..., p}. D’autre part, si R est un anneau et si x est un élément de R tel
que X = {x',i e N} soit un ensemble de dénominateurs a droite de R, on note R,
I’anneau localise RX™". De plus, si R est une K-algebre et A € K*, pour (a, b) € R?, on
pose [a, b], = ab — Aba (et [a, b] = ab — ba). Enfin, la notation I < R signifie que I est un
idéal de R.

1. Un lemme général sur les ordres maximaux

Le but essentiel de cette section est de prouver le lemme 1.1. Pour la cohérence de
I’ensemble, nous rappelons certains résultats classiques sur les ordres maximaux en
suivant [9].

Pour la définition générale d’ordre maximal, nous renvoyons a [9, chap. I]. Nous
nous plagons dans le cadre ou R est un anneau noethérien intégre et notons
Q = Frac(R) son corps de fractions. Il est immeédiat qu’alors R est un ordre de Q ([9, 1§2]).
Dans ces conditions, ’anneau R est un ordre maximal de Q si il vérifie la propriété
suivante: si T est un anneau tel que R € T C Q et tel qu’il existe a et b dans R\{0} tels
que aTh C R, alors T = R.

Si I est un idéal non nul de R, on pose O(D)={qgeQ|qlcI} et O()=
{ge Q| Iq < I}. D’aprés [9, 1.3.1], R est un ordre maximal de Q si et seulement si pour
tout idéal I non nul de R, O(I) = O,(I) = R. Ce critére est utilis¢é pour la preuve de
1.1.

Lemme 1.1. Soit R un anneau noethérien intégre et Q = Frac(R). On suppose qu'il
existe un élément normal non nul x de R tel que

(1) (x) =Ni,p, ou, pour i € N,, p, est un idéal complétement premier de R et
(2) le localisé R, de R en les puissances de x est un ordre maximal de Q.

Enfin, on note t l'automorphisme associ¢ a x (par Va € R, ax = x1(a)). Dans ces
conditions, si pour i € N,, 1(p,) € p, alors R est un ordre maximal de Q.

Preuve. Il s’agit de montrer que si (0) # I est un idéal de R, on a O(I) = O,(I) = R.

Soit (0) # I un idéal de R; montrons que O,(I) € R (U'inclusion inverse est évidente).
On note I, I'idéal engendré par I dans R,, de sorte que I, = IR, = R, I (voir [10,
2.1.16 (vi)]). Si g € O(I), alors ql, =qIR, C IR =1, c’est-a-dire que q € O(l,).
Puisque R, est un ordre maximal, il s’ensuit que g € R,.
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Supposons alors g€ R,\R, on a g=px~°, oiu se N* et pe R\(x). D’autre part,
gl € 1 assure que YVt N,q'I CI. Donc, si a est un élément non nul de I,VteN,
g'a € R. En particulier, le sous-R-module a gauche R[g] de Q engendré par les
puissances de q est inclus dans le sous-R-module a gauche de type fini Ra™' de Q. R
étant noethérien, il s’ensuit que R[g] est noethérien et par conséquent, il existe n € N et
une famille {a,,...,a,} d’éléments de R tels que ¢™' =a,g"+...+a, En posant
o =1, on obtient que (px~°)"*' = a,(px~*)" +... + a,, puis que po(p)...c"(p)x~"" =
a,pa(p)...c" " (P)x™" + ... + a,. Il s’ensuit que pa(p)...a"(p) € (x).

D’autre part, (x) = N_,p;, les p, étant des idéaux complétement premiers stables sous
I’automorphisme t associé a x. Il vient que, pour i € N, pa(p)...o"(p) € p,. Par suite,
tout p, contient 1'image de p par une certaine puissance de 1 et donc p lui méme.
Finalement, p € N_,p, = (x), ce qui est une contradiction. Donc OyI) € R.

On montre de méme que O,(I) C R. O

Remarque 1.2. Nous remercions Marc Chamarie de nous avoir signalé que le
lemme 1.1 reste vrai si R et les p; sont seulement supposés premiers et que la condition
suffisante z(p,) C p,, pour i € N,, est aussi nécéssaire (lorsque p, est premier minimal
au dessus de (x)).

Remarque 1.3. Soit R un anneau noethérian intégre, ordre maximal de son corps
de fractions.

(i) Si o est un automorphisme de R et & une a-dérivation de R, alors R[x; a, J] est
un ordre maximal de son corps de fractions ([9, V.2.5]).

(ii) Si S est un ensemble de dénominateurs a droite et a gauche de R, alors RS~
est un ordre maximal de son corps de fractions ([9, IV.2.1]).

2. L’anneau déterminantiel quantique R (X)

Cette section s’attache a I’étude de I’anneau déterminantiel quantique R (X), quotient
de K, [X]= O,(M(m, n)) par I'idéal I (X) engendré par les mineurs quantiques 2 x 2.
Cet anneau est défini dans la premiére sous-section. Dans la seconde, nous montrons
que le quotient du localise K,[X]y, par I'idéal engendré par les mineurs quantiques
2 x 2 est un anneau intégre et un ordre maximal de son corps de fractions. Dans la
troisiéme sous-section, nous montrons que R, (X) est un anneau intégre et un ordre
maximal de son corps de fractions en relevant les propriétés obtenues pour le localisé

Kq[x]X“ .

2.1. Définitions et propriétés élémentaires

La définition de O, (M(m, n)) rappelée ci-dessous est celle qui figure dans [12] (en
changeant q en g~') et [11}; nous renvoyons a ces deux articles pour les résultats
mentionnés sans preuve. Soient (m,n) e N"x N* et geK*; on note O,(M(m,n))
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’algébre engendrée sur K par mn générateurs notés X; (ou X;; si il y a un risque de
confusion), (i, j) € N,, x N,, soumis aux relations suivantes:

‘Xinil = qXuX;;

i pourl <i<m,etl <j<l<n

Xinkj = qujX

i pourl <i<k<metl<j<mnm

X Xu = XuXij pourl <k <i<metl<j<l<n

XiiXu— XuX;=(@—q)XyX,;, pourl<i<k<metl<j<l<n

Lorsque m = n, on note O,(M(n)) au lieu de O, (M(m, n)).

Il convient de représenter les générateurs de O,(M(m, n)) sous forme matricielle;
posons alors X = (X)), q<m1<j<»- Dans ces conditions, 1’algebre O,(M(m, n)) sera notée
K,[X].

Il est clair que K [X] est graduce par le degré total en les X;;. Pour d € N, on note K [X],
le sous-espace vectoriel des éléments de degré total d. On a alors K [X] = @z2,K,[X],.

Notations 2.1.1. (1) Lorsque m =n, on note det(X) = Zﬂesn(—q)'(”)X,(l)_,...X,(,,),,,
le déterminant quantique de X (S, est le groupe des permutations de N, et (o) la
longueur de o € S,). C’est un élément central de K [X] (voir [12, (4.6)]).

(2) Si Z est une sous-matrice carrée de format r x r de X, la sous-algébre de K [X]
engendrée par les coefficients de Z est isomorphe a O,(M(r)). Le déterminant quantique
de Z est un éléement de K [X]. Un tel élément s’appelle un mineur quantique r x r de

K,[X].
Ce travail s’intéresse aux mineurs quantiques 2 x 2. On pose:
(G, k) (G, D), = Xij Xy — qXuXy, pour 1 Si<k<m, etl < j<l<mn

c’est le mineur quantique associé a la matrice extraite de X en ne conservant que les
lignes i, k et les colonnes j, l. On note alors min,(X) ’ensemble des mineurs quantiques
2x2 de K [X] (si n=1 ou m =1, min,(X) = ). Enfin, I (X) désigne I'idéal de K [X]
engendré par min,(X) et R (X) ’anneau quotient associé:

1,(X) = (min,(X)) < K,[X] et R,(X) = K,[X}/1,(X).

Remarque 2.1.2. La structure d’anneau gradu¢ de K,[X] assure que, pour
G, DeN,xN,, X;¢I,(X). De plus, l'ideal (X;;,1 <i<m,1<j<n) de KJ[X] est
complétement premier, contient I (X) et ne contient aucun X,;, pour 1 <j<n. Il
s’ensuit que I,(X) ne contient aucun mondéme en les X,;, pour 1 < j < n.

Remarque 2.1.3. L’algébre O, (M(2)) est engendrée par X, X,,, X;, et X,,. On note
6 son deéterminant quantique. Compte tenu de la relation X X3 — X)X, =
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(@ - 97)X,,Xy, il vient 6 = X, Xy, — gX, Xy = X0 Xy, — ' X1, X5 On a également
XnXp — ¢ XX, = (1 — ¢%)6. Cette relation assure que R,(X) est isomorphe i un
quotient d’espace quantique.

K,[X] comme extension de Ore itérée. Si m > 2 (resp. n > 2), on note X' (resp. X")

la matrice extraite de X en supprimant la m-éme ligne (resp. la n-éme colonne):
( })l<r<m 1,1<j<n et X" = (Xii)lsism.lsjsn—l'

La sous-algébre de K [X] engendrée par les coefficients de X' (resp. X”) est isomorphe
a OM(m—-1,n)= Kq[x’] (resp. O, (M(m,n— 1)) = K,[X"]); nous identifierons ces
algebres isomorphes. Nous allons décrire K [X] comme extension de Ore itérée de
K, [X] et comme extension de Ore itérée de K, [X"]. Pour ce faire, on introduit les
tableaux suivants, pour s € N,

Xy o ... X, e e X

;l ‘‘‘‘ ’)— .. e > e . o e e
Xm—l,l v Xm—l,; co “e Xm—l.n
Xml e XMS J

Toutes les notations introduites pour les matrices s’étendent a ces tableaux. En

K,[X] engendrée pas les X, pour (@, ]) € N,,, 1 XN, et les X,,; pour jeN,. Il est clair
alors que pour i € N,, il existe un automorphisme o, et une derivation tordue a gauche
(0 0,) tels que, sis e N,_;:

on peut procéder de la méme fagon a partir de la matnce X", Fmalement
Kq[x] = Kq[x’][xml; Omi» 6ml] e [Xmm Crn» 5mn]’ (1)
Kq[x] ]K [x”][le alnv In] [ mn? Gmn» mn] (2)

On en déduit, par récurrence, que K [X] est une extension de Ore itérée de K; en
particulier c’est une algébre intégre et noethérienne.

Une localisation de K [X). On note S, = {AX},,i € N,1 € K"} la partie multiplica-
tive de K [X] engendrée par X, et K.

Proposition 2.1.4. La partie multiplicative S,, est un ensemble de dénominateurs a
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droite de K [X]; on note K [X]y, = Kq[X]S,“,', le localisé a droite de K [X] vis-a-vis de
S.1. De plus, si m > 2, il existe un isomorphisme d’algebres

Kq[x]X” d Kq[x’]x“ [Xml; Omi» 5ml] v [an; Cmn» 5mn]
Xij = Xij.

Preuve. On fixe n et on procéde par récurrence sur m. Le résultat est vrai lorsque
m =1 car dans ce cas K [X] est un espace quantique uniparamétré dans lequel X, est
normal. Supposons le résultat acquis jusqu’a I'ordre m — 1; d’aprés (1) K [X] est une
extension de Ore itérée de K [X']. Les relations de définition de K, [X] assurent que
oa(X,)=¢"'X,, et que, pour 2<j<n, 0.;(Xn) = X;;. On est donc dans les
hypothéses de [6, 1.4] qui permet de conclure. O

Remarque 2.1.5. Comme en 2.1.4, on montre que si s € N,, alors S}, est un ensemble

¥(X;;) = X;;. Dans la suite, on identifiera les anneaux concernés.

Deux isomorphismes des anneaux de matrices quantiques. Les isomorphismes
introduits a présent seront utiles dans la suite. Nous ne donnons pas la preuve des deux
propositions suivantes car elle est immédiate (lorsque m = n, voir [12, 3.7]).

Le premier est un isomorphisme de transposition entre O,(M(m, n)) et O,(M(n, m)).
On conserve les notations précédentes et on pose X = (Xj),sifn_,sjsm (matrice des
genérateurs de O,(M(n, m))), de sorte que K [X] = O (M(n, m)).

Proposition 2.1.6. 1/ existe un isomorphisme d’algébres, Tr: K, [X] — Kq[f(], défini
par Tr(X;;) = X;. De plus, Tr induit une bijection de min (X) sur min(X) et
Tr(I(X)) = I(X).

Le second est un isomorphisme de «symétrie» entre O, (M(m, n)) et O-1(M(m, n)).
On note Yj; les générateurs canoniques de O,-1(M(m, n)) et Y = (Y)icicmi<jcnr Alnsi,
K1Y} = O,+(M(m, n)).

Propostion 2.1.7. Il existe un isomorphisme d’algébres, S : K [X] — K [Y], défini
par S(X;;) = Youioinni-. De plus, S induit une bijection de min,(X) sur min-i(Y) et
SU (X)) = I-1(Y).

Relations entre générateurs et mineurs quantiques 2x 2 dans O,(M(3)). Nous
procédons, a présent, a unc étude détaillée de O, (M(3)); elle est justifiee par la

remarque suivante.

Remarque 2.1.8. Considérons un mineur quantique 2 x 2[(i, k); (j,D], et un
générateur X, de K [X]. Ces deux éléments sont contenus dans la sous-algébre de K, [X]
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engendrée par les coefficients de la matrices extraite de X en ne conservant que les
lignes i,k,s et les colonnes j,I,t. Cette sous-algébre est isomorphe a O,(M(2)),
0,(M(2,3)), 0,(M(3,2) ou O,(M(3)). Ainsi, des relations entre générateurs et mineurs
quantiques 2 x 2 de O,(M(3)) on peut déduire les relations entre générateurs et mineurs
quantiques 2 x 2 de K [X].

Nous notons A le déterminant quantique de O, (M(3)). Par ailleurs, comme dans
[12], si (k,]) € N3, on note A(kl) le déterminant quantique de la matrice extraite de
(Xi\<i j<» €n supprimant la ligne k et la colonne I. Enfin, on pose Cy, = (—q) T A(k);
c’est le cofacteur de X),. On considére alors la transposée (Cj),; ;<3 de la matrice des
cofacteurs. En notant Id, la matrice identité de format 3 x 3, on a (voir [12, 4.6] et

(11, (1.17)):
(C]l)l<l ;<3( ])l<l j<3 — =A Id} ( ])I<| ;<3( )lsi.j53' (3)

Enfin, les relations de commutation suivantes se déduisent de [12, (4.4.4), (4.5.1),
(4.6.1) et (5.1.2)).

e A(31) est normal dans O,(M(3)).
A(31) commute avec X,,, X5, X5, X3 et X5, @
[A(31), Xy ) = [A(B1), X;]- = [A(3]), X3,), = [A(31), X;5], = 0.

e A(32) est normal modulo (4(31)) dans O (M(3)).
A(32) commute avec X, X3, Xy, X33, (5)
[4(32), X3)], = [4(32), X;,], = 0,[4(32), X3, = (9 — q )XSIA(31)
[4(32), Xn] 2= (1 - q7)X, AG), [4(32), Xl = (1= ¢7)X, 4031).

e A(33) est normal modulo (4(31), A(32)) dans O,(M(3)).
A(33) commute avec X, X5, Xy, X5, 6)
[A(33), X,3), = [A(33), Xs], = [A(33), X;,], = [4(33), X,], = O,
[A(33), X3l = (g — q_l)( q"X;,A(31) + stA(32))

o A(23) est normal modulo (A(31), A(32), A(33)) dans O,(M(3)).
A(23) commute avec X,;, X5, X3, X5,
[4(23), X,;), = [A(23) X3l =0, @)
[A(23), Xy], =(1 - )XJIA(33) [A(23), Xy, = (1 - )X A(33),
[4(23), X]2 = (9 — 47 )X, A1) — 94X, A(32)).

e A(22) est normal modulo (A(31), A(32), A(33), A(23)) dans O (M(3)).
A(22) commute avec X,,, X1, X3, Xi,
[4(22), X,,), =1 -4 )X,3A(23), [4(22), Xu], = (1 - 4) X5, A(32), (8)
(A(22), X5), =(1 - ¢ )XasA(23) [A(22), Xy), = (1 - ¢°) X5, 4(32),
[4(22), X)p = (1 — @) (X5 A(33) + X3, A(31) + g X A(23)).

Pour établir la derniére identit¢é de (7), on utilise [A(23), Xj]2 = [A(23), Xpu]+
(1 — ¢9)X,; A(23) et on appllque successivement (5.1. 2) et (4.4.4) de [12]. La derniére
identite de (8) s’obtient a partir de [4(22), X,,]2 =¢ [A(22), X501+ (1 = ¢)A(22)X,, en
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appliquant la encore (5.1.2) puis (4.4.4) de [12] ainsi que I’expression de [A(32), X;,]
mentionnée dans (5).

2.2. Sur Pidéal des mineurs quantiques 2 x 2 de K, [X],,

L’objet de cette sous-section est I’étude de I'idéal T «X) de K [X]y, défini en 2.2.1.
Nous montrons que K [X]x“/I (X) est intégre et un ordre maximal de son corps de
fractions. On reprend les notations et conventions introduites en 2.1.4 et 2.1.5.
Rappelons que I'anneau intégre K, [X] s’injecte canoniquement dans son localise

Kq[xlxn .

Définition 2.2.1.  On note 1,(X) l'idéal de K,[X] x,, engendré par les mineurs quantiques
2x2:1,(X) =min,(X)) = ([(i,k); Jj, D], 1 fi<k=m1<j<l<n).

Remarque 2.2.2. (1) D’aprés [10, 2.1.16 (vi)], T, «(X) = L(X)K,[X]y,,- De plus, Iq(X)
est un idéal propre. En effet, supposons qu’il existe j € N, tel que X); € I «X). Alors, il
existe s € N tel que X,;X7}, € I,(X), ce qui contredit 2.1.2. En utilisant 11somorphlsme
Tr (prolongé aux localisés en X,,) il vient donc que pour j€N,, X;; ¢ I «(X) et pour
i€ va X'ﬂ ¢ Iq(x)

idéal propre car si il contenalt X”, I (X contlendralt aussi X,, ce qu1 cst faux d’aprés
le (1).

Nous commengons par donner une famille de générateurs restreinte de fq(X).
Proposition 2.2.3. T (X) est engendré par min,(X') et les [(1,m); (1,])],,2<1<n.

Preuve. Posons I (X) (min,(X), [(1,m); (1, D), 2 < 1 < n) <K [X]y, . L’inclusion
I (X) cl (X) est tr1v1a1e Pour l’inclusion inverse, il saglt de montrer que tous les
mineurs de la forme [(i, m); (j, D],, (i, j) # (1, 1), sont dans I (X) Soit [(i, m); (j, D], un
tel mineur.

l-er cas: i=1 et j# 1. D’aprés (3), dans la sous-algébre de K [X] engendrée par les
X, ,our=1,mets=1,j1(quiestisomorphe a O,(M(2,3))), ona q 2X [, my; (j, Dl,—

"X.,[(l m); (1, D], + X,[(1, m); (1, j)], =0, d’ou [(1 m); (j. D], € I, (X).

2-éme cas: i # ] et j=1. D’aprés (3) dans la sous-algébre de K,[X] engendrée par
les X,, ou r=1,i,m et s=1,1 (qui est isomorphe a O, (M(3, 2))) on ala relatlon
g1, m); (1, DI, X, — ql(1, m); (1, D), X +[(1, ) (1, DL, X, |—0 Donc [(i, m); (1, D], € I (X).

3-éme cas: i #1 et j# 1. Soit Z la sous-matrice de X obtenue en ne conservant que
les lignes 1,i,m et les colonnes 1, j,1 et notons [(1,i,m); (1, j, D], le déterminant
quantique de Z. La sous-algebre de K [X] engendrée par les coefficients de Z étant
isomorphe a O,(M(3)), d’apres (3):
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[(1' iv m); (lr jv I)]q = [(l' m); (]’ ,)]lel - q_l[(I' m)! (.]v I)]qul + q—Z[(I, l)v (Jv I)]qul
= ¢ Xu[(1, 0 (. D)y — g7 X1, 2 (1, D), + Xl(1, ); (1, ),

D’aprés le premier cas, [(1,m); (j, D], € 7;(X). Il s’ensuit [(i, m); (j, D), € f:(X). O

Remarque 2.24. (1) La preuve de la proposition 2.2.3 montre en fait que, pour
2<s<n: I(X .. .9) = min,(X), [(1, m); (1, 2)),. ..., [(2, m); (1, 5)),).

(2) En itérant 2.2.3, on montre que fq(X) =((Lk:;(1,D),2<k=<m?2=<l<n).

Proposition 2.2.5. Dans les notations précédentes et pour 1 <s <n - 1:

..........

Preuve. La preuve repose sur le proceédé décrit en 2.1.8 et les relations (4) a (8).

Soient 1 <s<n-—1 et M =[(i,k);(j,D], € min (X' ,). Les relations (4) a (7)
prouvent qu’il existe 1€ K" tel que X, .. M —AMX, ., € [,(X o) <KXy  glx,-
Ceci montre que I'idéal I,(X'; ) de K [X'; _ 4lx,, €St (Gmoris Omsii)-stable. Les mémes
relations montrent que I'idéal I (X') <K, [X']y,, est (6,,, . )-stable. On a donc prouvé
le (1).

Soient 4 présent 1 <s<n—1, M =[(1,m); (1,5 + 1)], et X;; un générateur canonique

Sij>s+1etl<i<m, daprés les relations entre A(23) et Xy, M'X,, — ¢’ X, M’ €
(min (X)) <« K, [X',__sen]xy, -

Sil<j<s+1 etl<i<m, d’aprés les relations entre 4(22) et X,,, M'X;; — ¢’ X;M’ €
Sii= 1‘"("resp. i=m)etl < j <s+ 1,daprés les relations entre 4(22) et X, (resp. X;,),
M'X;; — gX;M' € (1, m); (1,2)],, ..., [(1, m); (1, 9)]) < K, (X' eviy]x,, -

Sii=1etj>s+1, dapres les relations entre A(23) et X,;, M'X,; — g X;;M’' = 0.
Si(i, )=@1,1),({,s+1), (m, 1) ou (m,s+1), alors M'X,; — X;M" = 0.

Ceci achéve la preuve. 0O

X5), M’Xij - qujM’ € (min (X)) < K, X', s+l)]X”'

Le lemme suivant est utile a la preuve de 2.2.7. Il est connu, nous n’en donnons
pas la preuve.

Lemme 2.2.6. Soient A un anneau, ¢ un endomorphisme injectif de A et (o, 6) une
dérivation tordue a gauche de A. On pose B = A[X; g, §].
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(1) Silestunidéal (o, 5)-stable de A, alors 1B est un idéal bilatére de B et, si (G, 6) désigne
la dérivation tordue induite par (o,0) sur A/I, l'application ¢ : B/IB — (4/])[X, a,d]
définie par ¢((Z:.‘ a4 X')+1B) = ZLo(a,- + DX’ est un isomorphisme d’anneaux.

(2) Si a est une unité de A et si b € A est tel que aX + b soit normal dans B, alors le
morphisme canonique A <> B — B/(aX + b) est un isomorphisme.

Théoréeme 2.2.7. L’algéebre Kq[X]X”/i,,(X) est integre et un ordre maximal de son
corps de fractions.

Preuve. Dans cette preuve, nous utiliserons 2.2.6 sans le mentionner explicitement.

..........

jq(xlu,z)) = (minq(X')) < Kq[x’(l,Z)]Xn'

D’aprés 2.2.5, I,(X') est (0, 6,y)-stable. Ainsi, I[,(X') = [,(X)K,[X y]x, » €t (avec des
notations évidentes) il existe un isomorphisme

KX )y, /T ) =5 (R BX 0y, / T (XD X G 3]

tel que ¢,(X;; + IXw) =X,;+I(X)pouri <met p, (X + LX) =X

1 7 ’ s ’ 7 ’ = <
Kq[x(l ..... s+|)]X”/‘]q(x(l ..... s+n)_+l’Kq[x(| ..... :)]X”/Iq(x(l ..... :))[Xm,s-{»l;om,s+l’6m,s+l]
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On peut maintenant montrer le résultat annoncé. On fixe un entier non nul n et on
procéde par récurrence sur m. L’assertion est vraie lorsque m =1 puisque V'idéal de
O, (M(1, n)), engendré par les mineurs quantiques 2 x 2 est réduit d (0). Supposons le
résultat acquis jusqu’a Vordre m — 1. D’aprés ce qui précéde, on a

Kq[x]X”/iq(x) q[x’(l ..... n)]X"/I (xl(l ..... n)) = (IK [x]X”/I (x))[ ml> ml' ml]

L’hypotheése de récurrence assure que K [X]X” /Iq(X’) est un anneau intégre, ordre
maximal de son corps de fractions. Comme 4, est un automorphisme, K,[X]y, /I,(X)
est intégre et, d’aprés 1.3, c’est un ordre maximal de son corps de fractions. Ceci
achéve la preuve. O

Remarque 2.2.8. A laide d’une récurrence, on déduit de la preuve de 2.2.7 que
K X1y, /Iq(X) est isomorphe a la sous-algébre de K oAX]x,, engendrée par X7}, les X;; j et
les X, pour 2 <i<met2< j<n Ainsi, K [X],, /I (X) est isomorphe 4 un localisé
d’espace quantique.

2.3. Intégrité et normalité de R (X)

Dans le premier paragraphe de cette sous-section, on montre que 'anneau R (X)
(défini en 2.1.1) est intégre (Théo. 2.3.8). C’est trivial lorsque X est une matrice a une
ligne et une colonne. La démonstration de Pintégrité de R, (X) procéde par récurrence
sur la somme du nombre de lignes et du nombre de colonnes de X. Avec les notations
précédemment introduites, il suffit donc de montrer que si I'on fait I’hypothése (H)
suivante:

Hypothése: Les anneaux R (X') et R (X") sont intégres, (H)

alors R (X) est un anneau intégre.
Dans le second paragraphe, on montre que R, (X) est un ordre maximal de son corps
de fractions (Théo. 2.3.11).

Intégrité de R, (X). Dans ce paragraphe, on suppose ’hypothése (H) satisfaite. On
reprend les notations de 2.1 et on considére les ideaux suivants de K [X]:

(X) - (mll'l (xl) ml> XmZv ceer an) et Cq(x) = (minq(X"), le Xva AR an)'
Proposition 2.3.1. Ona:

(l) Lq(x) = Iq(xl)Kq[x} + Kq[x]Xml + Kq[x]xmz +...+ Kq[X]an,
(2) C,(X) = LXK,X] + K XX, + K, [XIX,, + ... + K, XX,

Preuve. En procédant comme en 2.2.5, on montre aisément que 1,(X") est (6,1, 9,,)-
stable et que pour I<s<n-1, Plidéal (min(X") <KX, ,] est stable sous
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(Tmer15 Omsir)- 11 s’ensuit que (min (X)) = [,(X)K, [X] <« K [X]. D’autre part, il est clair

par definition de K, [X] que le suite {X,,, X,,,..., X,,} est une suite normalisante de
K,[X]. Le point (1) s’ensuit immédiatement. A Paide de l'isomorphisme Tr de
transposition, on en déduit (2). [

Proposition 2.3.2. Les idéaux LX) et C(X) de K [X] sont complétement premiers.

Preuve. Il est clair que K [X]/L,(X) 2= K,[X]/I,(X) et K, [X]/C,(X) = K, [X")/I, (X")
L’hypothé¢se (H) assure donc que L (X) et C (X) sont completement premiers.

Lemme 2.3.3. Soit G € C,(X), alors, il existe H € I,(X") <K, [X"], H,, ..., H,_, € K [X]
et H, € ®2K, [X"]1X,,, telsque G = H+ H/X,, + H,X,, +... + H,X,,.

Preuve. D’apres 2.3.1, C(X) =1(X")K,[X] + K, [X]X,, +.. .+ K [X]X,,. D’autre part,
il est clair d’aprés (2) que I(X")K,[X] € I,(X") + K,[X]X;, + ... + K,[X]X,,. Par suite,
on a C(X) = I,(X") + K [X]X;, + ... + K [X]X,,

Ainsi, si GeC(X), G=H+HX,,+...+H,X,,, ou Hel(X") et H, e K[X],
1 < i < m. Compte tenu de (2) et du fait que, pour 1 <i < m, les X, commutent deux-
a-deux a un scalaire pres, on peut supposer que H,, € @K, [X"1X!., ce qui achéve la
preuve. O

Nous montrons, 4 présent, que I'idéal (min,(X), X,,,) de K [X] est semi-premier (Théo.
2.3.5).

Lemme 2.3.4. Les idéaux premiers minimaux au-dessus de (min,(X), X,,) sont les
idéaux complétement premiers L(X) et C,(X).

Preuve. Il est clair que (min/(X), X,,) € L,(X)NC,(X). Soit P un idéal premier
minimal au dessus de (min,(X), X,,,). Si ie N,_, et je N,_;, comme X,, et le mineur
quantique [(i, m); (j, n)], = X;;X,.. — ¢X,,;X,, sont dans P, on a X, X,, € P.

l-er cas: X,, & P. Alors pour JeN,_, X,;X,, € P et comme X, est un élément
normal de K [X], on a X,,; € P. Ainsi, P contient L (X). D’aprés 2.3.2, la minimalité de
P conduit & P = L (X).

2-éme cas: X,, € P. Nous allons montrer qu’alors X, € P pour i € N,_,. Remarquons
d’abord que Il'isomorphisme K [X]/L,(X) = K [X]/I(X) joint a 2.1.2 assure que
X, € L,(X). A présent, supposons que X,, ¢ P. Alors, comme X,, est normal modulo
Xi.» les relations X,,;X,, € P, je N,_,, conduisent a X,; € P, pour j € N,_,. Mais alors
LX) € P et, par minimalité de P, L (X)= P. Ceci conduit a X, € L,(X) qui est une
contradiction. Ainsi, X;, € P. Comme {X,,, X,,, .. - } est une suite normalisante,

m 1,n
on peut itérer ce procédé et conclure que X,,, ..., X,,,_,',l € P. Finalement X,,,..., X,,, € P
et donc C,(X) € P. Puisque P est minimal, d’apres 2.3.2, il vient C,(X) = P. Ceci achéve
la preuve. O

Théoréme 2.3.5. Dans K [X], on a (min(X), X,,,) = L ,(X) N C,(X).
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Preuve. Compte tenu de 2.3.4, il reste 2 montrer que (min (X), X,.,) 2 L,(X) N C,(X).
Soit F dans L (X)N Cy(X); d’aprés 2.3.1, F = F + F’, ou F' € I(X)K [X] € (min,(X),
Xon) €t F' =37 FX,;, avec F, € K [X]. Il suffit de montrer que F” € (min,(X), X,,)-
De plus, (2) assure que, pour j € N,, F; = G; + 3", G;;X,,, ou G; € K [X"] et G;; € K [X].
Donc, F=G+G,o0 G=)[,GX,; et G =3 [, Y, G; X, X, Ilvient,

G =301 GyXuXn,
=7 Y GyXia Xy + X0 GiuXinXonn + L1 G s Xown Ko + G X Ko
=35 Y0 Gy (X X — [, m); (G, m)],)
+ 20 G XX + 215 G X Xonj + Grn X X

Ainsi, G’ € (min(X), X,,,) € L (X)NC,(X) et par sute G=F' -G =F—-F -G ¢
L,(X) N Cy(X). En particulier G € C,(X) et d’aprés 2.3.3, il existe H € I (X") <K, [X"],
H, € ®2K,[X"]1X,, et H, € K[X], pour i € N,_,, tels que G = H+ Y}, HX,,. D’autre
part, G =) L, G;X,; € K [X'] ® K,[X"]X,,, donc

m—1
G - H - Hmen = Z HXIH € ®i=0Kq[x”]X£nn'
i=1

Enfin, K,[X] est un K, [X"]-module libre 4 gauche de base {X7},... X5, (i), ..., i,) € N"}
(voir (2)). Compte tenu des relations de commutation a un scalaire non nul prés entre les
X, il est clair que Z}";,‘ H,X,, peut s’écrire comme combinaison linéaire a coefficients dans
K,[X"] d’¢léments X7, ... X5, ot iy +...+i,_, # 0. Puisque G— H— H,,X,,, € ®2K, [X"]X.,,,

il vient G — H — H, X,,, = 0 et donc G € (min,(X), X,,,). Ainsi, F" € (min,(X), X,.,). O
On peut, a présent, montrer que R (X) est intégre.

Lemme 2.3.6. Soit F € K [X] Siil existe pe N tel que X} F € I,(X), alors il existe
r € N tel que FX7, € 1,(X).

Preuve. On a une injection canonique K [X]— K [X]x, et I,(X)K,[X]y,, =I1,(X)
(voir 2.2.~2). Notons que X, & [,(X). En_ effet, dans le cas contraire, on aurait
X Xin € 1(X) et donc X, € I(X) ou X,, € I (X) (cf. 2.2.7), contredisant 2.2.2. :

Soit alors F € K [X]; si il existe pe N tel que X7,Fe I,(X), on a X7, F e [(X).
Comme X, & I(X), 2.2.7 assure que F € I(X) = I,(X)K,[X]y,. Par suite, il existe
r € N tel que FX7, € I(X). ]

Proposition 2.3.7. Soit F e K [X], si il existe pe N tel que FX% € 1(X), alors
F € 1,(X). En d'autres termes, X,, est régulier a gauche modulo 1 (X).

Preuve. On raisonne par récurrence sur le degré total de F (noté degF). Soient
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FeK/[X] et peN tels que FXT, € I(X). Si degF =0, F e K. Si F #0, il s’ensuit que
T € I(X), ce qui est faux d’aprés 2.1.2. Ainsi, P’assertion est vraie pour deg F = 0.
Soit d € N, on suppose le résuitat acquis pour tout élément de degré au plus d et

on considére un élément F € K [X], de degré d+1 et tel que FX7, € I(X) pour un

certain entier p € N. Alors, FX7], € L,(X)N C,(X) (cf. 2.3.4). Comme LX) et C,(X)

sont completement premiers (cf. 2.3.2), et ne contiennent pas X;,, on a F € (I,(X), X,,,)

d’apres 2.3.5. D’aprés 2.1.3, X,,, est normal modulo I (X), F peut donc s’écrire sous

la forme F = G+ X,..f, ou G € I (X) et f € K [X]. De plus, comme I (X) est engendré
par des ¢léments homogénes de I'anneau K, [X] (gradué par le degré total), c’est un
idéal gradué qui contient donc les composantes homogénes de ses élements. Il s’ensuit

que ’on peut supposer que deg f < d.

Comme FX7, € I(X), il vient X,,fX} € I(X). Le lemme 2.3.6 assure alors qu’il

existe r € N tel que fX|, € I,(X). Mais, par hypothése de récurrence, ceci conduit a

f € I,(X), et finalement F € I (X). O

Théoréme 2.3.8. L’anneau R (X) est intégre.

Preuve. Soient m et n deux entiers non nuls (m, n > 2) et X = (X)), <i<m 1<j<n- S1 I'ON
suppose R (X) et R (X") intcgres, 2.2.7 et 2.3.7 assurent que R (X) est int¢gre. On peut
alors conclure par récurrence comme indiqué dans I’introduction de cette sous-
section. d

Normalité de R (X). On montre a présent que I'anneau intégre R (X) = K [X]/I(X)
est un ordre maximal de son corps de fractions. On notera x;; la classe de X;; modulo
1,(X). D’aprés 2.1.3, les x;; € R, (X) commutent deux-a-deux a un scalaire non nul prés.
Ils sont donc normaux.

Lemme 2.3.9. La partie multiplicajive {x},,i € N} est un ensemble de dénominateurs
de R,(X). De plus R (X),, =K, [X]y, /I,(X).

Preuve. Comme x,, est normal dans R,(X),{x},,i € N} est un ensemble de
dénominateurs de R, (X). De plus, le morphisme canonique K, [X]— R (X)— R (X),
induit un morphisme K [X]y, — R,/(X), , clairement surjectif et donc le noyau est

I(X). O

Proposition 2.3.10. L'ensemble {x', ie N} est un ensemble de dénominateurs de
R(X) et I'algébre intégre R (X),_ est un ordre maximal de son corps de fractions.

Preuve. On reprend les notations de 2.1.7. D’aprés 2.3.9, {)};,i € N} est un
ensemble de dénominateurs de R,-(Y) et R(Y), =K [Y]y, /I,+(Y). D’aprés 2.2.7,
R,(Y),, est donc un ordre maximal de son corps de fractions. De plus, il est clair
c~l’aprés 2.1.7 que Ulisomorphisme S:K[X]— K,-[Y] induit un isomorphisme
S: R(X),_ — R, (Y),,. Ceci achéve la preuve. O

https://doi.org/10.1017/50013091500020563 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0013091500020563

ANNEAUX DETERMINANTIELS QUANTIQUES 635

Théoréme 2.3.11. L’anneau intégre R (X) est un ordre maximal de son corps de
fractions.

Preuve. D’aprés 2.3.5, (min,(X), X,,) = L,(X)N C(X) <K, [X]. Il s’ensuit que les
idéaux [(X) = (Xm1s--+s Xma) €t €,(X) = (X4, . .., X,.,) de R(X), qui sont completement
premiers d’aprés 2.3.2, satisfont a (x,,) = [,(X) N ¢, (X). De plus, on a déja vu que x,,
est un ¢lément normal de R, (X). Enfin, les relations de commutation entre x,, et les
générateurs de 1,(X) et c,(X) (qui se déduisent de la définition de K [X]) montrent que
ces deux idéaux sont stables sous ’automorphisme associé a I’élément normal régulier
Xn, de R (X). Comme d’apres 2.3.10 R (X),_ est un ordre maximal de son corps de
fractions, on est dans les hypothéses du lemme 1.1 qui permet de conclure que R (X)
est un ordre maximal de son corps de fractions. O

3. Espaces quantiques uniparameétrés

Dans cette section, nous étudions le cas de I’espace quantique uniparamétre E}.
Rappelons que si n€ N* et g € K*, El =K/ [V}, Y, ..., Y] est I’algebre engendrée sur K
par n générateurs Y,, ..., Y, soumis aux relations Y, Y, =qY, Y, pour 1 <i< j<n. Ilest
clair que E! est une extension de Ore itérée du corps K, intégre et noethérienne.

Dans la premiére sous-section, nous rappelons la classification du spectre de E? pour
K algébriquement clos et q non racine de I'unité. Dans la seconde, nous étudions
certains facteurs intégres de E? et montrons en particulier que, si K est algébriquement
clos et g non racine de 'unité, alors tous les quotients premiers de E? sont des ordres
maximaux de leur corps de fractions.

3.1. Spectre premier des espaces quantiques uniparametreés

On reprend les notations de [1]. On note W ’ensemble des parties de N,. Alors, si
w €W, on note spec,E! I'ensemble des idéaux premiers p de E! tels que
pN{Y,ieN,} ={Y,i€ w)}, de sorte que le spectre de E!, noté spec EI, est réunion
disjointe des spec, Ef, w € W.

Pour w € W, on note J, I'idéal engendre par {Y,, i € w}. Il est clair que c’est un idéal
complétement premier. D’autre part, si @ € W est tel que n —cardw = m soit impair
et sil, <... <1, est la suite ordonnée des entiers de N,\w, on montre aisément que
pourtout e K, ¥, Y, ... Y, —AY, Y, ... Y, est normal modulo J, et on pose:

Pos=Jo+ (Y, ... Y, —AV,Y, ... Y )
Il est connu que, pour tout g € K*, les idéaux p,, sont complétement premiers (voir
[14, Chap. 3, prop. 2.1.2]). D’autre part, lorsque K est algebriquement clos et g non

racine de l'unité, la proposition suivante classifie le spectre premier de E? (voir [16, §3
p. 144} et [1, 4.9]). On a:
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Propostion 3.1.1. Supposons K algébriquement clos; si q € K* est non racine de
l'unité, alors spec E! = U, spec,E? et

si n — card w est pair, alors spec E! = {J,},

si n — card  est impair, alors spec,El = {J,} U {p,,, 4 € K'}.

3.2. Facteurs premiers des espaces quantiques uniparamétrés

Nous prouvons, a présent, que les facteurs premiers de E; par les J, et les p,,, sont
des ordres maximaux de leur corps de fractions. Pour les J, c¢’est immédiat puisque
Ei/J, = El, ou m = n — card w (voir 1.3). Nous nous limitons donc aux p,, ;. De plus, il
est clair que pour tout idéal p_ ,, il existe un automorphisme de E? qui échange p,,, et
p,.1. C'est pourquoi dans la suite nous n’¢tudierons que p,,,. Enfin, on peut se ramener
au cas ou @ = @ en travaillant modulo J,. En effet, dans les notations précédentes:

E/po) 2 K[Y,, ... L V(G Y,...Y, - Y, Y,...Y )

Posant m = 2p+ 1, il s’agit donc de montrer que le quotient de Ej,,, par I'idéal
complétement premier (Y,Y;...Y,,, — LY...Y,) est un ordre maximal de son
corps de fractions. Pour toute la fin de cette sous-section, nous posons
Y=YY.. Y., - %Y. .5,

Le cas p=0 est trivial. Le cas p =1 est immédiat puisque, E3/(Y) 2 K [Y,, ¥;] est
une extension de Ore itérée de K (voir 1.3).

Notons y; la classe de Y, modulo (Y). Il est clair que y,ys;...y,,, est un élément
normal régulier de Ej,,,/(Y) et que (E; H,/(Y))ym e, (E;,,,,,)Yly, X /(Y). Enfin,
posant F =K/ Y, Y5,..., Blyy. .y, 0na aisement F =~ (E2r+l)v.v, Y. l/(Y) Finalement:

Egp+|/(y)<_> (Egp+|/(Y)))’IYJ---Yz,-| = F (9)

Nous établissons 4 présent un lemme sur les espaces quantiques multiparamétrés
utile dans la preuve de 3.2.2. Rappelons qu’un anneau est dit réduit lorsqu’il ne
contient pas d’éléments nilpotents non nuls; il est connu qu’un tel anneau est semi-
premier.

Nous notons M, (K*) l’ensemble des matrices A = (4;)),; «» @ coefficients dans K*
telles que 4; =1 et 4; /1, , pour 1 <i,j<n A une matrice A = (4;) € M (K") on
associe I’espace quanthue multiparamétré, noté E}. C’est I'algébre engendrée sur K
par n générateurs Y,,..., Y, soumis aux relations ¥, ¥, = 4;Y;¥, pour 1 <i,j<n Ona
alors:

Lemme 3.2.1. Soient n un entier tel que n>2, A =(4;)€ M,K") et Ey I'espace
quantique multiparamétré associé. On considére deux entiers r et s tels que 1 <r <s<n

etonposem=Y,...Y,etm =Y, ... Y. Alors, 'anneau quotient Ei[(m, m') est réduit.

Preuve. On a E} = K[Y][Y;; 0,]...[Y,; 6,], ol pour 2 < i <n, o; est ’automorphisme
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de K[Y][Y; 6,]. . .[Yi); 0,,] défini, pour 1 < j <i—1, par g(Y)) = 4;¥,. Comme I'idéal
(Y,...Y) de K[V |][Y;; 0,]...[Y,; 0,] est o;-stable pour r + 1 < i < n, il vient:

Ep/(m,m) = (AlY,,4; 6, .. (Y 6. D/(Y0 ... Yo),

ou A =K[Y][Ys: 05]...[Y,;6,)/(Y;...Y)etou, pour r + 1 < i < n, g, est Pautomorphisme
induit sur 4 par g;.

Posons B = A[Y,,,; 6,,,]...[Y,; 6,]; comme B est un 4-module libre a gauche de base
(v Y Gear o ) €NT'Y 0n a (L) N (YN N(Y) = (Y, ... Y) dans B.
Considérons alors I’application ¢ : B — B/(Y,,,) x ... x B/(Y,) définie par ¢(f)=
(F+ (Yoo -- ., £+ (Y,). D’aprés ce qui préceéde, ker¢p = (Y, ... ¥,). On dispose donc
d’une injection:

Ep/(m,m) = B/(Y,, ... Y)— B/(Y,,) x ... x B/(Y).

D’autre part, pour r+1<i<s, on a B/(Y,) = E}(Y,...Y,,Y)=E/(Y,...Y), ou E,
désigne le sous-anneau de E} engendré par le Y, pour j #i. Il est clair que E; est un
espace quantique multiparamétré et que, dans E;, I’idéal (Y]...Y,) est intersection
d’idéaux complétement premiers: (Y;... YY) =(¥))N...N(Y). Ainsi, pour r+ 1 <i <sy,
B/(Y;) est un anneau réduit et par suite B/(Y,,,) x ... x B/(Y,) est un anneau réduit. Il
s’ensuit que E*/(m, m') est réduit. O

Proposition 3.2.2. Soit T (resp. J) l'ensemble des entiers impairs (resp. pairs) de
N,,. Pour (i, j) € I x J, on pose P,; = (y;, y;) < E3,.1 /(Y). Alors:

(i) pour tout (i, j) € I x J, P, ; est complétement premier,

(i) {P,;, (i, j)€ I x J} est l'ensemble des idéaux premiers minimaux au dessus de
0y y2p—l)'

(i) Onys ... ,Vzp-l) = NgxsPj

Preuve. Pour (i, j) € T x J, I'idéal (Y, ¥) de Ej,,, est complétement premier et
contient (Y). On en déduit (i). D’autre part, soit P un idéal premier minimal au dessus
de (1y3...Y5-1)- Alors, y;y3...y5, €t y¥5...y,, sont dans P. Puisque, pour
k € Ny,,,, les y, sont normaux, il existe donc (i, j) € Z x J tel que (y;, y;) € P. D’aprés
() on a alors P=P,; d’ou (ii). Enfin, remarquons que (E3,.,/(Y))/(31¥s ... Yopuy)
ELn/(hY, ... Yy |, VY, ... Y,). Quitte & réindexer les Y,, le lemme 3.2.1 s’applique &
Epn/(MYs... Yy, Y. Y5,). On en déduit que (E3,./(Y))/(0ys- .. Ysp-y) €St semi-
premier, d’ou (ii1). O

Corollaire 3.2.3. L'anneau intégre E3,.,/(Y) est un ordre maximal de son corps de
Sfractions.

Preuve. D’aprés 3.2.2, I'idéal (y,y;...y,,_;) de Ej,.,/(Y) est intersection des idéaux
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complétement premiers P;; pour (i, j) € T x J. L’automorphisme associé¢ a ’élément
normal régulier y,y;...y,_; € Ej,.,/(Y) agit par multiplication scalaire sur les y,. Il
laisse donc stable les idéaux P, (i, j) € T x J. Enfin, d’aprés (9), (Eg,,d,,/(Y))Mmyz’_l est
isomorphe a un localis¢ d’espace quantique multiparamétre; a ce titre, c’est un ordre
maximal de son corps de fractions (voir 1.3). On est donc dans les hypothéses du
lemme 1.1 qui permet de conclure. O

D’aprés 3.2.3 et 3.1.1, on a finalement:

Théoréme 3.2.4. Soit n € N* et g € K. Dans les notations de 3.1,

1) si w, A e Wx K‘, alors E: Jm et Ez sont des anneaux intégres et des ordres
w,A
maximaux de leur corps defractions;

(i1) en particulier, si K est algébriquement clos et q non racine de l'unité, alors tout
facteur (complétement) premier de E! est un ordre maximal de son corps de fractions.

La remarque suivante énonce sans preuve certains résultats de factorialité concernant
E? et ses quotients premiers. Les preuves de ces résultats se trouvent dans {14, Chap.
3 §81.1 et 2.2].

Remarque 3.2.5. La notion d’anneau noethérien factoriel (non nécéssairement
commutatif) est introduite dans [S]. Un anneau R est dit noethérien factoriel si il est
noethérien premier et si tout idéal premier non nul contient un idéal principal (c’est-a-
dire engendré par un élément normal) premier et non nul. D’aprés [S, 2.4], un anneau
noethérien intégre factoriel est un ordre maximal de son corps de fractions. A 'aide de
[5, 4.2] on montre que tout espace quantique multiparamétré E} est un anneau
noethérien factoriel ([14, Chap. 3 cor. 1.2.5]). Cependant, dans les notations
précédentes, on peut montrer que pour p > 2, E3,,,/(Y) n’est pas un anneau factoriel
([14, Chap. 3 cor. 2.2.6]). En particulier, il n’est pas isomorphe a un espace quantique
multiparamétré. Ainsi, pour (w,4) e Wx K® tel que n—card w soit impair, si
n—cardw # 1 ou 3, El/p, , est un ordre maximal de son corps de fractions sans étre
un anneau factoriel.

Nous terminons par une remarque concernant certains facteurs complétement
premiers de I’algébre de Weyl quantique A%,

Remarque 3.2.6. (1) On reprend les définitions et notations de [13). Soit n € N*; a
a=(q.,-...q,) € (K)" et A € M, (K"), on associe ’algébre 4%* définie au 2.1.1 de [13].
Nous supposons les g; distincts de 1, disposant ainsi des résultats de [13, §3.1]. Pour
la définition d’idéal algorithmique de A%, nous renvoyons a [13, §3.1]. Rappelons que
ces idéaux sont complétement premiers ([13, 3.1.6]). En appliquant les méthodes
développées dans le présent travail, on montre que si P est un idéal algorithmique de
A¥Aalors Panneau intégre A%*/P est un ordre maximal de son corps de fractions ([14,
Chap. 3 théo. 3.4)).
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(2) De plus, d’apres [13, 3.2.3], si K est algébriquement clos et de caractéristique nulle
et si le sous-groupe de K engendré par les coefficients de g et A est libre de rang
In(n+1), alors le spectre de A?" est réduit aux idéaux maximaux (dont les anneaux
résiduels sont isomorphes a K) et aux idéaux algorithmiques. En fait, sous ces
hypothéses, et en utilisant la famille compléte de générateurs d’un idéal algorithmique
(définie en [13, 3.1.8]), on montre que tous les facteurs premiers de A** sont
factoriels.
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