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NORMALITE DE CERTAINS ANNEAUX DETERMINANTIELS
QUANTIQUES

by LAURENT RIGAL

(Received 5th January 1998)

Let K,[X] = O,(M{m, n)) be the quantization of the ring of regular functions on m x n matrices and /,(X) be
the ideal generated by the 2 x 2 quantum minors of the matrix X = (X,j)l<lsiulll<, of generators of K,[X]. The
residue class ring R,(X) = K,[X]//,(X) (a quantum analogue of determinantal rings) is shown to be an integral
domain and a maximal order in its division ring of fractions. For the proof we use a general lemma
concerning maximal orders that we first establish. This lemma actually applies widely to prime factors of
quantum algebras. We also prove that, if the parameter is not a root of unity, all the prime factors of the
uniparameter quantum space are maximal orders in their division ring of fractions.

1991 Mathematics subject classification: 16D30, 17B37, 16H05.

Introduction

Ce travail s'attache a 1'etude de certaines algebres quantiques du point de vue de la
normalite et en particulier a celle d'analogues quantiques d'anneaux determinantiels.

Dans la premiere section, nous etablissons un lemme general concernant la propriete
d'ordre maximal (lemme 1.1). Ce lemme est une version non commutative d'un resultat
connu en situation commutative (voir [2, lemme 16.24]) sur lequel M. Lazarus a attire
notre attention. II s'applique tres largement aux algebres quantiques comme nous le
verrons dans les sections suivantes. Les resultats sur la notion d'ordre maximal utilises
dans ce travail sont essentiellement dus a M. Chamarie et G. Maury (voir [3], [4] et
[8]).

Dans la seconde section, nous considerons la quantification K,[X] = Oq(M(m, ri)) de
l'anneau des fonctions regulieres sur les matrices de format rectangulaire m x n. Nous
montrons que, si J,(X) designe l'ideal de K,[X] engendre par les mineurs quantiques de
format 2 x 2 , alors l'anneau quotient Rq(X) = Kq\X]/Iq(X) est integre et un ordre
maximal de son corps de fractions.

Ce resultat est done une quantification de proprietes classiques dans le cas
commutatif concernant les anneaux determinantiels (voir [2]). La preuve developpee ci-
dessous est une quantification de celle etablie dans le cas commutatif par D. W. Sharpe
(voir [15]).

Dans un travail recent (voir [7]), K. R. Goodearl et T. H. Lenagan ont demontre
que l'ideal de Oq(M(m, n)) engendre par les mineurs quantiques de format t x t
quelconque est completement premier.
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622 LAURENT RIGAL

Dans la troisieme section, la meme approche est appliquee a l'etude de certains
facteurs integres de l'espace quantique uniparametre E"n. On prouve en particulier que
si le corps de base est algebriquement clos et le parametre q non racine de l'unite,
alors tous les facteurs premiers de Eq

n sont des ordres maximaux de leur corps de
fractions.

Notations. Dans tout ce travail, K designe un corps commutatif et si p e N*, on
pose Np = { 1 , . . . , p}. D'autre part, si R est un anneau et si x est un element de R tel
que X = {x\ i 6 N} soit un ensemble de denominateurs a droite de R, on note Rx

l'anneau localise RX~l. De plus, si R est une K-algebre et k e K*, pour (a, b) e R2, on
pose [a, b\k = ab — kba (et [a, b] = ab — ba). Enfin, la notation I<R signifie que / est un
ideal de R.

1. Un lemme general sur les ordres maximaux

Le but essentiel de cette section est de prouver le lemme 1.1. Pour la coherence de
l'ensemble, nous rappelons certains resultats classiques sur les ordres maximaux en
suivant [9].

Pour la definition generate d'ordre maximal, nous renvoyons a [9, chap. I]. Nous
nous placons dans le cadre ou R est un anneau noetherien integre et notons
Q = Frac(R) son corps de fractions. II est immediat qu'alors R est un ordre de Q ([9,1 §2]).
Dans ces conditions, l'anneau R est un ordre maximal de Q si il verifie la propriete
suivante: si T est un anneau tel que R c T c Q et tel qu'il existe a et b dans R\(0] tels
que aTb c R, alors T = R.

Si I est un ideal non nul de R, on pose 0,(J) = {q e Q \ ql c /} et Or(J) =
[q e Q | Iq c /}. D'apres [9, 1.3.1], R est un ordre maximal de Q si et seulement si pour
tout ideal / non nul de R, O,(I) = Or(l) = R- Ce critere est utilise pour la preuve de
1.1.

Lemme 1.1. Soit R un anneau noetherien integre et Q — Frac(R). On suppose qu'il
existe un element normal non nul x de R tel que

(1) (x) = n[=1p( ou, pour i e Nr, p, est un ideal completement premier de R et

(2) le localise Rx de R en les puissances de x est un ordre maximal de Q.

Enfin, on note x I'automorphisme associe a x {par Va € R, ax = xx(a)). Dans ces
conditions, si pour i € Nr, r(p,) c p. alors R est un ordre maximal de Q.

Preuve. II s'agit de montrer que si (0) / / est un ideal de R, on a O,(I) = Or(I) = R-
Soit (0) 9̂  / un ideal de R; montrons que 0,(7) c R (l'inclusion inverse est evidente).

On note Ix l'ideal engendre par / dans Rx, de sorte que Ix = IRX = RXI (voir [10,
2.1.16 (vi)]). Si qeO,(I), alors qlx = qIRx c IRx = Ix, c'est-a-dire que q e O,(IX).
Puisque Rx est un ordre maximal, il s'ensuit que q e Rx.

https://doi.org/10.1017/S0013091500020563 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0013091500020563


ANNEAUX DETERMINANTIELS QUANTIQUES 623

Supposons alors q e RX\R, on a q = px~s, oil s e N* et p e R\(x). D'autre part,
ql c / assure que Vt e N, q'l c /. Done, si a est un element non nul de /, Vt e N,
q'a e R. En particulier, le sous-/?-module a gauche R[q] de Q engendre par les
puissances de q est inclus dans le sous-R-module a gauche de type fini Ra~* de Q. R
etant noetherien, il s'ensuit que R[q] est noetherien et par consequent, il existe n e N et
une famille {a,,,..., an) d'elements de R tels que q"+1 — anq" + ... + a0. En posant
a - i\ on obtient que (j>x's)n+} — an(px~s)n + ... + a^, puis que po(p)... ff"(/?)x~5("+l) =
anpo(p)... a"~i(p)x's" + . . . + oo. II s'ensuit que po(p)... a"(p) e (x).

D'autre part, (x) = nj=,p(, les p, etant des ideaux completement premiers stables sous
l'automorphisme T associe a x. II vient que, pour i e Nr, pa{p)... o"(j>) e p,. Par suite,
tout p, contient l'image de p par une certaine puissance de T et done p lui meme.
Finalement, p e n[=,p, = (x), ce qui est une contradiction. Done O,(f) c R.

On montre de meme que Or(I) ^ R. D

Remarque 1.2. Nous remercions Marc Chamarie de nous avoir signale que le
lemme 1.1 reste vrai si R et les p, sont seulement supposes premiers et que la condition
suffisante t(p,) c p,, pour i e Nr, est aussi necessaire (lorsque p, est premier minimal
au dessus de (x)).

Remarque 1.3. Soit R un anneau noetherian integre, ordre maximal de son corps
de fractions.

(i) Si a est un automorphisme de R et 8 une a-derivation de R, alors R[x; a, 6] est
un ordre maximal de son corps de fractions ([9, V.2.5]).

(ii) Si 5 est un ensemble de denominateurs a droite et a gauche de R, alors
est un ordre maximal de son corps de fractions ([9, IV.2.1]).

2. L'anneau determinantiel quantique Rq(X)

Cette section s'attache a l'etude de l'anneau determinantiel quantique Rq(X), quotient
de K,[X] = Oq(M(m, n)) par l'ideal 7,(X) engendre par les mineurs quantiques 2 x 2 .
Cet anneau est defini dans la premiere sous-section. Dans la seconde, nous montrons
que le quotient du localise K,[X]Xl| par l'ideal engendre par les mineurs quantiques
2 x 2 est un anneau integre et un ordre maximal de son corps de fractions. Dans la
troisieme sous-section, nous montrons que Rq(X) est un anneau integre et un ordre
maximal de son corps de fractions en relevant les proprietes obtenues pour le localise

2.1. Definitions et proprietes elementaires

La definition de Oq(M(m,«)) rappelee ci-dessous est celle qui figure dans [12] (en
changeant q en q~') et [11]; nous renvoyons a ces deux articles pour les resultats
mentionnes sans preuve. Soient (m, n) e N* x N* et q e K*; on note Oq(M(m,«))
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l'algebre engendree sur K par mn generateurs notes XiS (ou Xi} si il y a un risque de
confusion), (i, j) e Nm x Nn, soumis aux relations suivantes:

pour 1 < i < m, et 1 < ;' < / < n;

, pour 1 < i < k < m, et 1 < ; < n;

XjjXu = XkiXip pour 1 < k < i < m, et 1 < j < / < n;

Xi}Xu - XklXij = (q- q~l)XuXkj, pour 1 < i < k < m, et 1 < ; < / < n.

Lorsque m = n, on note Oq(M(nj) au lieu de Oq(M(m, n)).
II convient de representer les generateurs de Gq(M(m, n)) sous forme matricielle;

posons alors X = (X,j)lii£miij£K. Dans ces conditions, l'algebre Oq(M(m,«)) sera notee
K,[X].

II est clair que Kq[X] est graduee par le degre total en les Xtj. Pour d e N, on note K,[X],,
le sous-espace vectoriel des elements de degre total d. On a alors K,[X] = ©^ol^fX],,.

Notations 2.1.1. (1) Lorsque m = n, on note det,(X) = Yi^sS.-^x<\).\ • • • xm.«
le determinant quantique de X (Sn est le groupe des permutations de Nn et l(o) la
longueur de a e Sn). C'est un element central de K,[X] (voir [12, (4.6)]).

(2) Si Z est une sous-matrice carree de format r x r de X, la sous-algebre de K,[X]
engendree par les coefficients de Z est isomorphe a Oq(M(r)). Le determinant quantique
de Z est un element de K,[X]. Un tel element s'appelle un mineur quantique r x r de

K,pq.

Ce travail s'interesse aux mineurs quantiques 2 x 2 . On pose:

[('> fc); 0 . 01, = X,jXu - qXitXkj, pour 1 < i < k < m, et 1 < j < I < n;

c'est le mineur quantique associe a la matrice extraite de X en ne conservant que les
lignes i, k et les colonnes j , I. On note alors min,(X) l'ensemble des mineurs quantiques
2 x 2 de K,[X] (si n = 1 ou m = 1, min,(X) = 0). Enfin, 7,(X) designe l'ideal de K,[X]
engendre par min,(X) et Rq(X) l'anneau quotient associe:

7,(X) = (min,(X)) < K,[X] et R,(X) = K,[X]//,(X).

Remarque 2.1.2. La structure d'anneau gradue de Kq[\] assure que, pour
(i, ;) e Nm x Nn, X^ 4 7,(X). De plus, l'ideal [Xl}, I <i<m,l<j<n) de K,[X] est
completement premier, contient /,(X) et ne contient aucun Xtj, pour 1 < j < n. II
s'ensuit que /,(X) ne contient aucun monome en les Xtj, pour 1 < j < n.

Remarque 2.1.3. L'algebre O,(M(2)) est engendree par Xn,Xx2,Xlx et X22- On note
5 son determinant quantique. Compte tenu de la relation XUX22 — X22XU —
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(q — q )XnX2l, il vient d — XUX22 — qXl2X2l = X22XU — q~ Xl2X2l. On a egalement
• ^ n ^ ~ Q2X22Xn = (1 — 92)<5- Cette relation assure que Rq(X) est isomorphe a un
quotient d'espace quantique.

K,[X] comme extension de Ore iteree. Si m > 2 (resp. n > 2), on note X' (resp. X")
la matrice extraite de X en supprimant la m-eme ligne (resp. la n-eme colonne):
»̂ = C-*i/)l<i<m-l,l<;<n e^ ^ = \Aij)l<i<m,l<j<n-l •

La sous-algebre de K,[X] engendree par les coefficients de X' (resp. X") est isomorphe
a Oq{M(m- l,n)) = K,[X'] (resp. Oq(M(m, n - 1)) = K,[X"]); nous identifierons ces
algebres isomorphes. Nous allons decrire Kq\X] comme extension de Ore iteree de
K,[X'] et comme extension de Ore iteree de K,[X"]. Pour ce faire, on introduit les
tableaux suivants, pour s e NB:

k-l.l • •• *m-l., **.-!,..

X Y I

Toutes les notations introduites pour les matrices s'etendent a ces tableaux. En
particulier, on note K,[X'(| s)] l'algebre engendree par les coefficients du tableau
X'(i ,, soumis aux relations definissant K,[X] et dans lesquelles n'interviennent que les
coefficients figurant dans X'(, 5). Ainsi, K,[X'{, ,,] est isomorphe a la sous-algebre de
K,[X] engendree pas les XIJt pour (i, j) e Nm_, x Nn et les Xmj pour j e N,. II est clair
alors que pour i € Nn, il existe un automorphisme ami et une derivation tordue a gauche

[X'(U] = Kq\X'][Xm]; aml, Sm]] et

Enfin, on definit de facon evidente min,(X'(l ,,) et /,(X',, J(), s e Nn. Naturellement,
on peut proceder de la meme fa9on a partir de la matrice X". Finalement:

= Kq\X'][Xml ;aml,Sml]... [X^; a^, Smn],

| = K,[X"][X l n ; au, 5ln]... [Xmn; amn, 5mn].

(1)

(2)

On en deduit, par recurrence, que K,[X] est une extension de Ore iteree de K; en
particulier c'est une algebre integre et noetherienne.

Une localisation de K,[X]. On note 5,, = {kX\u i e N, X e &*} la partie multiplica-
tive de K,[X] engendree par Xn et K*.

Proposition 2.1.4. La partie multiplicative Sn est un ensemble de denominateurs a
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droite de K,[X]; on note K,[X]X]1 = K?[X]5n, le localise a droite de K,[X] vis-a-vis de
Sn. De plus, si m>2, il existe un isomorphisme d'algebres

K,[X]Xu -* Kq[X']Xl][Xml- aml,5ml]... [Xmn; amn, 5mn]

Preuve. On fixe n et on procede par recurrence sur m. Le resultat est vrai lorsque
m = 1 car dans ce cas K,[X] est un espace quantique uniparametre dans lequel Xn est
normal. Supposons le resultat acquis jusqu'a l'ordre m— 1; d'apres (1) Kq[\] est une
extension de Ore iteree de K,[X']. Les relations de definition de K,[X] assurent que
"miC^ii) = Q~lX\\ e t Qu e. pour 2 < j < n, amj{Xn) — Xu. On est done dans les
hypotheses de [6, 1.4] qui permet de conclure. •

Remarque 2.1.5. Comme en 2.1.4, on montre que si s e Nn, alors <SU est un ensemble
de denominateurs a droite de K,[X'(i J ( ] . On pose K,[X'{] s)]Xn = K,[X'(I s)]5n'; alors, il
existe un isomorphisme i/f : K,[X'(1 ^i^.,, ->• K,[X']^n [Xml; <rml, <5ml]... [Xms; <rms, dms] tel que

= XtJ. Dans la suite, on identifiera les anneaux concernes.

Deux isomorphismes des anneaux de matrices quantiques. Les isomorphismes
introduits a present seront utiles dans la suite. Nous ne donnons pas la preuve des deux
propositions suivantes car elle est immediate (lorsque m = n, voir [12, 3.7]).

Le premier est un isomorphisme de transposition entre Oq(M(m, n)) et Oq{M(n, m)).
On conserve les notations precedentes et on pose X = (^i;)i<,<n,i<;<m (matrice des
generateurs de Oq{M(n, m))), de sorte que K,[X] = Oq(M(n, m)).

Proposition 2.1.6. // existe un isomorphisme d'algebres, Tr : K,[X] —*• K,[X], defini
par Tr(Xi;) = Xyr De plus, Tr induit une bijection de min,(X) sur min,(X) et
T ( ( X ) ) / ( X )

Le second est un isomorphisme de «symetrie» entre Oq(M{m, n)) et Gq-\(M(m, n)).
On note Ytj les generateurs canoniques de Oq-\ (M(m, ri)) et Y = (^;)i<,<„,!<;<„• Ainsi,

Propostion 2.1.7. // existe un isomorphisme d'algebres, S : K,[X] - • K,-i [Y], defini
par S(Xjj) = Ym+]_in+]_j. De plus, S induit une bijection de min,(X) sur min,-i(Y) et

R e l a t i o n s e n t r e g e n e r a t e u r s e t m i n e u r s q u a n t i q u e s 2 x 2 d a n s O q ( M ( 3 ) ) . N o u s
procedons, a present, a une etude detaillee de O,(M(3)); elle est justifiee par la
remarque suivante.

Remarque 2.1.8. Considerons un mineur quantique 2 x 2 [(i, k); (j, /)], et un
generateur Xst de K?[X]. Ces deux elements sont contenus dans la sous-algebre de K,[X]
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engendree par les coefficients de la matrices extraite de X en ne conservant que les
lignes i, k, s et les colonnes ;, /, t. Cette sous-algebre est isomorphe a O,(M(2)),
0,(M(2, 3)), Oq(M(3, 2)) ou 0,(M(3)). Ainsi, des relations entre generateurs et mineurs
quantiques 2 x 2 de Oq(M(3)) on peut deduire les relations entre generateurs et mineurs
quantiques 2 x 2 de K,[X].

Nous notons A le determinant quantique de Oq(M(3)). Par ailleurs, comme dans
[12], si (k, 0 e N3, on note A(kl) le determinant quantique de la matrice extraite de
(^;)i<-;<3 e n supprimant la ligne k et la colonne /. Enfin, on pose Ckl = (-q)l~kA(kl);
c'est le cofacteur de Xkl. On considere alors la transposee (C,,),^ ;<3 de la matrice des
cofacteurs. En notant 7d3 la matrice identite de format 3 x 3, on a (voir [12, 4.6] et
[11,(1.17)]):

Enfin, les relations de commutation suivantes se deduisent de [12, (4.4.4), (4.5.1),
(4.6.1) et (5.1.2)].

• ,4(31) est normal dans Oq(M(3)).
4(31) commute avec Xn, Xu, X22, X2i et Xn, (4)
[4(31), X,,],-. = [4(31), Jf2I],-. = [4(31), Xn]q = [4(31), Xn]q = 0.

• 4(32) est normal modulo (4(31)) dans Oq(M(3)).
4(32) commute avec Xu,Xn, X2I, X2J, ,_.
[4(32), *„ ] , = [4(32), Xn\ = 0, [4(32), Xn] = (q - q-l)X3lA(3\), (V

[4(32), Xl2\,-x = (1 - <r2)Xu4(31), [4(32), X22\-> = (1 - q-2)X2lAQl).

• 4(33) est normal modulo (4(31), 4(32)) dans O,(M(3)).
4(33) commute avec X,,, Xn, X2l, X22, .,.
[4(33), Xn]q = [4(33), X2i]q = [4(33), X31], = [4(33), Xi2]q = 0, W

[4(33), X33] = {q~ q-1)(-q-]XiiA(3l) + X324(32)).

4(23) est normal modulo (4(31), 4(32), 4(33)) dans O,(M(3)).
4(23) commute avec Xu,Xn, X3l, X32,
[A(23),Xli], = [A{23),X3i]q = 0, (7)
[4(23), X21]q = (1 - q2)X3lA(33), [4(23), X22]q = (1 - 9

2)X324(33),
[4(23), X23V = (9 - «-')(Jf,,/l(31) - <7*324(32)).

4(22) est normal modulo (4(31), 4(32), 4(33), 4(23)) dans 0,(M(3)).
4(22) commute avec Xxl,X3l, Xn, Xn,
[4(22), Xn]q = (1 - q2)XnA(23), [4(22), X21], = (1 - q')XiX 4(32), (8)
[4(22), Xn]q = (1 - «2)X334(23), [4(22), X23], = (1 - <Z2)*334(32),
[4(22), X22V = (1 - <72X*334(33) + X314(31) + qX23A(23)).

Pour etablir la derniere identite de (7), on utilise [4(23), X2i]f — [4(23), X2i]+
(1 — ^2)^234(23) et on applique successivement (5.1.2) et (4.4.4) de [12]. La derniere
identite de (8) s'obtient a partir de [4(22), X^ = <?2[4(22), X22] + (1 - <?2)4(22)*22 en
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appliquant la encore (5.1.2) puis (4.4.4) de [12] ainsi que l'expression de [.4(32), Xn]
mentionnee dans (5).

2.2. Sur I'ideal des mineurs quantiques 2 x 2 de K4[X]X||

L'objet de cette sous-section est l'etude de I'ideal 7,(X) de K,[X]X|1 defini en 2.2.1.
Nous montrons que Kq[X]Xu/Iq(X) est integre et un ordre maximal de son corps de
fractions. On reprend les notations et conventions introduces en 2.1.4 et 2.1.5.
Rappelons que l'anneau integre K,[X] s'injecte canoniquement dans son localise

Definition 2.2.1. On note Iq(X) I'ideal de Kq\X]Xu engendre par les mineurs quantiques
2 x 2 : 7,(X) = (min,(X)) = ([(/, k); (;, /)],. 1 < ' < k < m, 1 < j < I < n).

Remarque 2.2.2. (1) D'apres [10, 2.1.16 (vi)], 7,(X) = 7,(X)K,[X]XlI. De plus, 7,(X)
est un ideal propre. En effet, supposons qu'il existe ; e Nn tel que Xtj G 7,(X). Alors, il
existe s e N tel que X^X'U G /,(X), ce qui contredit 2.1.2. En utilisant l'isomorphisme
Tr (prolonge aux localises en Xu), il vient done que pour j e Nn, Xtj & 7,(X) et pour
i e N», Xa <t 7,(X).

(2) Ce qui precede s'etend aux anneaux K,[X'(I . ^ . s e N , (voir §2.1). On note
7,(X'(1 j,) I'ideal de K,[X'(, s]]Xu engendre par les mineurs quantiques 2 x 2 de X',, ,,.
Comme precedemment, 7,(X'(1 „) =_/,(X'(, . ^ [ X ' , , , ,1^ , . De plus, 7,(X'{1 „) est un
ideal propre car si il contenait AT,,, /,(X) contiendrait aussi X,, ce qui est faux d'apres
le (1).

Nous commencons par donner une famille de generateurs restreinte de /,(X).

Proposition 2.2.3. 7,(X) est engendre par min,(X') et les [(1, m)\ (1, /)],, 2 < I < n.

Preuve. Posons 7,°(X) = (min,(X'), [(l,m); (1, 0],, 2 < / < «)<K,[X]X|]. L'inclusion
Iq (X) c 7,(X) est triviale. Pour l'inclusion inverse, il s'agit de montrer que tous les
mineurs de la forme [(i, m); (j, /)],, (i, j) / (1, 1), sont dans 7,"(X). Soit [(i, m); (j, /)], un
tel mineur.

1-er cas: i = 1 et j ^ 1. D'apres (3), dans la sous-algebre de K,[X] engendree par les
Xrs oii r = 1, m et s = 1, j , I (qui est isomorphe a O,(Af(2, 3))), on a q~2Xu[(l, m)\ (j, l)]q—
« - % [ ( l , m); (1, 0], + Xu[(l, m); (1, ;)], = 0, d'ou [(1, m); (;,/)], e 7,"(X).

2-eme cas: i / 1 et j = 1. D'apres (3), dans la sous-algebre de K,[X] engendree par
les Xrs ou r = l,i, m et s—l,l (qui est isomorphe a Oq(M(3, 2))), on a la relation
q2[(i, m); (1, 0 ] ^ , , - ?[(1. m); (1, 0],^ii + [0.0; 0 . 0],*«i = 0- Done [(i, m); (1, 0],€ 7,B(X).

3-eme cas: i ^ 1 et j ^ 1. Soit Z la sous-matrice de X obtenue en ne conservant que
les lignes l,i,m et les colonnes \,j,l et notons [(1, j,m); (1, j , /)], le determinant
quantique de Z. La sous-algebre de K,[X] engendree par les coefficients de Z etant
isomorphe a O,(M(3)), d'apres (3):
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[(1, i, m); (1, j , /)], = [(i, m); (;, /)],*„ - <T'[(1. m); (j, Q],*,, + 9"2[(1.0; 0". 01,*ml

= q-2xml[(\, 0; o, 0], - <r'xm,[(i, 0; (l. 01, + xml[(i, 0; (1,7)],.

D'apres le premier cas, [(1, m); (j, 01, 6 7/(X). II s'ensuit [(«, m); (;, 0], e /,3(X). Q

Remarque 2.2.4. (1) La preuve de la proposition 2.2.3 montre en fait que, pour
2 < s < n : 7,(X'(1 „) = (min,(X'), [(1, m); (1, 2 ) ] , , . . . , [(1, m); (1, s)],).

(2) En iterant 2.2.3, on montre que 7,(X) = ([(1, k); (1, /)],, 2 < fc < m, 2 < Z < n).

Proposition 2.2.5. £)a/i5 fey notations precedentes et pour 1 < s < « — 1."

(1) 7,(X')<K,[X']Xl, « r (<Tml,5ml)-^We, /,(X'(1 J))<K,[X'(1 ,],„ est (<rm,+l, <5m,+1)-

(2) da«j K,[X'(, s+i)hu' K1' m ) : (L s + *)]« e j ? normal modulo I'ideal (min,(X'(, s))).

Preuve. La preuve repose sur le procede decrit en 2.1.8 et les relations (4) a (8).
Soient 1 < s < n - 1 et M = [(i, k); (j, /)], e min,(X'{1 5)). Les relations (4) a (7)

prouvent qu'il existe A e K ' tel que Xm^M - kMXm^ e /,(X',, , ,)<K,[X'(1 s ) ) X u .
Ceci montre que I'ideal /,(X'(I s)) de K,[X'(, s)]Xu est (ams+i, <5mj+1)-stable. Les memes
relations montrent que I'ideal /,(X') < K,[X']X t est (aml, ^m,)-stable. On a done prouve
le (1).

Soient a present 1 < s < « — 1,M' = [(1, m); (1 ,5+ 1)], et Xtj un generateur canonique
de K,[X'(| 5+ulx,,- Nous allons montrer que M' et Xi} commutent a un scalaire pres
modulo (min,(X'(, s))) dans K,[X'(, J + i | ]^H, prouvant ainsi (2).

Si j > s + 1 et 1 < 1 < m, d'apres les relations entre ,4(23) et Xa, M'Xtl - q2XijM' e

, , ( ) ^ ,
Si 1 < ; < s + 1 et 1 < i < m, d'apres les relations entre ,4(22) et X22, M'XU - q^X^M' €

, ( l , ( ) ^ ,
Si i — 1 (resp. i = m) et 1 < j < s + 1, d'apres les relations entre ,4(22) et Xn (resp. XJ2),

M%j - qXtjM' e ([(1, m); (1, 2)], [(1, m); (1, s)],) < K,[X'{1 ,+l)]Xu.
Si ; = 1 (resp. j = s + 1) et 1 < i < m, d'apres les relations entre A(22) et X2l (resp.

X*) M'Xn - qKjM' e (min,(X')) < K,[X'(1 J + 1 ,^u .
Si i = 1 e t ; > s + 1, d'apres les relations entre ,4(23) et A^, M'XV) - qX{jM' = 0.
Si (i, ;) = (1, 1), (1, s + 1), (m, 1) ou (m, s + 1), alors M'X(J - Xi}M' = 0.

Ceci acheve la preuve. D

Le lemme suivant est utile a la preuve de 2.2.7. II est connu, nous n'en donnons
pas la preuve.

Lemme 2.2.6. Soient A un anneau, a un endomorphisme injectif de A et (a, S) une
derivation tordue a gauche de A. On pose B = A[X; a, 5].
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(1) Si I est un ideal (a, 8)-stable de A, alors IB est un ideal bilatere de B et, si {a, 5) designe
la derivation tordue induite par {a, 8) sur A/I, I'application (f>: B/IB -*• (A/I)[X, a, 8]
deflnie par</>((X!i=oa<^) ~*~ ^ ) = H?=o(fl< "*" !)%' est un isomorphisme d'anneaux.

(2) Si a est une unite de A et si b e A est tel que aX + b soit normal dans B, alors le
morphisme canonique A<-+ B -» B/(aX + b) est un isomorphisme.

Theoreme 2.2.7. L'algebre K,[X]Xl)/7,(X) est integre et un ordre maximal de son
corps de fractions.

Preuve. Dans cette preuve, nous utiliserons 2.2.6 sans le mentionner explicitement.
Nous notons J,,(X'{1 J+1)) l'ideal de K,[X'(1 J+i)]xn defini, pour 1 < s < n — 1, par:

^(X',, s+l)) = (imnq(X'),[(\,m);(\,r)]q,2< / < s)«K,[X'(1 J + 1 ) ] X | | , si s ? 1,

D'apres 2.2.5, /,(X') est (<rml, <5ml)-stable. Ainsi, /,(X',I1) = 7,(X')K,[X'll,]XlI, et (avec des
notations evidentes) il existe un isomorphisme

te l q u e fax,, + 7 , (X' ( 1 | ) ) - XtJ + 7 , (X ' ) p o u r i < m e t <pt(Xml + 7,(X'( 1,)) = X m l .
D'apres 2.2.5, si s e Nn_,, 7,(X'(1 „) est un ideal (<xmj+1) (5mj+1)-stable de K,[X'U „]*„.

Par suite, d'apres 2.2.4, J,(X',, J+l)) = 7,(X'(I ,,)K,[X'(1 s + 1 ) ] x , , . De plus, 2.2.5 assure
alors que [(1, m); (1, s + 1)], est normal modulo J,(X'{, J+1|) dans K,[X'(1 s+i)]Xu- Done,
d'apres 2.2.4, 7,(X'(1 s+1)) = J,(X'(1 +1)) + [(1, m); ( l , s + 1)],K,[X'O J + n ^ , . D'autre
part, il existe un isomorphisme

tel que ^^(X,,- + J,(X'(I J+,,)) = Xtj + /,(X'(1 ,,) pour i < m ouj < s + 1 et 4>,+x{Xms^ +
I (X' W — Y ' '

Jq\A{] J+I)// — A u j+ I '

Comme [(l,m);(l,s+\)]q = XuXms+l - qXmiXhs+l est normal modulo J,(X'(1 J+1)),

dans K,[X'{, ,)]X|1/7,(X'(1 j , ) ^ ^ , ; ffm,,+i, 3mj+1]. Comme enfin (t>s+l(Xu+Jq(X'{] s+1))) =

Xu + 7,(X',| ,,) est une unite deK,[X'() j)]^11/7,(X'(i , , ) ,onadonc:

Les isomorphismes etablis ci-dessus conduisent alors a
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On peut maintenant montrer le resultat annonce. On fixe un entier non nul n et on
procede par recurrence sur m. L'assertion est vraie lorsque m = 1 puisque l'ideal de
Oq(M(l, «))xM engendre par les mineurs quantiques 2 x 2 est reduit a (0). Supposons le
resultat acquis jusqu'a l'ordre m — 1. D'apres ce qui precede, on a

Kq[X]Xu/Iq(X) = Kq[X\{ n)]Xu/Iq(X'{i „,) ^ (K,[X']Xll//,(X'))[^ml; aml J n l ] .

L'hypothese de recurrence assure que Kq[X']Xn/Iq(X') est un anneau integre, ordre
maximal de son corps de fractions. Comme aml est un automorphisme, Kq\X]Xu/Iq(X)
est integre et, d'apres 1.3, c'est un ordre maximal de son corps de fractions. Ceci
acheve la preuve. •

Remarque 2.2.8. A l'aide d'une recurrence, on deduit de la preuve de 2.2.7 que
K,[X]Xl| /J,(X) est isomorphe a la sous-algebre de K^rx]^ engendree par Xff, les X{j et
les Xn, pour 2 < i < m et 2 < ;' < n. Ainsi, K,[X]X)1/7?(X) est isomorphe a un localise
d'espace quantique.

2.3. Integrite et normalite de Rq(X)

Dans le premier paragraphe de cette sous-section, on montre que l'anneau Rq(X)
(defini en 2.1.1) est integre (Theo. 2.3.8). C'est trivial lorsque X est une matrice a une
ligne et une colonne. La demonstration de l'integrite de K,(X) procede par recurrence
sur la somme du nombre de lignes et du nombre de colonnes de X. Avec les notations
precedemment introduites, il suffit done de montrer que si Ton fait l'hypothese (H)
suivante:

Hypothese: Les anneaux Rq(X') et Rq(X") sont integres, (H)

alors Rq(X) est un anneau integre.
Dans le second paragraphe, on montre que Rq(X) est un ordre maximal de son corps

de fractions (Theo. 2.3.11).

Integrite de Rq(X). Dans ce paragraphe, on suppose l'hypothese (H) satisfaite. On
reprend les notations de 2.1 et on considere les ideaux suivants de &,[X]:

L,(X) = (min,(X'), Xml ,Xm2 *„,,) et C,(X) = (min,(X"), *,,,, X^ Xmn).

Proposition 2.3.1. On a:

(1) L,(X) = /,(X')K,[X] + Kq\X]Xml + Kq[X)Xm2 + ... + K,[X]XMB)

(2) Cq(X) = /,(X")K,[X] + K,[X]*,. + K , r x i ^ + . . . + Kq\X]Xmn.

Preuve. En procedant comme en 2.2.5, on montre aisement que /,(X') est (ffm\,Sml)-
stable et que pour l < s < n - l , l'ideal (min?(X'))<K,[X'(I ,,] est stable sous
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(0m.,+i.<5m.I+i)- H s'ensuit que (min,(X')) =/,(X')K,[X] < K,[X]. D'autre part, il est clair
par definition de Kq[X] que le suite {Xmi,XM Xmn} est une suite normalisante de
Kq[X\. Le point (1) s'ensuit immediatement. A l'aide de l'isomorphisme Tr de
transposition, on en deduit (2). •

Proposition 2.3.2. Les ideaux Lq(X) et Cq(X) de Kq\X] sont completement premiers.

Preuve. II est clair que K,[X]/L,(X) a K,[X']/J,(X') et K,[X]/C,(X) s* Kq\X"]/Iq(X").
L'hypothese (H) assure done que L,(X) et Cq(X) sont completement premiers. •

Lemme 2.3.3. Soit G e Cq(X); alors, il existe H e 7,(X") < K,[X"], 77, 77m_, e Kq[X]
et Hm e ©~0K,[X"]JC, tels que G = H + H,Xln + H2X2n + ... + HmXmn.

Preuve. D'apres 2.3.1, C,(X) = 7,(X")K,[X] + K,[X]Xln + . . . + Kq\X]Xmn. D'autre part,
il est clair d'apres (2) que 7,(X")K,[X] c 7,(X") + Kq[X]Xln + ... + Kq\X]Xmn. Par suite,
on a C,(X) = 7,(X") + K,[X]Xln + . . . + Kq[X]Xmn.

Ainsi, si GeC,(X), G = H + H{Xln +... + HmXmn, ou H e Iq(X") et //,. e K,[X],
1 < i < m. Compte tenu de (2) et du fait que, pour 1 < i < m, les Xin commutent deux-
a-deux a un scalaire pres, on peut supposer que Hm e ®"0K,[X"]JC. ce qui acheve la
preuve. •

Nous montrons, a present, que l'ideal (min?(X), X^,) de K,[X] est semi-premier (Theo.
2.3.5).

Lemme 2.3.4. Les ideaux premiers minimaux au-dessus de (min,(X), Xmn) sont les
ideaux completement premiers L,(X) et C,(X).

Preuve. II est clair que (min,(X), Xmn) c L,(X) n C,(X). Soit P un ideal premier
minimal au dessus de (min,(X), Xmn). Si ie Nm_, et j e Nn_,, comme Xmn et le mineur
quantique [(i, m); (;, «)], = X{jXmn - qXmjXin sont dans P, on a XmjXin e P.

1-er cas: X]n & P. Alors, pour ; 6 Nn_,, XmJXin e P et comme Xu est un element
normal de K,[X], on a X^ e P. Ainsi, P contient L,(X). D'apres 2.3.2, la minimalite de
P conduit a P = L,(X).

2-eme cas: Xln e P. Nous allons montrer qu'alors Xin e P pour i e Nm_,. Remarquons
d'abord que l'isomorphisme K,[X]/L,(X) ^ K,[X']//,(X') joint a 2.1.2 assure que
Xln ^ L,(X). A present, supposons que X^ & P. Alors, comme X^ est normal modulo
ATln, les relations XmjX2n e P, j e Nn_,, conduisent a Xmj e P, pour j € Nn_,. Mais alors
Lq(X) c p et, par minimalite de P, L,(X) = P. Ceci conduit a Xln e Lq(X) qui est une
contradiction. Ainsi, X^ e P. Comme [Xln, X2n,..., Xm_x „} est une suite normalisante,
on peut iterer ce procede et conclure que X2n,.... Xm_ln e P. Finalement Xln,..., Xmn e P
et done C,(X) c P. Puisque P est minimal, d'apres 2.3.2, il vient C,(X) = P. Ceci acheve
la preuve. •

Theoreme 2.3.5. Dans K,[X], on a (min,(X), XJ) = L,(X) n C,(X).
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Preuve. Compte tenu de 2.3.4, il reste a montrer que (min,(X), Xmn) 3 L,(X) n C,(X).
Soit F dans L,(X)n C,(X); d'apres 2.3.1, F = F'+ F", ou F' e 7,(X')K,[X] c (min,(X),
X^) et F ' = £ ^ , FjXmj, avec F,. 6 K,[X], II suffit de montrer que F" e (min,(X), XM).
De plus, (2) assure que, pour; e Nn, F} = G, + £ " . Gi}Xin, ou G, 6 K,[X"] et G,; e K,[X].
Done, F" = G + G', ou G = £;= 1 G ^ et G' = £jLi £"> G^X^X^. II vient,

G' = Z!;=i IZtei GijXinXmj

— Z-,j=i zli=i GjjXinXmj + 2_,i=i GinXinXmn + 2^^_i GmjXmnXmj + GmnXmnXmn

;=,' E W G,,.q-'«,^mn - [(i, m); 0 . «)],)

^ i = i GjnXinXmn + 2-,j=\ GmjXmnXmj + GmnXmnXmn.

Ainsi, G' e (min,(X), ̂ mn) c L,(X) n C,(X) et par suite G = F" - G' = F - F' - G e
L,(X)nC,(X). En particulier G e C,(X) et d'apres 2.3.3, il existe H e 7,(X") < K,[X"],
//m e ©~oK,[X"]XL et H, 6 K?[X], pour i 6 Nm_,, tels que G = H + £ £ , H , ^ . D'autre
part, G = E;=. G ^ e K,[X"] © K,[X"]Xmn, done

G - H - HmXmn =

Enfin, K,[X] est un K,[X"]-module libre a gauche de base {X\n... X^n, («,,. . . , im) e
(voir (2)). Compte tenu des relations de commutation a un scalaire non nul pres entre les
Xin, il est clair que £ 7=\ HtXin peut s'ecrire comme combinaison lineaire a coefficients dans
K,[X"] d'elements X\n... X'^ oii i, + . . . + im_, * 0. Puisque G-H-HmXmn 6 © ^ ^ [ X " ] ^ ,
il vient G-H- HmXmn = 0 et done G € (min,(X), Xmn). Ainsi, F" e (min,(X), Xmn). D

On peut, a present, montrer que Rq(X) est integre.

Lemme 2.3.6. Soit F e K,[X]. Si il existe p e N tel que X"mnF e /,(X), alors il existe
reN telqueFXr

u e 7,(X).

Preuve. On a une injection canonique Kq\\]
c-^-Kq[X\Xu et 7,(X)K,[X]X]1 = 7,(X)

(voir 2.2.2). Notons que Xmn & 7,(X). En effet, dans le cas contraire, on aurait
XmlXin e /,(X) et done Xml e 7,(X) ou XXn € 7,(X) (cf. 2.2.7), contredisant 2.2.2.

Soit alors F e K,[X]; si il existe p e N tel que X ^ F e 7,(X), on a A ^ F G 7,(X).
Comme ATmn £ 7,(X), 2.2.7 assure que F e 7,(X) = 7,(X)K,[X]riI. Par suite, il existe
r 6 N tel que FAT;, 6 7,(X). Q

Proposition 2.3.7. 5o/7 F 6 K,[X]; « // existe p e N *e/ ?«e FXf, e 7,(X), a/ors
F e 7,j(X). £>i d'autres termes, Xu est regulier a gauche modulo IqQL).

Preuve. On raisonne par recurrence sur le degre total de F (note degF). Soient
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F e Kq\X] et p e N tels que FXP
U € 7,(X). Si degF = 0, F e K. Si F ^ 0, il s'ensuit que

AT', e /,(X), ce qui est faux d'apres 2.1.2. Ainsi, l'assertion est vraie pour degF = 0.
Soit d eN, on suppose le resultat acquis pour tout element de degre au plus d et

on considere un element F € KJX], de degre d + 1 et tel que FXP
U e /,(X) pour un

certain entier peN. Alors, FX"n e L,(X) n C,(X) (cf. 2.3.4). Comme L,(X) et C,(X)
sont completement premiers (cf. 2.3.2), et ne contiennent pas Xn , on a F e (/,(X), ATmn)
d'apres 2.3.5. D'apres 2.1.3, Xmn est normal modulo /,(X), F peut done s'ecrire sous
la forme F = G + Xmnf, o u G e /,(X) et / e K,[X]. De plus, comme 7,(X) est engendre
par des elements homogenes de l'anneau K,[X] (gradue par le degre total), e'est un
ideal gradue qui contient done les composantes homogenes de ses elements. II s'ensuit
que Ton peut supposer que deg / < d.

Comme FX"U e /,(X), il vient XmnfX
p

u e /,(X). Le lemme 2.3.6 assure alors qu'il
existe r e N tel que fXr

u e /,(X). Mais, par hypothese de recurrence, ceci conduit a
/ e 7,(X), et finalement F e Iq(X). D

Theoreme 2.3.8. L'anneau i?,(X) est integre.

Preuve. Soient m et n deux entiers non nuls (m, n > 2) et X = (•Xi;)i<i<m,i<j<n- Si l'on
suppose Rq(X') et /?,(X") integres, 2.2.7 et 2.3.7 assurent que K,(X) est integre. On peut
alors conclure par recurrence comme indique dans l'introduction de cette sous-
section. •

Normalite de i?,(X). On montre a present que l'anneau integre R,(X) = K,[X]//,(X)
est un ordre maximal de son corps de fractions. On notera x,7 la classe de Xtj modulo
/,(X). D'apres 2.1.3, les x,; e K,(X) commutent deux-a-deux a un scalaire non nul pres.
Us sont done normaux.

Lemme 2.3.9. La partie multiplicative {x\,, i e N} est un ensemble de denominateurs
de U,(X). Deplus Rq(X)Xu - Kq[X]xjIq(X).

Preuve. Comme x,, est normal dans K,(X),(x'n,ieN} est un ensemble de
denominateurs de Rq(X). De plus, le morphisme canonique K?[X] -» Rq(X) <->• Rq(X)Xii

induit un morphisme K,[X]X ->• Rq(X)x , clairement surjectif et done le noyau est
/,(X). " " D

Proposition 2.3.10. L'ensemble {xj^, i e N} est un ensemble de denominateurs de
Rq(X) et I'algebre integre Rq(X)x^ est un ordre maximal de son corps de fractions.

Preuve. On reprend les notations de 2.1.7. D'apres 2.3.9, {yM,ieN} est un
ensemble de denominateurs de K,-.(Y) e t ^,-'00,,, ^Kq-,[Y]ri]/Tq-i(Y). D'apres 2.2.7,
R,-i(Y)yii est done un ordre maximal de son corps de fractions. De plus, il est clair
d'apres 2.1.7 que l'isomorphisme S: Kq\X] -> K?-i[Y] induit un isomorphisme
S : ̂ ,(X)X_ ->• /?,-.(Y)yn. Ceci acheve la preuve. D
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Theoreme 2.3.11. L'anneau integre Rq(X) est un ordre maximal de son corps de
fractions.

Prenve. D'apres 2.3.5, (min,(X), Xmn) = Lq(X)n C,(X)<K,[X]. II s'ensuit que les
ideaux /,(X) = (xml,. . . , xmn) et c,(X) = (xl n , . . . . xmn) de i?,(X), qui sont completement
premiers d'apres 2.3.2, satisfont a (xmn) = /,(X) D c,(X). De plus, on a deja vu que xmn

est un element normal de Rq(X). Enfin, les relations de commutation entre xmn et les
generateurs de /,(X) et c,(X) (qui se deduisent de la definition de K,[X]) montrent que
ces deux ideaux sont stables sous l'automorphisme associe a l'element normal regulier
x^ de Rq(X). Comme d'apres 2.3.10 Rq(X)x^ est un ordre maximal de son corps de
fractions, on est dans les hypotheses du lemme 1.1 qui permet de conclure que Rq(X)
est un ordre maximal de son corps de fractions. •

3. Espaces quantiques uniparametres

Dans cette section, nous etudions le cas de l'espace quantique uniparametre Eq
n.

Rappelons que si n e N* et q e K*, £* = Kq[Yu Y2, ...,Yn] est Palgebre engendree sur K
par n generateurs Yj,... , 1̂ , soumis aux relations YjYj = qYjYj, pour 1 < i < j < n. II est
clair que E\ est une extension de Ore iteree du corps K, integre et noetherienne.

Dans la premiere sous-section, nous rappelons la classification du spectre de E\ pour
K algebriquement clos et q non racine de l'unite. Dans la seconde, nous etudions
certains facteurs integres de E\ et montrons en particulier que, si K est algebriquement
clos et q non racine de l'unite, alors tous les quotients premiers de E\ sont des ordres
maximaux de leur corps de fractions.

3.1. Spectre premier des espaces quantiques uniparametres

On reprend les notations de [1]. On note W l'ensemble des parties de Nn. Alors, si
co e W, on note spec^E' l'ensemble des ideaux premiers p de E"n tels que
p n {1̂ , i e Nn} — [Y,, i e co}, de sorte que le spectre de £*, note spec E"n, est reunion
disjointe des spec^E^. co eW.

Pour co G W, on note Ja l'ideal engendre par {Yt, i e co}. II est clair que c'est un ideal
completement premier. D'autre part, si co e W est tel que n -carda) = m soit impair
et si / , < . . . < lm est la suite ordonnee des entiers de Nn\co, on montre aisement que
pour tout A e &*, Yh Y,y... Y,m - XYh Yu ... Y,ml est normal modulo Ja et on pose:

II est connu que, pour tout q e K*, les ideaux p ^ sont completement premiers (voir
[14, Chap. 3, prop. 2.1.2]). D'autre part, lorsque K est algebriquement clos et q non
racine de l'unite, la proposition suivante classifie le spectre premier de E\ (voir [16, §3
p. 144] et [1,4.9]). On a:
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Propostion 3.1.1. Supposons K algebriquement clos; si q e K* est non racine de
I'unite, alors spec E\ = UmeVV spec^E* et

si n — card a) est pair, alors spec^EJJ = {-4).

si n — card to est impair, alors spec^E* = {Jw} U {pm)_, X e K*}.

3.2. Facteurs premiers des espaces quantiques uniparametres

Nous prouvons, a present, que les facteurs premiers de JEJ par les Ja et les pa) sont
des ordres maximaux de leur corps de fractions. Pour les Ja c'est immediat puisque
EqJJa = Eq

m, ou m = n — cardco (voir 1.3). Nous nous limitons done aux p ^ . De plus, il
est clair que pour tout ideal p ^ , il existe un automorphisme de £ ' qui echange pm, et
Pio.x- C'est pourquoi dans la suite nous n'etudierons que pw,. Enfin, on peut se ramener
au cas ou co = 0 en travaillant modulo Jm. En effet, dans les notations precedentes:

El/pa, ~ K,[^ , , . . . , Y,J/(Ytl Yh...Ylm-Yl2Yu... YlmJ.

Posant m = 2p + 1, il s'agit done de montrer que le quotient de Eq
2p+i par l'ideal

completement premier (yjY3... Y2p+l — Y2YA... Y2p) est un ordre maximal de son
corps de fractions. Pour toute la fin de cette sous-section, nous posons
Y=YtY,...Y2p+i-Y2YA...Y2p.

Le cas p — 0 est trivial. Le cas p = 1 est immediat puisque, E\/{Y) = K,[Yj, Y3] est
une extension de Ore iteree de K (voir 1.3).

Notons _y, la classe de % modulo (Y). II est clair que yty3.. .y2p-i
 e s t u n element

normal regulier de E\P+J(Y) et que V^d{Y))ytyi..^l2*{E!'w\Yi^lKY). Enfin,
posant F = Kq[Yu Y2,..., lr

2,]^J...Vl,on a aisement F ^ {E\p+x\Yy...Y7>J(Y). Finalement:

y^y^ - F. (9)

Nous etablissons a present un lemme sur les espaces quantiques multiparametres
utile dans la preuve de 3.2.2. Rappelons qu'un anneau est dit reduit lorsqu'il ne
contient pas d'elements nilpotents non nuls; il est connu qu'un tel anneau est semi-
premier.

Nous notons .M^(K*) l'ensemble des matrices A = (^,;)i<lj<n a coefficients dans K*
telles que ku = 1 et X{j = Xji1, pour 1 < i, j < n. A une matrice A = (Ai;) e M'n(K') on
associe l'espace quantique multiparametre, note E*. C'est l'algebre engendree sur K
par n generateurs Yx,...,Yn soumis aux relations YtYj = X^Y^ pour 1 < i, j < n. On a
alors:

Lemme 3.2.1. Soient n un entier tel que n > 2, A = (A,7) e M'n(K') et E* l'espace
quantique multiparametre associe. On considere deux entiers r et s tels que 1 < r < s < n
et on pose m — Yj... Yr et m' — Yr+l... Ys. Alors, I'anneau quotient E*/(m, m') est reduit.

Preuve. On a E* = K[yj][y2; a2]... [Yn; an], ou pour 2 < i < n, Gj est l'automorphisme
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de K[Y;][y2; a2]... [^_,; CT,_,] defini, pour 1 < ; < i - 1, par <7,(Jp = A,;^. Comme l'ideal
( y , . . . 7r) de K[y,][y2; a2]... [Yr; ar] est a.-stable pour r + 1 < i < n, il vient:

E$/(m, rri) S* (A[Yr+i; ar+l]... [Yn; dn])/(Yr+]... Y,),

ou A = K[y,][y2; a2]... [Yr; or]/(Yt ...Yr) et ou, pour r + 1 < i < n, a, est l'automorphisme
induit sur A par a,.

Posons B = /4[y,+i; ffr+]]... [yn; &„]; comme B est un /1-module libre a gauche de base
{Yj;V • • • Y>\ a+i,..., j . ) 6 N"-'}, on a (y r + 1 )n (y r + 2 )n . . . n(y5) = (y r + 1 . . . yf) dans B .
Considerons alors l'application <f>: B -*• B/(Yr+l) x . . . x B/(YS) definie par <p(f) —
( / + ( y r + i ) , . . . , / + (y,)). D'apres ce qui precede, ker cj> — (Yr+1... Ys). On dispose done
d'une injection:

E*/(m, m') - B/(yr + 1 . . . Ys) ^ B/(Yr+l) x . . . x B/{YS).

D'autre part, pour r + 1 < i < s, on a B/(y() ^ E*/(Yt... yr, yf) ^ £ , / (y , . . . Yr), ou E,-
designe le sous-anneau de E* engendre par le Yj pour j ^ i. II est clair que Et est un
espace quantique multiparametre et que, dans Et, l'ideal ( l j . . . y p ) est intersection
d'ideaux completement premiers: (y , . . . Yr) = (Yt) n . . . n (Yr). Ainsi, pour r + 1 < i < s,
B/(yf) est un anneau reduit et par suite B/(Yr+l) x . . . x B/(YS) est un anneau reduit. II
s'ensuit que E*/(m, m') est reduit. D

Proposition 3.2.2. Soil J (resp. J) I'ensemble des entiers impairs (resp. pairs) de
N2p. Pour (i, ;) € J x J, on pose Vi} = (y,, y,) < E%+i/(Y). Alors:

(i) pour tout (i, j) e X x J, VUj est completement premier,

(ii) {Viij, (i, j) e X x J) est I'ensemble des ideaux premiers minimaux au dessus de

(iii) p j

Preuve. Pour (i, j ) e l x J, l'ideal (Yn Yj) de El^, est completement premier et
contient (Y). On en deduit (i). D'autre part, soit V un ideal premier minimal au dessus
de (yiyi• • • y2p-i). Alors, y,y3.. .y2p_, et y2y4..-y2p sont dans P. Puisque, pour
k e ^2^+1. l e s y* sont normaux, il existe done (J, j) e X x J tel que (y,, _y;) c p . D'apres
(i) on a alors V = Vij d'ou (ii). Enfin, remarquons que {E\p+iHY))/(yiy-i.. .y2p_t) =

l Y i . . . y2p_,, Y2YA... Y2p). Quitte a reindexer les Yk, le lemme 3.2.1 s'applique a
y 3 . . . y2p_,, Y2Y,...Y2p). On en deduit que {JE^xHJ))l{y,y3.. .y2p.t) est semi-

premier, d'ou (iii). D

Corollaire 3.2.3. L'anneau integre Elp+j/iY) est un ordre maximal de son corps de
fractions.

Preuve. D'apres 3.2.2, l'ideal (y}y3. ..y2p-\) de Elp+t/iY) est intersection des ideaux
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completement premiers Viwj pour (i, j) e I x J. L'automorphisme associe a l'element
normal regulier y,y3.. .y2p-\ e EX^^HY) agit par multiplication scalaire sur les yt. II
laisse done stable les ideaux VUj, (i, j) el x J. Enfin, d'apres (9), {E\^/(Y))y^ yir ( est
isomorphe a un localise d'espace quantique multiparametre; a ce titre, e'est un ordre
maximal de son corps de fractions (voir 1.3). On est done dans les hypotheses du
lemme 1.1 qui permet de conclure. •

D'apres 3.2.3 et 3.1.1, on a finalement:

Theoreme 3.2.4. Soit n e N* et q e K*. Dans les notations de 3.1,

(i) si (<y, X) eW x K*. alors Eq
n/Ja et Eq

n/pml sont des anneaux integres et des ordres
maximaux de leur corps de fractions;

(ii) en particulier, si K est algebriquement clos et q non racine de I'unite, alors tout
facteur {completement) premier de Eq

n est un ordre maximal de son corps de fractions.

La remarque suivante enonce sans preuve certains resultats de factorialite concernant
E\ et ses quotients premiers. Les preuves de ces resultats se trouvent dans [14, Chap.
3 §§1.1 et 2.2].

Remarque 3.2.5. La notion d'anneau noetherien factoriel (non necessairement
commutatif) est introduite dans [5]. Un anneau R est dit noetherien factoriel si il est
noetherien premier et si tout ideal premier non nul contient un ideal principal (e'est-a-
dire engendre par un element normal) premier et non nul. D'apres [5, 2.4], un anneau
noetherien integre factoriel est un ordre maximal de son corps de fractions. A l'aide de
[5, 4.2] on montre que tout espace quantique multiparametre E* est un anneau
noetherien factoriel ([14, Chap. 3 cor. 1.2.5]). Cependant, dans les notations
precedentes, on peut montrer que pour p > 2, E\P+J(Y) n'est pas un anneau factoriel
([14, Chap. 3 cor. 2.2.6]). En particulier, il n'est pas isomorphe a un espace quantique
multiparametre. Ainsi, pour (co, A) e W x K* tel que n — card co soit impair, si
n — card co / 1 ou 3, EqJpa> est un ordre maximal de son corps de fractions sans etre
un anneau factoriel.

Nous terminons par une remarque concernant certains facteurs completement
premiers de l'algebre de Weyl quantique AfA.

Remarque 3.2.6. (1) On reprend les definitions et notations de [13]. Soit n e N*; a
q = (q, qn)e (KT et A e M'n(K'), on associe l'algebre A%A definie au 2.1.1 de [13].
Nous supposons les qt distincts de 1, disposant ainsi des resultats de [13, §3.1]. Pour
la definition d'ideal algorithmique de Aq;K, nous renvoyons a [13, §3.1]. Rappelons que
ces ideaux sont completement premiers ([13, 3.1.6]). En appliquant les methodes
developpees dans le present travail, on montre que si P est un ideal algorithmique de
Aq

n
A, alors l'anneau integre Aq

n
A/P est un ordre maximal de son corps de fractions ([14,

Chap. 3 theo. 3.4]).
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(2) De plus, d'apres [13, 3.2.3], si K est algebriquement clos et de caracteristique nulle
et si le sous-groupe de K* engendre par les coefficients de q et A est libre de rang
\n{n+ 1), alors le spectre de /4*A est reduit aux ideaux maximaux (dont les anneaux
residuels sont isomorphes a K) et aux ideaux algorithmiques. En fait, sous ces
hypotheses, et en utilisant la famille complete de generateurs d'un ideal algorithmique
(definie en [13, 3.1.8]), on montre que tous les facteurs premiers de A%A sont
factoriels.
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