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NOYAUX DE CONVOLUTION REGULIERS ET

NOYAUX DE CONVOLUTION SINGULIERS

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soient X un groupe abelien localement compact et non-compact, et dx

sa mesure de Haar. Rappelons qu'un noyau de convolution N sur X est

une mesure de Radon positive dans X. II est symetrique s'il est symetrique

par rapport a Γorigine. Notons Mκ la totalite de fonctions mesurables,

bornees dans X, a valeurs reelles et a support compact. On dit que N est

de type positif si, quelle que soit / une fonction de MK9 iV*/*/(0)^0, oύ

f(x) = f{—x) et la signe * est la convolution sur X.

On connait qu'a un noyau de convolution N symetrique et de type

positif sur X, on peut associer un espace fonctionnel H invariant par trans-

lations sur X, et un seul tel que, quelle que soit / une fonction de Mκ, le

potentiel de / dans H soit egal a la densite de la convolution N*f. On

appelle H Pespace fonctionnel associe a N, qui s'ecrit precisement H=H(N).

Soit N un noyau de convolution symetrique et de type positif sur X.

II est dit d'etre regulier si H(N)f)Cκ est dense dans H(N) et dans Cκ, oύ

Cκ est Γ espace des fonctions finies et continues dans X, a support compact,

et muni de la topologie usuelle. On dit que N est singulier si H(N)ΠC0

= {0}, oύ Co est la totalite des fonctions numeriques, continues dans X et

s'annulant a Γinfini.

Cette note sera principalement consacree a la demonstration du thέo-

reme suivant:

Soient N et N' un noyau de convolution regulier sur X et un

noyau de convolution singulier sur X, respectivement. Alors, pour que N + N' satis-

fasse au principe de domination, il faut et il suffit que N soit un noyau de Dirichlet
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62 MASAYUKI ITO

sur X et que N' soit periodique a tout le point du support SN de N et satisfasse au

principe de domination^.

On obtiendra done que si SN est egal a X, N' est toujours constant.

En Γappliquant, on arrive au corollaire suivant:

COROLLAIRE. On suppose qu'il rΐexiste aucun sous-groupe compact de X sauf

{0}. Si un noyau de convolution symetrique N sur X satisfait au principe de domination,

il est alors de la forme N — Nr 4- Ns, oύ Nr est un noyau de Dirichlet sur X ou

zero, et oh Ns est un noyau de convolution singulier sur X et qui est periodique a

tout le point de SNr et satisfait au principe de domination.

Cela est une amelioration du resultat de Γautre note [5].

2. Preliminaire

On commencera d'abord avec la definition d'un espace fonctionnel

invariant par translations sur X (au sens de A. Beurling et J . Deny) (voir

[1]).

DέFiNiTiON 1. Un espace hilbertien H s'appelle un espace fonctionnel

invariant par translations sur X si tout Γelement de H est une fonction locale-

ment sommable dans l e t a valeurs reelles, et si les deux conditions sont

satisfaites:

(a) A un compact K de X, on peut associer une constante non-negative

A(K) telle que Γon ait, quelle que soit u de H,

\κ\u\dx^A(K)\\u\\. (1)

(b) Pour une fonction u de H et pour un point x de X9 la fonction

Uxu obtenue de u par la translation de x appartient a if et on a I|£^II = IMI.

Plus precisement, Γelement de H est une classe des fonctions qui sont

egaux localement presque partout. On designe respectivement par || || et ( , )

la norme de H et le produit scalaire associe. D'apres la condition (a), on

obtient que, pour une fonction / de MK9 il existe un element uf de H, et

un seul tel que Γon ait, quelle que soit v de H,

(uf, v) = \vfdx, (2)

!) On dit que N' est periodique a un point x de X si AΓ/ = iV/*εΛr, oύ εx est la mesure
de Dirac a x.
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et uf s'appelle le potentiel de / dans H. Si Γon a5 quelle que soit / une

function non-negative de Mκ, uf^±0, H est dit d'etre a noyau positif. Cette

terminologie est tres resonable, car on connaίt bien qu'a un noyau de con-

volution N symetrique et de type positif sur X (resp. a un espace fonction-

nel H invariant par translations sur l e t a noyau positif), on peut associer

un espace fonctionnel H invariant par translations sur l e t a noyau positif

(resp. un noyau de convolution N symetrique et de type positif sur X), et

un seul tel que, quelle que soit / une fonction de Mκ, le potentiel de /

dans H soit egal a la densite de N*f. En ce moment, H s'appelle Γespace

fonctionnel associe au noyau N et s'ecrit H = H(N), et N s'appelle le noyau

de H.

PROPOSITION 1. Soient JVΊ et N2 noyaux de convolution symetriques et de type

positif sur X, et soient Hx et H2 respectivement les espaces fonctionnels associes a iVΊ

et a N2. Alors, Γespace fonctionnel H associe au noyau N = Ni + N2 est egal a

\ux + u2; u^Hx et u2^H2}. En particulier, si HιPίH2 = {0}, on a H = Hι@H2,

oil © est la somme directe.

Demonstration. Pour une fonction / de Mκ, on designe respective-

ment par uψ et uf les potentiels de / dans Ht (i =1,2) et dans H. Us

sont evidemment egaux aux densites de N&f et de N*f. Les produits

scalaires dans Ht et dans H sont designes respectivement par ( , )* et par

(•,•)> et on utilise les notations analogues pour leurs normes. On a, quelle

que soit g de Mκ,

\\uψg dxj2 = H^ l̂l, \\uψ\\t < WuψWt' \\ug\\, (3)r dx

et done, on peut definir une fonctionnelle lineaire et bornee L sur H, telle

que, quelle que soit g de Mκ,

L(ug) = \uψgdx, (4)

car Γensemble {ug^H; g^Mκ] est dense dans H. D'apres le theoreme de

Riesz, il existe une fonction u de H telle que, quelle que soit g de Mκ,

u g dx = (u, ug) = L(ug) = yiψg dx, (5)

et par suite, u = u(/\ d'ou uψ^H et | |^° | | ^ 11^°^ (ί = 1,2). Soit u une

fonction de Hi9 il existe alors une suite (fn) de Mκ telle que la suite (u)^)
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converge fortement vers u dans Ht avec n -> oo. On a

\\urn-uψj<\\urn'--urji &)

et par suite, (u/^) est fondamentale dans i/. La suite (w^) converge, d'autre

part, vers u localement presque partout dans X, d'ou U<ELH et ||#|[ ££ ||tt||i.

Par consequent, H'D{U1 + u2; u^Hx et u2&H2}.

Montrons ensuite Γinclusion inverse. Soit u une fonction de H. II existe

alors une suite (fn) de Mκ telle que la suite (ufn) converge fortement vers u

dans H avec w->oo. On a

^.Ί I i (ί = l , 2), (7)

et done, (w/̂ ) est fondamentale dans Ht (i = 1,2). Par consequent, il existe

une fonction ut de iί/i telle que (u/^) converge fortement vers ut dans //i

On a ainsi u — ux \ u2, et la demonstration est complete.

COROLLAIRE 1. Soieπt Nλ et N2 respectivement un noyau de convolution regulier

sur X et un noyau de convolution singulier sur X. Alors, Vespace fonctionnel associe

au noyau iVΊ + N2 est H1@H2f ou Hi est Vespace fonctionnel au noyau Nt.

En eίfet, H1ΠH2= {0}9 car, pour une fonction u de Hιf)H2, on a,

quelle que soit φ de Cκ, u*φ*φ^HιΓ[H2PiC0, d'oύ u = 0.

DέFiNiTiON 2. Un noyau de convolution N sur X satisfait au principe

de domination si, queues que soient / ^ 0 , #2>0 de MK9 Γinegalite N*f^ίN*g

est satisfaite localement presque partout sur X des qu'elle Test presque par-

tout sur (a ε l ; f(x)>0}.

PROPOSITION 2. Si un noyau de convolution symetrique N sur X satisfait au

principe de domination, il est alors de type positif

Voir [6].

PROPOSITION 3 (le balayage). Soit N un noyau de convolution symetrique sur

X, et soit H Vespace fonctionnel associe au noyau N. Si N satisfait au principe de

domination et si HΓ\CK est dense dans CK9 alors, a un ouvert relativement compact

ω de X, on peut associer une mesure de Radon positive ε' portee par ω, et une seule

telle que Von ait:

(1) Λ ^ TV * ε'. au sens des mesures dans X.

(2) N = N * ε' au sens des mesures dans ω.
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(3) Quelίe que soit μ une mesure de Radon positive dans X et portee par ω,

TV* μ ^ iV* ε ' des que ΛΓ* μ^N au sens des mesures dans ω.

En particulier si N est re'gulier, la proposition ci-dessus a lieu pour un ouvert

quelconque de X.

On dit que ε' est la mesure balayee de la mesure de Dirac ε a Γorigine

sur ω relativement au noyau N, et on a evidemment \dεr ^ 1 .

G. Choquet et J . Deny [3] montre Γexistence de la mesure satisfaisant

aux conditions (1) et (2). Soit (ωa)aeΛ une famille filtrante a droite d'ouverts

de X et telle que ώaczω et U ωa = ω, et soit εί une mesure de Radon posi-

tive dans X, portee par ώa et telle que Γon ait N^ N* ε'a au sens des me-

sures dans X et N= N*ε'a au sens des mesures dans ωa. Alors, il existe un

voisinage V de Γorigine tel que, quelle que soit φ ̂  0 de Cκ a support c V

et quelle que soit μ une mesure de Radon positive dans X et portέe par ω,

iV* μ * φ(x) ̂ .N* ε'a * φ(x) (8)

dans X des que N*μi^N au sens des mesures dans ω, d'oύ N* μ 5^ N* εί.

Soit ε' un point vaguement adherent de (ε£)αSiί, il est alors une mesure de

Radon positive dans X, portee par ω et qui satisfait aux conditions (1), (2)

et (3).

Montrons ίinalement Γunicite de ε'. Soit ε" une autre mesure de

Radon positive dans X, portee par ω et qui satisfait aux conditions (1), (2)

et (3). On a alors iV*ε' = N*ε" au sens des mesures dans X, et done, quelle

que soit φ de CKΠH et quelle que soit / de Mκ,

^'*/ dx = Jpε"*/ dx, (9)

d'oύ ε' = ε".

Lorsque N est regulier, il est bien connu que, pour un ouvert quel-

conque ω de X, il existe une mesure de Radon positive dans X, portee par

ώ et qui satisfait aux conditions (1) et (2) (voir [3]), et on arrive a la

conclusion de la meme maniere que ci-dessus.

On appelle "contraction normale" de la droite reelle R toute transfor-

mation T qui diminue la distance et conserve Γorigine.

Un espace fonctionnel invariant par translations H sur X s'appelle un

espace de Dirichlet special sur X s'il est regulier et si, quelle que soit u de

H et quelle que soit T une contraction normale de 7?, on a T u<=H et
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II T u\\ < \\u\\, et son noyau s'appelle un noyau de Dirichlet sur X. II est

έgal a un noyau regulier satisfaisant au principe de domination (ou au

principe du balayage).

3. La demonstration du theoreme principal

LEMME 1. Soient N et Nr respectivement un noyau de convolution regulier sur

X et un noyau de couvolution singulier sur X. Si N+ N' satisfait au principe de

domination, alors, N y satisfait.

En effet, soit H Γespace fonctionnel associe au noyau N+N', et soit

Hx Γespace fonctionnel associe au noyau N. Alors, d'apres la proposition 1,

Hi est un sous-espace ferme de H et qui contient Cκ Π H. Pour une fonction

u de Hί9 il existe une suite (ψn) de Cκf]H qui converge fortement vers u

dans H (et aussi dans Hi). Pour une contraction normale T de R, T φn

appartient a Hx et on a

II T Ψn\\Hί = II T> φ n \ \ H < \\φn\\H = \\φn\\Hι. (10)

Faisant n-^oo, on a T'U^Hλ et \\T u\\Hl^,\\u\\Hl, et par suite, Ht est un

espace de Dirichlet special sur X.

LEMME 2. Soient N et N' les memes que ci-dessus, et soit (ωa)aeΛ une famille

filtrante a droite d'ouverts relativement compacts de X et telle que le complement de

ω — U ωa soit compact. Si N+N' satisfait au principe de domination, alors, la

famille (ε^)αeyί converge vaguement vers εί, oil ε'a est la mesure balayee de sur ωa

relativement au noyau N Λ- Nf, et ou εL est la mesure balayee de ε sur ω relative-

ment au noyau N.

En effet, la famille ((N+ N;)*ε'a)aeΛ est evidemment filtrante a droite,

et done, pour une fonction ^ 0 de C z et pour a < β,

\\(N+ N'Mεί - ε'a)*φ\\2H < \\(N+ N')*εfrφ\\2

s - \\(N+ N')*εL*φ\\2H, (11)

ou H est Γespace fonctionnel associe au noyau N-\- N' et || | | f f est sa norme.

Par consequent, il existe une fonction u de H et a support compact, telle

que la famille

{{N + N')*φ -(N+ N')*e'a*φ)amΔ (12)

converge fortement vers u dans H. II en resulte encore que {εi)aeΛ converge

vaguement vers une mesure de Radon positive μ' dans X. On a, quelle

que soit v une fonction de Γespace fonctionnel Hx associe au noyau N,
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(u, v)Hl = (u, v)H = lim {(N + N')*φ ~-

= \\m(\vφdx — Vυε&φdx) = \vψdx — \vμ'*φ dx

= (N*φ-N*μ'*φ,Ό)Sl, (13)

et par suite, u = N*φ — N*μ'*φ. Par consequent, μ' est portee par ώ et on

a N^tN*μ' au sens des mesures dans X et N=N*μ' au sens des mesures

dans ω, d'ou N* μf ^N*εL.

Montrons reciproquement iV* μ' ^ iV* εί. D'apres Γegalite lim {Nr —
O.(ΞΛ

iV/*ε̂ ) = 0, il suffit de montrer Γinegalite

N*εL + Nf^ N*ε'a + N'*ε'a (14)

au sens des mesures dans X. On peut supposer, en ce cas, que ώac.ω (cf. la

proposition 3). Soit ω' un ouvert de X qui contient ωa, tel que <^W soit

compact et son interieur contienne ^ω, et soit μn une mesure de Radon

positive dans X et obtenue pour ωf de la maniere ci-dessus. On a evidem-

ment N*μ" + N'^N*ε'a + N'*ε'a au sens des mesures dans X et N*εL ί> N*μ",

d'oύ (14). On arrive ainsi a Γegalite ^ r = εί, d'ou notre lemme.

LEMME 3. Soint N et N' Us memes que ci-dessus. On suppose encore que

N+ N' satisfait au principe de domination et le support SN de N est non-compact.

Alors, pour qu'une fonction bornee u de H appartienne a H2, il faut et il suffit que

Von ait, quel que soit K un compact de X,

= u* εrc^κ, (15)

oil H et H2 sont les espaces fonctionnels associes au noyau N Λ- Nf et au noyan N\

et oil ε^κ est la meaure balayee de ε sur ^K relativement au noyau N.

En effet, soit (ωa)aeΛ une famille filtrante a droite d'ouverts relativement

compacts de X et avec U ωa = ^?K, et soit ε£ la mesure balayee de ε sur

ωa relativement au noyau N+N'. On a alors, quelle que soit φ de Cκ,

0 = \imN'*φ*φ*(ε-ε'a)(0)
αeyί

= lim (Iφ(*)12(1 -ifrκ(*))dA*)>ϊ\\ΦW\2(i&κ(6)-i&κWW{£), (16)

oύ la signe A est la transformation de Fourier dans X et v est la transfor-

mation de Fourier de N\ On a done
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g . (17)

d'oύ la condition est necessaire.

Montrons ensuite que la condition est suffisante. Le support SN etant

non-compact, on a, quel que soit K un compact de X, "ε^κ Ψ 0. Soit uf

la projection de u sur H2, on a alors, quelle que soit φ de Cκ,

lim(w — u')*φ*φ(x) = 0. (18)

En appliquant le resultat montre ci-dessus et d'apres notre condition pour

u, on a, quel que soit K un compact de X,

( J rfε^) (M - Uf)*φ*φ = (u — u')*φ *><p * S&κ, (19)

et par suite,

(U — Ur)*φ*φ{%) = \im —— \{u — Uf)*φ*φ(x- y)dε^κ(y) = 0, (20)

d'oύ w = ^ r .

LEMME 4. *SΌ/ί iV ŵ  noyau de Dirichlet, on a alors

SN = Ad{U{S/£, \n ', K est compact, n est un entier >0}), (21)

oil

(22)

Pour un ensemble U9 on designe par Ad{U) Γadherent de U. On a

d'abord N^N*{ε^κ)
n et SN contient 0, et par suite, SNΌS,£, \n, d'oύ

SNo>Ad(U{S/ε, γ\K est compact, n est un entier >0}). (23)

Reciproquement, il existe une famille filtrante (Ka)aeΛ a gauche de com-

pacts de X et une famille (aa)aeΛ de nombres > 0 tels que, quelle que soit

φ de Cκ,

lim aa\φdΣU&kJn = \φdN, (24)
αeΛ J n=0 J

oύ ( )° = s. D'apres Π i^α = {0}, on a
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SN = Ad(\j{S,£, )n;a^Λ})9 (25)

d'ou notre lemme.

LEMME 5. Soient N et Nf les mimes que ci-dessus. On suppose aussi que

N + Nf satisfait au principe de domination et que SN est compact. Alors, quelles que

soient f, g^O de Oκ, Vinegalite {N+ N')*f ^N'*g est satisfaite partout dans X

des qu'elle Vest sur Sf.

II suffit de supposer que (N+ Nf)*f(x) < N'*g(x) sur Sf. S'il existe

un point de X oύ la fonction N'*g(x) — {N+ N')*f(x) prend la valeur nega-

tive, on peut alors choisir un point x0 de S^^Π^S/ tel que

N'*g(xo)-N'*f(xo)-N'*f(xo) = min(N/*g(x)-N*f(x)-N'*f(x)), (26)

car, d'apres le principe de domination pour N+Nf, (N+N')*f{x) ^ {N+N')*g{x)

partout dans X et S(N*g) est compact. Posons

N'*g(x) < N*f(x) + N'*f(x)} (27)

et soit (ωa)a<=Λ une famille filtrante a droite d'ouverts relativement compacts

de X et avec U ωa = ω. On a alors, quel que soit

\(N'*g - N*f - N'*f)d(εxo - ε£Oiβ) ̂  N'*g(x0) - N*f(x0) - N'*f(x0) < 0, (28)

ou είo>« est la mesure balayee de la mesure de Dirac εXQ au point #osur ωa

relativement au noyau N+N'. D'apres Γegalite (iV+ N')*f(x)<(N+ N')*g(x)

sur X, on a ^ c S ^ ) , et done, ^ω est compact. Par consequent,

luβj(N' g(x) - N'*/(x))d(εXt - ε'Xt,.)(x) = 0, (29)

et

Urn \N*f(x)d(εX0 - είt..)(x\ = N* /(*,) - \N* f(x)dε'Xt^x) = 0, (30)

car ωZ)Sf, oύ εί0>ω est une mesure balayee de εXQ sur ω relativement au

noyau N. Mais c'est en contradiction avec (28), d'oύ N*f(x) + N'*f{x)

sur X.
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Demonstration du theoreme. On montre d'abord que la condition est

suffisante. Pour deux fonctions φx ̂  0 et φ2 ̂  0 de Cκ, on pose

u = inf((N+N')*<Pι, (N+N')*φ2)-mf(N'*φί9 N'*φt). (31)

Pour i = 1,2, on a alors, quel que soit K un compact de X et quel que

soit Xo de if,

\(N+N')*φt deio,$?K-\mf(N'*<pl9 N'

^iίίCo), N'*φ2(xo))

N'*φt(x0) - inf (iV*9i(a?o), ^ ^ 2 ( ^ 0 ) ) , (32)

ou s i O i ^ ^ est la mesure balayee de ε ^ sur <^K relativement au noyau N,

et done

\ (33)

D'autre part, ^^sup(iV*^!, N*φ2) et sup(iV*^i, N*φ2) appartient a Fespace

fonctionnel Hi associe au noyau N, car les contractions normales operent

dans Ht. On a, quelle que soit ^ ^ 0 de H^CK, u*φ^Hl9 et d'apres (33),

l p N*φ2)*φ)H1> (34)

et par suite,

11^*^11^ ^ II sup (iV*^!, N*φ2)*φ\\Hl. (35)

D'apres le fait que HXΓ\CK est dense dans CK9 u appartient a Hx et

\(N+ iV')*(9i - Ψ2)\ - \N'*(ψi ~ Ψ2)\ e f t . (36)

O n a

\\(N+N')*(<Pi- <Pz)(x) I - IN' * (Pi - 92)(α) I i ^ I iV* (9i - ?>2)(s) 1 (37)

et, quels que soient x et y respectivement de X et de SN9

(9i ~ Ψι){x + y)l ~ KN+N')*(Vi - 9*)(x)\

9i - φ*)(x + V)\ + \N'*(φι ~ φ2)(x)\ I

j — <p2){χ + 2/) — AΓ*(^! — 9?2)(a?)|

2/) - J V ' * ^ ! - ¥>2)MI

(38)
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Soit (Nχ)λ>o famille rέsolvante des noyaux de convolution sur X et telle

que No — N (cf. [1]), Γinegalite (38) a lieu aussi pour y de SNi, car NX^N.

On a alors

|| \(N+ N') (φt -φt)\- \N'*(Ψl - ψ2)\ \\Bι

\(N+N')*(Ψι-φ2)\ - \ N'*(Ψι -

-\(N+ N')*(Ψl - φt)(x)\ + \N'*(Vl- φt)(x)\ \*λdNx(y)dx)

φ2) | 2 ( l - λ\dN>)dx + - |~ λ SS I Λ Γ * ( ¥ ) l ~ ψi){x + V)

ι - φ2)(x)\2λdNx(y)dx)

ι, (39)

et par suite, \(N+ N')*(φι — φ2)\ appartient a Γespace fonctionnel H associe

au noyau N + N'. On a ensuite

= \\\(N+N')*(Ψι-φ2)\ - \N'*(Ψι- φz)\\\2

Hi +\\\N'*(φι- φt)\\\%t

^ lϋV*(^ - φ2ψHι + \\N'*(φ1 - φ2)\\2H2

= \\(N+N')*(φ1-φi)\\i

B, (40)

oύ Hz est Γespace fonctionnel associέ au noyau N'. Pour une function u

de H, il existe une suite (φn) de Cκ telle que ((N+ N')*φn) converge forte-

ment vers u dans H avec «-> oo. La suite (|(JV + N')*φn\) έtant bornέe

dans H et convergeant vers \u\ localement presque partout dans X, on a

| « | e t f et

lll«llliI^lim|||(iV+iV/)*i>»||lir^lim||(iV+iV')*i>»||e=||«|| ir. (41)

La contraction module de R opere dans H9 d'ou N+ N' satisfait au principe

de domination2).

Montrons que la condition est necessaire. II est deja connu que iV

satisfait au principe de domination (cf. le lemme 1). Pour un compact K

de X et pour un entier n > 0, on a

f = N' * (ε^κ)
n, (42)

2) La contraction module T de R est la transformation telle que T(a) = \a\.
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et il resulte du thέoreme de G. Choquet et J. Deny (cf. [2]) qae N' est

periodique a tout le point de S/£/ \Λ. D'apres le lemme 4, on arrive a

la conclusion que N' est periodique a tout le point de SN. On va ensuite

montrer que N' satisfait au principe de domination, en sέparant aux deux

parties suivantes:

(I) Le cas oύ SN n'est pas compact. Soient H et H2 respectivement

les espaces fonctionnels associes au noyau N+N' et au noyau N\ Pour

une fonction / de Mκ et pour une contraction normale T de R, la fonction

T N'*f appartient a H (cf. la proposition 1 et [4]), et elle est periodique

a tout le point de SN. On a done, quel que soit K un compact de X,

^ ( T (N'*f))*ε&κ, - (43)

et, d'apres le lemme 3, on a T (N'*f)^H2.

\\T (N'*f)\\H2 = \\T-(N'*f)\\H£\\N'*f\\H=\\N'*f\\B2, (44)

et par suite, on obtient ainsi que les contractions normales operent dans H2,

d'oύ N' satisfait au principe de domination.

(II) Le cas oύ SN est compact. O n peut supposer evidemment N'¥=0.

Le noyau de convolution Nf etant de type positif, SN, contient Γorigine,

et done, il suffit de montrer que, queues que soient / ^ 0 , # ^ 0 e t ^ ^ O

de CK9

Nf *(f*φ){x) < N'*(g*φ)(x) sur

Nf*(f*φ)(x)^N'*(g*φ)(x) dans X, (45)

car, quelle que soit h^O de Cκ, Nf*h{x)>0 dans {χ(=X h{x) > 0 } . O n

obtient d'abord que, quel que soit ω un voisinage ouvert et relativement

compact de 0,

N' * φ * ψ{0) = SUpNf*φ* φ{x). (46)

En effet, s'il existe un voisinage ω0 ouvert et relativement compact de 0 tel

que

JV7 * ψ *.̂ 5(0) > sup Nr * ψ *ιφ(x) (47)

la fonction Tά {Nf *φ*φ) = inf{N'*φ*φ,a) est non-zero et Ta (Nf *φ*φ)
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••= N'*φ*Φ sur ^ ω 0 , ou

a~ sup N'*φ*φ(x). (48)

D'apres la proposition I et le principe de domination pour N+N', on a

Ta-{Nf*φ*φ)<=H. La fonction Nr*φ*φ — Ta (N'*φ*φ) est non-zero et a

support compact, et done, elle appartient hΉlm En utilisant encore la pro-

position 1, on a

\\Ta-(N'*φ*φ)\\H-= \\N'*φ*φ-(N'*φ*φ- Ta-(N'*9*$))\\S

= \\N'*φ*Φ\\H+ \W*φ*Φ - Ta (N'*φ*Φ)\\H, (49)

d'oύ

\\Ta (N'*φ*Φ)\\H^\\N'*φ*φ\\s. (50)

L'egalite \\Ta-(N'*φ*φ)\\# - \\N'*φ*φ\\H resulte de (50) et du fait que les

contractions normales operent dans H, d'oύ N'*φ*φ = Ta (N'*φ*φ), mais

cela est en contradiction avec (47).

On pose

b= in{(N'*g*φ(x)~N'*f*φ(x)) (51)

et

λ = max((N'*f*A0))m, ((N'*g*g(0)Y'*). (52)

O n peut supposer encore N'*φ*φ{0) = 1. On prend un entier positif n tel

que

— max Λ̂ * (/* φ)(x) < b, (53)

et soit η un nombre positif tel que

6λnη<b — — max N* (/* φ){x). (54)

n %(=χ

II existe alors un point x0 de X tel que Γon ait

N'*φ*Φ{0) — N'*ψ*0(αo) < 5?4 (55)

et

0, (56)
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car S(N*f*ψ) est compact. O n a alors, quel que soit i un entier positif et

quel que soit x de X,

\UiX0N'*(f*φ)(x)-N'*(f*φ)(x)\*= \N'*(f*φ)(x+iXo)-N'*(f*φ)(x)\*

^(N'*f*f(0))(N'*(U<tί,9+s)φ ~ UχΨ)*(U(iX0+χ)φ - Uxφ)(0))

^2(N'*f*f(0))(N'*φ*Φ(0) - N'*φ*φ(ix0)) < 4iλY, (57)

car, pour i ^ 1,

\N'*φ*φ(ix0) — N'*φ*φ((i — l)#0)|

<l/2~{N'*Ψ*φ(ϋ))uz{N'*ψ*φ(0) -Nf*φ*φ(xQ))1/2

= i/2~(N'*9*^(0) -N'*φ*φ(xo))m < 2η\ (58)

d'ou

\UixυN'*(f*φ)(x)-N'*(f*φ)(x)\ < 2iλη. (59)

De la meme maniere, on a

n-1

Soit x un point de U S(u< /*«>). Alors, il existe un entier m (0^m<n—l
Γ i=o ιχoJ

et un point y de S(f*φ) tels que x = mxQ + y. On a

N'*(g*φ)(x) — — HN*{UiχJ*φ){%) — — 27V/*{UiχQf*φ)(x)

^Nf*(g*φ) (mxo + y) — — Σ N'*(f* ψ){{m + / )a?0 + 2/) — — max iV* (/* ψ){x)

>-N'*(f*φ)(y)~:

\\2λ(m+i)ηmcix
n i=o n x=x

- N'*(f*φ)(y) -βλnη -

^ N'*(g*φ)(y) - Nf *(f*φ)(y) - b

^ 0. (61)

D'apres le lemme 5, on a

N'*(g*φ)(x)^^r

njiN*(UiXof*φ)(.x)+~-n^1N'*(Uixl)f*ψ)(x) (62)

dans X, et done,
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= N'*f*φ{x) —~nγ>iλη = N'*f*φ(x) - 2(w - l)λη (63)

dans X. Faisant η ->• 0, on arrive a la conclusion que iV * {g* φ){x) ^Nf* (f*φ)(x)

dans X. La demonstration est ainsi complete.

Remarque 1. Le support du noyau de Dirichlet N sur X est un sous-

groupe ferme de X, car N + ε est elementaire3). Par consequent, si iV est

absolument continue, le support de N est egal a X. Lorsque SN = X, tout

le noyau de convolution singulier N' sur X est constant des que N + Nf

satisfait au principe de domination. Lorsque SN ψ X, on peut trouver un

noyau de convolution singulier N' non-constant et tel que N + N' satisfasse

au principe de domination. Son exemple peut etre trouve dans [3].

Probleme. Est-ce qu'il existe noyaux de convolution singuliers, non-

periodiques et qui satisfait au principe de domination?

Remarque 2. Dans le cas oύ un noyau de convolution iV sur X est non-

symetrique, les memes discutions ont lieus dans le cadre des noyaux d'espace

fonctionnel invariant par translations au sens generalise (cf. [7]).

4. Applications

Dans cette section, on supposera toujours qu'il n'existe aucun sous-

groupe compact de X sauf {0}.

LEMME 6. Soit N un noyau de convolution symetrique sur X. Alors, pour que

N soit un noyau de Dirichlet sur X, il faut et il suffit que N satisfasse au principe

de domination et que N soit non-zero et s'annule a ΓinβniA\

En effet, d'apres la proposition 2, N est de type positif s'il satisfait au

principe de domination. Soit H Vespace fonctionnel sur X associe au noyau

N. Montrons que H est un espace de Dirichlet special sur X sous la condition

que N [ψ 0) satisfait au principe de domination et s'annule a Γinfini. Soit /

une fonction non-negative de Cκ, et soit Tn la projection de R sur Γinter-

3) On dit qu'un noyau de convolution N sur X est elementaire s'il est de la forme
#Σ! {o)n> oύ a est une constante non-negative et σ est une mesure de Radon ̂ 0 .

π=0
4) Cela signifie que, quelle que soit ψ de CKi N*φ(x) -»0 avec#->oo.
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valle ferme [0,1/n], Alors, Tn (iV*/)_appartient a H, car Tn est une cont-

raction normale de R. D?apres Γinςίgalite

_ II T a : (N*f)\\ί ^ (N*f, • Tn . UV*/))H,

la suite (N*f— Tn (N*f)) converge fortement vers N*f dans if avec n->oo.

L'ensenible -{N*/; f^Cκ} etant dense dans H, CKΓ\H est dense dans H. On

montre ensuite que CKΠH est dense dans Cκ. Soit 9 une fonction non-

negative, non-zero de Cκ, alors, on a, quel que soit V un voisinage ouvert,

relativement compact de 0 et symetrique par rapport a 0,

iV* ψ * ̂ (0) > sup N*φ* φ{x)

car, sinon, d'apres lim A/"* φ * φ(x) = 0, il existe un point #0 de ^ F tel que
£->αo

iV* 9 * ίo(ίCo) = sup N*φ* φ(x) = JV*

et alors, quel que soit w un entier >0,N*φ*φ{nίx0) = iV*<p*^(0). D'apres

notre hypothese, N*φ* φ{0) = 0, d'oύ N = 0.

La fonction N*φ*φ — inf(iV*^*^, β) est non-zero, non-negative et de

Hf)Cκ. Par consequent, Γensemble {ψ^CκΠH φ^0} est riche dans CK9

d'oύ HΓ\CK est dense dans C^. On obtient ainsi que N est un noyau de

Dirichlet sur X.

La condition est evidemment necessaire.

S'il existe un sous-groupe compact {Φ 0) de X, le lemme 6 n'a pas lieu.

On peut facilement fournir son exemple. En utilisant notre theoreme et le

lemme 6, on arrive au corollaire suivant:

COROLLAIRE. Si un noyau de convolution symetrique N sur X satisfait au

principe de domination, il est alors de la forme N = Nr + Ns, oύ Nr est un noyau de

Dirichlet sur X ou 0 et Ns est un noyau de convolution singulier sur X, periodique

a tout le point de SN et qui satisfait au principe de domination.

L'inverse est evidemment vrai d'apres notre theoreme.

D'apres la proposition 2, il existe l'espace fonctionnel H associd au

noyau N. Soient Ho et H' respectivement Γadherent de CKΓ\H et l'espace

orthogonal de Ho dans H. Alors, en vertu des lemmes 1 et 6, Ho est un

espace de Dirichlet sur X ou {0}. On a ensuite H0^>'C0Γ\H, car, quelle que

soit u une fonction non-negative de Co Π H, la fonction u — Tn u appartient

a Cκf]H et la suite {Tn u) converge faiblement vers 0 avec w->oo, et done,
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la suite (u — Tn u) est bornee dans Ho et converge localement presque par-

tout vers u dans X. Tn est la projection de R sur [0,1/n], Designons par

iVr le noyau de Ho. Alors, il suffit de voir que la mesure N — Nr est positive.

Pour une fonction non-negative / de Cκ, on a (N~ Nr)*f<=H' et

\\(N-Nr)*f\\H^\\((N-Nr)*f)+\\H==\\(N-Nr)*f+((N-Nr)*f)-\\H

= \\(N-Nr)*f\\B + \\((N-Nr)*f)-\\π,

car la fonction ((N — Nr)*f)~ s'annule a infini, d'oύ (Λ^~ iVr)*/2>0. La

fonction / etant quelconque, N — Nr est une mesure de Radon positive dans

X. La demonstration est ainsi complete.
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