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NOYAUX DE CONVOLUTION REGULIERS ET
NOYAUX DE CONVOLUTION SINGULIERS

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soient X un groupe abélien localement compact et non-compact, et dx
sa mesure de Haar. Rappelons qu’un noyau de convolution N sur X est
une mesure de Radon positive dans X. Il est symétrique §’il est symétrique
par rapport & Porigine. Notons My la totalité de fonctions mesurables,
bornées dans X, a valeurs réelles et a support compact. On dit que N est
de type positif si, quelle que soit f une fonction de Mg, N=* F*£(0)=0, ol
f (x) = f(—=) et la signe = est la convolution sur X.

On connait qu’a un noyau de convolution N symétrique et de type
positif sur X, on peut associer un espace fonctionnel H invariant par trans-
lations sur X, et un seul tel que, quelle que soit f une fonction de Mg, le
potentiel de f dans H soit égal 4 la densité de la convolution N*f. On
appelle H ’espace fonctionnel associé a N, qui s’écrit précisément H=H(N).

Soit N un noyau de convolution symétrique et de type positif sur X.
Il est dit d’étre régulier si H(N)NCk est dense dans H(N) et dans Cg, ol
Cx est 'espace des fonctions finies et continues dans X, a support compact,
et muni de la topologie usuelle. On dit que N est singulier si H(N)NGC,
={0}, ou C, est la totalité des fonctions numériques, continues dans X et
s’annulant & ’infini.

Cette note sera principalement consacrée a la démonstration du théo-

réme suivant:

TuEOREME. Soient N et N’ un noyau de convolution régulier sur X et un
noyau de convolution singulier sur X, respectivement. Alors, pour que N+ N’ satis-
fasse au principe de domination, il faut et il suffit que N soit un noyau de Dirichlet
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sur X et que N’ soit périodique & tout le point du support Sy de N et satisfasse au
principe de domination®.

On obtiendra donc que si Sy est égal a X, N’ est toujours constant.
En P’appliquant, on arrive au corollaire suivant:

CoROLLAIRE. On suppose qu’il n’existe aucun sous-groupe compact de X sauf
{0}, 8% un noyau de convolution symétrique N sur X satisfait au principe de domination,
il est alors de la forme N= N, + N,, o N, est un noyau de Dirichlet sur X ou
zéro, et ou N est un noyau de convolution singulier sur X et qui est périodique a
tout le point de Sy, et satisfait au principe de domination.

Cela est une amélioration du résultat de P’autre note [5].

2. Préliminaire

On commencera d’abord avec la définition d’un espace fonctionnel
invariant par translations sur X (au sens de A. Beurling et J. Deny) (voir

{11).

Dermnition 1. Un espace hilbertien H s’appelle un espace fonctionnel
invariant par translations sur X si tout I’élément de H est une fonction locale-
ment sommable dans X et a valeurs réelles, et si les deux conditions sont
satisfaites:

(a) A un compact K de X, on peut associer une constante non-négative
A(K) telle que ’on ait, quelle que soit » de H,

§K|u|dx§A(K)uu i 1

(b) Pour une fonction # de H et pour un point # de X, la fonction
U,u obtenue de u par la translation de x appartient a2 H et on a ||Uull=|lul.

Plus précisément, ’élément de H est une classe des fonctions qui sont
égaux localement presque partout. On désigne respectivement par |- [ et (-, «)
la norme de H et le produit scalaire associé. D’aprés la condition (a), on
obtient que, pour une fonction f de Mg, il existe un élément u, de H, et
un seul tel que I’on ait, quelle que soit v de H,

(ts,0) = Svfdx, (2)

1) On dit que N est périodique & un point ¢ de X si N=N'*¢;, ou &, est la mesure
de Dirac a .
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et u, s’appelle le potentiel de f dans H. Si I'on a, quelle que soit f une
fonction non-négative de My, u, =0, H est dit d’étre a noyau positif. Cette
terminologie est trés résonable, car on connait bien qu’a un noyau de con-
volution N symétrique et de type positif sur X (resp. a un espace fonction-
nel H invariant par translations sur X et a noyau positif), on peut associer
un espace fonctionnel H invariant par translations sur X et & noyau positif
(resp. un noyau de convolution N symétrique et de type positif sur X), et
un seul tel que, quelle que soit f une fonction de Mg, le potentiel de f
dans H soit égal a la densité de N«f. En ce moment, H s’appelle ’espace
fonctionnel associé au noyau N et s’écrit H = H(N), et N s’appelle le noyau
de H.

ProposiTioN 1. Soient N, et N; noyaux de convolution symétriques et de type
positif sur X, et soient Hy, et H, respectivement les espaces fonctionnels associés @ Ny
et @ Ny. Alors, Pespace fonctionnel H associé au noyau N = N, + N, est égal a
{u, + uz; w,€H, et u,sH,}. En particulier, si HHNH, = {0}, on a H= H®H,

ol @ est la somme directe.

Démonstration. Pour une fonction f de Mg, on désigne respective-
ment par #%> et u, les potentiels de f dans H; (i =1,2) et dans H. Ils
sont évidemment égaux aux densités de Ngxf et de Nxf. Les produits
scalaires dans H; et dans H sont désignés respectivement par (-, -); et par
(+,+), et on utilise les notations analogues pour leurs normes. On a, quelle

que soit g de My,

u Ml = NludPlls - llagll, ©)

(g dof = (fupran)”((uig au) ™ = ugp-

et donc, on peut définir une fonctionnelle linéaire et bornée L sur H, telle
que, quelle que soit g de My,

L(u,) = Su‘f“g dz, (4)

car 'ensemble {u,eH; g= My} est dense dans H. D’apres le théoréme de
Riesz, il existe une fonction # de H telle que, quelle que soit g de My,

Su gdx = (u,u,) = L(u,) = Su(f”g dzx, (5)

et par suite, # = ¥, d’ott uP’eH et |uP| Z|uPl; (i =1,2). Soit # une
fonction de H;, il existe alors une suite (f,) de My telle que la suite (u5")
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converge fortement vers # dans H; avec n->oc. On a
llu$ — w2l < llu$ = u$Plls (6)
et par suite, (#’) est fondamentale dans H. La suite (#$) converge, d’autre
part, vers u# localement presque partout dans X, d’ot ucH et |u| < |lul,.
Par conséquent, H>{u; + uz; u,€H, et u,cH,}.
Montrons ensuite P’inclusion inverse. Soit # une fonction de H. Il existe
alors une suite (f.) de Mg telle que la suite (u#,,) converge fortement vers u

dans H avec n—+c. On a

g e = (s + up) fude = Nl (i = 1,2), (7)

et donc, (#%’) est fondamentale dans H; (i =1,2). Par conséquent, il existe
une fonction u, de H; telle que (#%)) converge fortement vers u; dans H,.

On a ainsi # = u, + u,, et la démonstration est compléte.

CorOLLAIRE 1. Soient N, et N, respectivement un noyau de convolution régulier
sur X et un noyau de convolution singulier sur X. Alors, Uespace fonctionnel associé
au noyau Ny + N, est H @ H,, oa H, est Uespace fonctionnel au noyau N;.

En effet, H,NH, = {0}, car, pour une fonction « de H,NH, on a,
quelle que soit ¢ de Cx, uxpxfH,NH,NC,, d’ott u =0.

DeriniTioN 2. Un noyau de convolution N sur X satisfait au principe
de domination si, quelles que soient f=0, g=0 de My, l'inégalité Nxf =< Nxg
est satisfaite localement presque partout sur X dés qu’elle 'est presque par-
tout sur {xeX; f(x)>0}.

ProrosiTION 2. S% un noyau de comvolution symétrique N sur X satisfait au
principe de domination, il est alors de type positif.
Voir [6].

ProrositionN 3 (le balayage). Soit N un moyau de convolution symétrique sur
X, et soit H Uespace fonctionnel assocté au moyau N. Si N satisfait au principe de
domination et si HNCx est dense dans Cy, alors, a un ouvert relativement compact
o de X, on peut associer une mesure de Radon positive &' portée par s, et une seule
telle que lon ait:

(1) N=N x &' au sens des mesures dans X.

(2) N=N &' au sens des mésures dans o.
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(3) Quelle que soit pr une mesure de Radon positive dans X et portée par o,
Nxp= Nx¢g' dés que Nxp= N au sens des mesures dans o.

En particulier st N est régulier, la proposition ci-dessus a liew pour un ouvert
quelconque de X.

On dit que ¢’ est la mesure balayée de la mesure de Dirac ¢ 4 Iorigine
sur o relativement au noyau N, et on a évidemment Sde’gl.

G. Choquet et J. Deny [3] montre lexistence de la mesure satisfaisant
aux conditions (1) et (2). Soit (0,).cs une famille filtrante & droite d’ouverts
de X et telle que @,Co et Vo.=o0, et soit ¢/ une mesure de Radon posi-
tive dans X, portée par @, et telle que 'on ait N= N=x¢; au sens des me-
sures dans X et N= N=:¢&/ au sens des mesures dans o, Alors, il existe un
voisinage V de lorigine tel que, quelle que soit ¢ =0 de Cx a support cV
et quelle que soit ¢ une mesure de Radon positive dans X et portée par a,

Nx g5 o) = Nx el ¢(x) (8)

dans X dés que Nxp=N au sens des mesures dans o, d’olt Nx*pz= Nxe&/.
Soit ¢’ un point vaguement adhérent de (&i).cs, il est alors une mesure de
Radon positive dans X, portée par & et qui satisfait aux conditions (1), (2)
et (3).

Montrons finalement ’unicité de ¢’. Soit &’ une autre mesure de
Radon positive dans X, portée par @ et qui satisfait aux conditions (1), (2)
et (3). Ona alors Nx¢’ = Nx¢&’’ au sens des mesures dans X, et donc, quelle

que soit ¢ de CxNH et quelle que soit f de My,

Sgoe’*f de = Sgoe”*f dz, (9)

d’ou &’ =¢”.

Lorsque N est régulier, il est bien connu que, pour un ouvert quel-
conque o de X, il existe une mesure de Radon positive dans X, portée par
@ et qui satisfait aux conditions (1) et (2) (voir [3]), et on arrive a la
conclusion de la méme maniere que ci-dessus.

On appelle “contraction normale” de la droite réelle R toute transfor-
mation 7 qui diminue la distance et conserve lorigine.

Un espace fonctionnel invariant par translations H sur X s’appelle un
espace de Dirichlet spécial sur X s’il est régulier et si, quelle que soit #-de
H et quelle que soit 7 une contraction normale de R, on a T-ucH et
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T+ ull <|lull, et son noyau s’appelle un noyau de Dirichlet sur X. 1l est
égal 4 un noyau régulier satisfaisant au principe de domination (ou au
principe du balayage).

3. La démonstration du théoréme principal

LemME 1. Soient N et N’ respectivement un noyau de convolution régulier sur
X et un noyau de couvolution singulier sur X. St N+ N’ satisfait au principe de
domination, alors, N y satisfait.

En effet, soit H I’espace fonctionnel associé au noyau N+ N’, et soit
H, Pespace fonctionnel associé au noyau N. Alors, d’aprés la proposition 1,
H, est un sous-espace fermé de H et qui contient CxNH. Pour une fonction
u de H, il existe une suite (¢,) de CxNH qui converge fortement vers u
dans H (et aussi dans H;). Pour une contraction normale T de R, T-o,
appartient 2 H; et on a

I T @ullz, = 1T+ @allz = ¢l = l@alln,. (10)

Faisant n— o, on a T-ucH, et | T ully, =<|lullz, et par suite, H; est un
espace de Dirichlet spécial sur X.

LemMme 2, Sowent N et N’ les mémes que ci-dessus, et s0it (w.)ees une famille
Jfiltrante a droite d’ouverts relativement compacts de X et lelle que le complément de
o= Uo, sott compact. St N+ N’ satisfait au principe de domination, alors, la
Samille (€l),eq converge vaguement vers i, o €, est la mesure balayée de sur o,
relativement au noyau N+ N', et ot €l est la mesure balayée de e sur o relative-
ment au noyau N.

En effet, la famille ((N+ N')%€l)seqs est évidemment filtrante a droite,
et donc, pour une fonction ¢ =0 de Cx et pour «a <B,
(N + N")x(es — edsolly < (N + N )xepxplly — (N + N )=esxolih, (11)

ou H est ’espace fonctionnel associé au noyau N+ N’ et ||-|l; est sa norme.
Par conséquent, il existe une fonction # de H et a support compact, telle
que la famille

(N+ N'Jp — (N + N')xeix¢)acs (12)

converge fortement vers # dans H. Il en résulte encore que (g{),es converge
vaguement vers une mesure de Radon positive ¢’ dans X. On a, quelle
que soit v une fonction de l’espace fonctionnel H, associé au noyau N,
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(1 V), = (1, 0)r = Tim (N + N')sgp — (N + N')relsg, v)s

= lim Svgodx — Svsé*wdx) = Svgo dr — Svy’*go dx

a€A
= (Nx@ — N*p'x0,0)y, (13)

et par suite, # = N+¢ — N=*p'+p. Par conséquent, ¢’ est portée par @ et on
a N= N=p’' au sens des mesures dans X et N= Nx*g’ au sens des mesures
dans o, d’ot Nxp' = Nxé&l.

Montrons réciproquement Nxpg' < Nxel. D’aprés 1'égalité 131 (N —
N'xel)=0, il suffit de montrer I'inégalité ’

Nxes + N = Nxel + N'x¢g} (14)

au sens des mesures dans X. On peut supposer, en ce cas, que @,Co (cf. la
proposition 3). Soit o’ un ouvert de X qui contient a., tel que o’ soit
compact et son intérieur contienne &, et soit z’’ une mesure de Radon
positive dans X et obtenue pour o’ de la maniére ci-dessus. On a évidem-
ment Nxp'/ + N' = Nx¢g, 4+ N'x¢. au sens des mesures dans X et Nx&) = Nxp'/,
d’out (14). On arrive ainsi a 1’égalité p’ = ¢/, d’ou notre lemme.

LemMmE 3. Soint N et N’ les mémes que ci-dessus. On suppose encore que
N+ N' satisfait au principe de domination et le support Sy de N est non-compact.
Alors, pour qu’une fonction bornée w de H appartienne a H,, il faut et il suffit que
Pon ait, quel que soit K un compact de X,

([aeton)u = ureion, (15)

oiv H et H, sont les espaces fonctionnels associés au noyau N+ N' et au noyan N',
et ol elog est la meaure balayée de € sur K relativement au noyau N.

En effet, soit (w.).,e, une famille filtrante a4 droite d’ouverts relativement
compacts de X et avec UAa),, = &K, et soit €, la mesure balayée de & sur

eE

o, relativement au noyau N+ N’. On a alors, quelle que soit ¢ de Cg,
0 = lim N+ ¢+ F+(e — €[)(0)
el
= 12’5‘18[95(@)12(1 —éq'gx(f))dv’(f)églsﬁ(f) [2(6Lx(0) —ELox(2))dy'(2),  (16)

A 7

ou la signe * est la transformation de Fourier dans X et »’ est la transfor-

mation de Fourier de N’. On a donc
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([aeton) N xoxs = N'xoxgxeion, | (17)

d’ou la condition est nécessaire.
Montrons ensuite que la condition est suffisante. Le support Sy étant
non-compact, on a, quel que soit K un compact de X, e&x 0. Soit u’

la projection de # sur H, on a alors, quelle que soit ¢ de Cg,

lim (2 — ')+ @ % 6(x) = 0. (1)

00

En appliquant le résultat montré ci-dessus et d’aprés notre condition pour
u, on a, quel que soit K un compact de X,

(SdeégK> (u — u'Jkpx@ = (u — u') % p xxe&ok, (19)
et par suite,
(= ')+ 6(a) = lim Ju—wrepedo— yiaetont) =0, (20

X Sd&’-g;{
d’od u = u'.

LemMme 4, Soit N un noyau de Dirichlet, on a alors

Sy = Ad(U{S(séﬂK)” ; K est compact, n est un entier > 0}), o (21)
ou
(ebpk)" = (e&pk)" 4eiok. (22)
Pour un ensemble U, on désigne par Ad(U) ’adhérent de U. On a
d’abord N= Nx(e&-x)" et Sy contient 0, et par suite, SNDS(E{;/K)T,, d’ou
SN:)Ad(U{S(&?K)n ; K est compact, # est un entier > 0}). (23)

Réciproquement, il existe une famille filtrante (K,).., & gauche de com-
pacts de X et une famille (4,).cs de nombres >0 tels que, quelle que soit
¢ de Cg,

| limaaggodngo(e%Ka)“:Sgod]\f, “ (24)

oA

ou (+)° =e. D’dprés NnK,=1{0}, on a
1=
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e/gKu)n? aEA}), (25)

d’ott notre lemme.

Lemme 5. Sotent N et N’ les mémes que ci-dessus. On suppose aussi que
N+ N’ satisfait au principe de domination et que Sy est compact. Alors, quelles que
sotent f, g=0 de Cg, Pinégaliié (N+ N')xf < N'xg est satisfaite partout dans X
dés qu’elle Uest sur Sy.

I1 suffit de supposer que (N+ N')xf(x)< N'xg(x) sur S,. S’il existe
un point de X ou la fonction N’'#g(x) — (N + N')=f(x) prend la valeur néga-
tive, on peut alors choisir un point %, de SynyN& S, tel que

N'xg(xe) — N+ f(@g) — N'x f(20) = Ixréi}rcl(N’*g(x) — Nxf(x) — N'= f(x)), (26)

car, d’apres le principe de domination pour N+N’, (N+N')x f(x) < (N4 N')xg(z)
partout dans X et Sy est compact. Posons

o =&F{@EX ; N xg(x) < N+ f(x) + N'= f(x)} (27)
et soit (@,).c, une famille filtrante 4 droite d’ouverts relativement compacts

de X et avec U o, = o. On a alors, quel que soit as4,
[ 2=

S(N’*g — N f — N f)d(€4, — €2g,a) = N'xg(@0) — Nx f (m0) — N’ f(2,) <0, (28)

ou ¢&f,. est la mesure balayée de la mesure de Dirac ¢,, au point z, sur o,
relativement au noyau N+ N’. D’aprés I’égalité (N + N')« f(x) < (N + N')+g(z)
sur X, on a FwC Sy et donc, Fw est compact. Par conséquent,

lim (V' 9(0) — N's Flo)d(2, — e£,,2)2) = 0, (29)
et
tim N £ (@)d (6., — e4,.00) = Ne Fla) — [N @)ty ole) = 0, (30)

car DSy, ou &, est une mesure balayée deweaco sur o relativement au
noyau N. Mais c’est’ en contradiction avec (28), d’ou N=f(x)+ N+ f(x)
=< N'’xg(x) sur X.
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Démonstration du théoréme. On montre d’abord que la condition est

suffisante. Pour deux fonctions ¢, =0 et ¢,=0 de Cg, on pose
u =inf (N + N)xp;, (N4 N')x@,) —inf(N'xp;, N'x¢,).

(31)

Pour i = 1,2, on a alors, quel que soit K un compact de X et quel que

soit %, de K,

[+ Mspe detyon = finf (W s, N p)del,ex
= (Nep, det @+ (Vg —inf (W rg1, N'seu)del, ex

< Nuofmn) + ([det, ) (V7w w0) — inf (N7 s ,(a0), N'x4(a0))

= Nxgy(@o) + N x@,(0) — Inf (N % ¢1(20), N’ % @s(20)),

(32)

oll &,z x est la mesure balayée de ¢, sur &K relativement au noyau N,

et donc

u(an) = (u(@)del, e x(@).

(33)

D’autre part, u <sup (N+¢;, N+¢p,) et sup (Nx¢,, N*x¢,) appartient a ’espace
fonctionnel H, associé au noyau N, car les contractions normales opérent
dans H;. On a, quelle que soit ¢ =0 de H,NCx, uxpcH, et d’aprés (33),

luxplly, = (ux@, sup (N*¢y, Nx@s)+@)u,,
et par suite,
lux@lly, <[ sup (N¥ @1, Nx@5)xolpg,.
D’aprés le fait que H,NCx est dense dans Cy, u appartient a H; et
N+ N)x(pr — @2)| — IN"%(¢y — ¢2)| €HL.
On a
[ HN+ N)#(py — @o)(@)| — [N"#(p1 — 0)(@)| | = | N*(p1 — ¢2)(x) ]
et, quels que soient x et y respectivement de X et de Sy,
| N4 N')x(e1 — @o)x + )| — [(N+ N')x(py — 05)(@)]
— [N"x(p1 — @)@ + y)| + | N'*(p1 — 05)(=)] |
= [ N#(p1 — @2)(@ + y) — Nx(p1 — ¢2)(@)]
+ 2| N (91 — @2)(x + y) — N’ (¢, — ¢2)(w)]
= [Nx(py — @a)(& + y) — Nx(91 — ¢5)(@)].
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Soit (N;);z0 famille résolvante des noyaux de convolution sur X et telle
que N, = N (cf. [1]), Plinégalité (38) a lieu aussi pour y de Sy, car N, < N.
On a alors

LN+ N)x(or = @] — [N+ (01 — 2)] I,
= tim (A LIV + N)s(01 = 2] — | Nx(ps — 92| [2(1 — 2N, )da
+ 2 2l[1 1V + N1)a (o — 02 (@ + 9)] = |V x(01 — @l + )]
— [N+ N)s(p, — @a(@)] + | N'*(py — 92)@)]| |24 Ni(y)dw)
< lim (21 Mx(oi— @) 12(1 = 2{am Jaw + S-a[{1Ne(01 = 2@+ 0)
—Nx(p1 — ¢2)()[22d Ni(y)dx)
= IN+(p, — 0l (39)

et par suite, |(N+ N')«(¢;, — ¢:)| appartient a Pespace fonctionnel H associé
au noyau N+ N’. On a ensuite

NN+ N)*(er — @) lll%
= [[[(N+ N')x(p1 — @2)| — | N"*(01 — @)}, + [ | N+ (01 — @2)|ll%,
= IN#(p1 — @a)lli, + [IN%(p1 — @)l &,
= I(N+ N')x(e1 — )l i (40)
ol H; est ’espace fonctionnel associé au noyau N’. Pour une fonction u
de H, il existe une suite (¢,) de Cx telle que ((N+ N’)x¢,) converge forte-
ment vers # dans H avec n—>oco, La suite (|(N+ N')x¢,|) étant bornée

dans H et convergeant vers |«| localement presque partout dans X, on a
|lu|€eH et

e e = lim [[(N + N')*@alllx = lim (N + N @alla = [lulle. (41)

7n—>00

La contraction module de R opére dans H, d’olt N+ N’ satisfait au principe
de domination?.

Montrons que la condition est nécessaire. Il est déja connu que N
satisfait au principe de domination (cf. le lemme 1). Pour un compact K
de X et pour un entier >0, on a

((aeton) N = N xtetonr™, (42)

2) La contraction module T de R est la transformation telle que T(a) = |a].
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et il résulte du théoréme de G. Choquet et J. Deny (cf. [2]) que N’ est

périodique a tout le point de S D’aprés le lemme 4, on arrive a

CZ%
la conclusion que N’ est périodique a tout le point de Sy. On va ensuite
montrer que N’ satisfait au principe de domination, en séparant aux deux
parties suivantes:

(I) Le cas oti Sy n’est pas compact. Soient H et H, respectivement
les espaces fonctionnels associés au noyau N+ N’ et au noyau N’. Pour
une fonction f de My et pour une contraction normale 7 de R, la fonction
T-N’xf appartient 3 H (cf. la proposition 1 et [4]), et elle est périodique
a tout le point de Sy. On a donc, quel que soit K un compact de X,

T (N f) = -2 (T- (N« f))xelon, - (43)
Sdség,(
et, d’apres le lemme 3, on a T-(N'xf)EH,.
T (N % fllgy, = I T+ (N"% f)llg Z IN"* fllg = IN"* fllar, (44)

et par suite, on obtient ainsi que les contractions normales opérent dans H,,
d’oit N’ satisfait au principe de domination."

(IT) Le cas ol Sy est compact. On peut supposer évidemment N’#0.
Le noyau de convolution N’ étant de type positif, Sy, contient lorigine,
et donc, il suffit de montrer que, quelles que soient f=0, g=0 et ¢ =0
de Cg,
N'#(fro)) < N'#(g«¢)(@) sur Sc s
= N'#(f+o)x) =< N'«(gx¢)(x) dans X, (45)
car, quelle que soit #=0 de Cx, N'«h(x) >0 dans {z&€X;h(z)>0}. On

obtient d’abord que, quel que soit » un voisinage ouvert et relativement
compact de 0,

N'x@+¢(0) = sup N+ @(x). (46)
FE 7%

En effet, §’il existe un voisinage w, ouvert et relativement compact de 0 tel
que

N'%@+$(0) > sup N ¢ +(x) (47)

1EZ wo

la fonction T;:«(N'+¢*¢)= Inf(N'«x¢@xP,a) est non-zéro et T, (N'*x¢ox )
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= N'% 0@ sur &y Ou

a= sup N’ s«p+@(x). (48)
2=F Wy

D’apres la proposition 1 et le principe de domination pour N+ N’, on a
T, (N'«xpx¢)eH. La fonction N's¢x@ — T, (N +¢x¢) est non-zéro et a
support compact, et donc, elle appartient 2 H;. En utilisant encore la pro-

position 1, on a

[ To+ (N #0+ )l = IN" 40§ — (N'50xf — To+ (N'x9x9))llx
=||N"%@#Pllyg + IN' ¢+ f — To - (N9 x9)l|z, (49)

1T (N %¢%@)llg = IN"+¢+¢la (50)

L’égalité || T, (N +¢+P)|lg = IN'@ ¢z résulte de (50) et du fait que les
contractions normales opérent dans H, d’oit N'x¢x¢ = T,-(N'+¢*§), mais
cela est en contradiction avec (47).

On pose
b=xt§rslf(N’*g*¢(x)——N'*f*sﬁ(x)) (51)
et
2 = max((N+ fx f(O)'2, ((N*gxg(0)2). (52)

On peut supposer encore N’x¢x¢(0) =1. On prend un entier positif » tel
que

L max Ne(fro)@) < b, (53)
n geX
et soit 7 un nombre positif tel que
6inn < b — 1 max Nx(f*o)(x). (54)
n zeX
Il existe alors un point 2, de X tel que 'on ait
N'xpx¢(0) — N5 ¢ x §(20) < 7* (55)
et

St rse) NV Sw g wirse = b5 (56)
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car Su«r+p €st compact. On a alors, quel que soit i un entier positif et
quel que soit z de X,

[UiegoN'#(fx0)@) — N'x(fx0)(@)[2 = | N'*(f0)(x + izo) — N'+(f+¢)(2)|?
v \\/
= (N # f5 fONN* (Ut pyr 09 — UpP) ¥ (Ut zge 09 — U0)(0))

v

S2AN* fx FO)N %+ $(0) — N'x @+ G(imo)) < 4ia%p%, (57)

car, pour =1,

[N %0 xG(izg) — N'x0#G((i — 1)ao)|

V2 (N #0xGO)AN %0 G(0) — N+ ¢+ §(2,))"/

=2 (N %9+ $(0) — N"+ 9+ §(x,))"/* < 21%, (58)
d’on

[UsizeN' #(f+0)@) — N’ (fx¢)x)| < 2i27. (59)
De la méme maniére, on a

Ui ooV % (g 0) (@) — N'(g=p)(2)| < 2i27. (60)

n-—1
Soit # un point de U Sw; gyt Alors, il existe un entier m (0=m=n-1)
=0

et un point y de Siu tels que x =mx,+y. On a
1 n—1 1 n—1
N (g2 )(@) = 5 SN+ (U, Fx0)(@) =~ SIN'*(U, , fo)a)
n—1
= N'#(gx ) (mzo + y) — %Z_zﬂoN’*(f*so)((m + i)t +y) — % max Nx(f+¢)(x)
n-—1
= N'x(gx0)(y) — N's(fx0)(y) — 22mp — in—igzx(mﬂ)n —% grggiN*(f*so)(w)

= N'x(gx0)(y) — N'+(f+¢)(y) — 6imy — -L_max Nx(+0)(a)

= N'#x(gx@)y) — N'«(f+@)(y)— b

=0, (61)
D’aprés le lemme 5, on a

n

-1 n—
N+ (gr0)e) = -5 BNe Ui fo0) ) + o SN 8(Uiyfr9)e) (62)

i=0

dans X, et donc,
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n—1
N'+(ge¢)a) = - 5 N (Ursy f20)(2)
= N's frp(a) ——Zn—’g i1y = N'« frpla) — 2n — iy (63)

dans X. Faisanty— 0, on arrive 4 la conclusion que N’ (g ¢)(®) = N’ *(f+p)(x)
dans X. La démonstration est ainsi compléte.

Remarque 1. Le support du noyau de Dirichlet N sur X est un sous-
groupe fermé de X, car N+ ¢ est élémentaire®. Par conséquent, si N est
absolument continue, le support de N est égal a X. Lorsque Sy =X, tout
le noyau de convolution singulier N’ sur X est constant dés que N+ N’
satisfait au principe de domination. Lorsque Sy X, on peut trouver un
noyau de convolution singulier N’ non-constant et tel que N+ N’ satisfasse
au principe de domination. Son exemple peut étre trouvé dans [3].

Probléme. Est-ce qu’il existe noyaux de convolution singuliers, non-
périodiques et qui satisfait au principe de domination?

Remarque 2.  Dans le cas olt un noyau de convolution N sur X est non-
symétrique, les mémes discutions ont lieus dans le cadre des noyaux d’espace
fonctionnel invariant par translations au sens généralisé (cf. [7]).

4. Applications

Dans cette section, on supposera toujours qu’il n’existe aucun sous-
groupe compact de X sauf {0}.

LEMME 6. Soit N un noyau de convolution symétrique sur X. Alors, pour que
N soit un noyau de Dirichlet sur X, il faut et il suffit que N satisfasse au principe
de domination et que N soit non-zéro et s’annule & Uinfimi®.

En effet, d’aprés la proposition 2, N est de type positif §’il satisfait au
principe de domination. Soit H ’espace fonctionnel sur X associé au noyau
N. Montrons que H est un espace de Dirichlet spécial sur X sous la condition
que N (#0) satisfait au principe de domination et s’annule a Pinfini. Soit f
une fonction non-négative de Cy, et soit T, la projection de R sur l'inter-

3) On dit qu’un noyau de convolution N sur X est élémentaire s’il est de la forme
N=a20(a)", ol @ est une constante non-négative et ¢ est une mesure de Radon =0.
n=

4) Cela signifie que, quelle que soit ¢ de Cg, Nxp(x) >0 avec 2 - .
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valle fermé [0,1/n]. Alors, T,:(N=f)_appartient & H, car T, est une cont-
raction normale de R. D’aprés I'inégalité

o T (N« N = (Nx S, To s (N% f))ay

la suite (Nxf — T, (Nxf)) converge fortement vers N+ f dans H avec n — o,
L’ensenible {Nxf; f&Cy} étant dense dans H, CxNH est dense dans H. On
montre ensuite que CxNH est dense dans Ck. Soit ¢ une fonction non-
négative, non-zéro de Cg, alors, on a, quel que soit V un voisinage ouvert,
relativement compact de 0 et symétrique par rapport a 0,

N+ ¢(0) > sup Nx ¢+ (x)
re&V

car, sinon, d’apres lim Nx¢+¢(x) =0, il existe un point z, de &V tel que

=00

Nxox@(x,) = sup N+ @ ¢(x) = Nx¢*¢(0),
eV

et alors, quel que soit m un entier >0, Nxpx¢(mz,) = Nx¢x$(0). D’apres
notre hypothése, N+¢x¢(0) =0, d’ot N=0.

La fonction Nx¢s+¢ —inf(N+¢x@, a) est non-zéro, non-négative et de
HNCgk. Par conséquent, ’ensemble {p=CxNH ; ¢ =0} est riche dans Cy,
d’ott HNCx est dense dans Cx. On obtient ainsi que N est un noyau de
Dirichlet sur X.

La condition est évidemment nécessaire.

3’1l existe un sous-groupe compact (#0) de X, le lemme 6 n’a pas lieu.
On peut facilement fournir son exemple. En utilisant notre théoréme et le
lemme 6, on arrive au corollaire suivant:

CoOROLLAIRE. S un noyau de convolution symétrique N sur X satisfait au
principe de domination, il est alors de la forme N= N, + N,, o N, est un noyau de
Dirichlet sur X ou 0 et N, est un noyau de convolution singulier sur X, périodique
a tout le point de Sy et qui satisfait au principe de domination.

L’inverse est évidemment vrai d’aprés notre théoréme.

D’aprés la proposition 2, il existe I’espace fonctionnel H associé au
noyau N. Soient H, et H’ respectivement I’adhérent de CxNH et I’espace
orthogonal de H, dans H. Alors, en vertu des lemmes 1 et 6, H, est un
espace de Dirichlet sur X ou {0}. On a ensuite H,DC,NH, car, quelle que
soit # une fonction non-négative de C,NH, la fonction # — T,-u appartient
a CxNH et la suite (T,-u) converge faiblement vers 0 avec n — oo, et donc,
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la suite (# — T,-u) est bornée dans H, et converge localement presque par-
tout vers # dans X. T, est la projection de R sur [0,1/n]. Désignons par
N, le noyau de H,. Alors, il suffit de voir que la mesure N — N, est positive.
Pour une fonction non-négative f de Cx, on a (N— N,)«feH’ et

(N = N2 flle 2 NN = No)# f) ¥l = (N = Np)x f + (N — Np)=f)7lla
= (N = N:)* flla + (N — N2 )* f)7Nlas

car la fonction (N — N,)+f)” s’annule & infini, d’ot (N—N,)xf=0. La
fonction f étant quelconque, N — N, est une mesure de Radon positive dans
X. La démonstration est ainsi compléte.
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