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Abstract. We consider the skew product of a dynamical system with a Bernoulli
flow and we prove that under additional conditions this skew product is isomorphic
to a direct product. We use this result to show that the minimal diffeomorphism
with strictly positive entropy (constructed by M. R. Herman) is isomorphic to a
direct product of a 0-entropy dynamical system with a Bernoulli shift.

Introduction
On considere le produit semi direct d'un systeme dynamique par un flot de Bernoulli
et on donne des conditions suffisantes pour qu'un tel produit semi direct se decom-
pose en un produit direct. On applique ensuite ce resultat pour montrer que
l'exemple d'un diffeomorphisme minimal d'entropie non nulle (construit par M. R.
Herman) est isomorphe au produit direct d'un systeme dynamique ergodique
d'entropie nulle par un schema de Bernoulli.

Produit semi direct
La notation (X, si, m) d'espace de probabilite est condensee en X et tous les espaces
utilises sont des espaces de Lebesgue.

Definition. Soit T un automorphisme sur un espace X et soit $ une fonction
mesurable sur X. Soit (S,) un flot mesurable sur un espace Y. On appelle produit
semi direct du systeme (X, T) par le flot (Y, S,) pour la fonction <j>, le systeme
dynamique (Xo, To) defini par X0 = Xx Y et par T0(x, y) = [Tx, SMx)y].

1. Soit (X, T) un systeme dynamique ergodique entropie finie et soit <£ une
fonction integrable sur X verifiant 0<]x<t>dm< +oo. Soit (S,) un flot de Bernoulli
d'entropie finie sur un espace Y. Le produit semi direct (Xo, To) du systeme (X, T)
par le flot (Y, S,) pour la fonction <j> est alors isomorphe au produit direct du systeme
(X, T) par un schema de Bernoulli.

Les proprietes suivantes, dont les references par rapport a la bibliographie sont
indiquees entre crochets seront utilisees pour demontrer le theoreme 1.

PROPOSITION 1 (consequence du theoreme ergodique). Soit (X, T) un systeme
dynamique ergodique et soit <j> une fonction reelle integrable sur X dont V'integrate est

https://doi.org/10.1017/S0143385700002145 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700002145


560

finie. On note

et
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*('» •*) = Z 4>(T'x) pour i entier positif

* ( i , JC) = - Z J enrier negatif.

Pour e > 0, j / existe alors un entier N et une partie Xt de X telle que mes {Xx) > 1 — e
et telle que si xeXt et si |z| >• JV avec i e Z alors

PROPOSITION 2 ([7] et [8]). Soit (Xo, To) un systeme dynamique ergodique et soit P
une partition sur Xo- Pour une partition Q sur Xo, on dit que le systeme (Q, To) est
tres faiblement Bernoulli conditionnellement a Pet on note (Q,T0)t—f— b—/P lorsque
pour tout e>0 il existe N tel que pour n et m entiers verifiant n> N et m > 0 il existe
K tel que si k> K alors pour e presque tout atome imp de V-m T'0Q\/\/-k T'0P on

d\ yr0Q/irnp;\/T'0Q/p\<e.

S'il existe une suite croissante (Qm)meN de partitions sur Xo verifiant (Qm, T0)t—f —
b—IP pour tout m et verifiant

meN ieZ

(tribu initiale de Vespace Xo) alors il existe une partition Q sur Xo telle que les tribus
V-" T0P et \J-™T0Q soient independantes, telle que

+00

—00

et telle que tous les (ToO),£z soient independantes. Ces conditions assurent que le
systeme dynamique (Xo, To) est isomorphe au produit direct du facteur
[Xo; V-" T0P; To] par un schema de Bernoulli.

PROPOSITION 3 ([1, p. 219], theoreme de renouvellement). Soit (Xj)iEN une suite
de variables aleatoires independantes et equidistribuees definies sur un espace de
probabilite fl eta valeurs dans une partie finie de U+. Pour j entier et u> dans Cl ondefinit

et pour un intervalle I de U on definit la variable aleatoire N(I) sur fi par

N(I)(a>) = Nombre d' entiers j tels que oy(«a) e /.

Si I designe un intervalle fixe de U, E[N(I + z)] tend vers (longueur
lorsque z reel tend vers +oo ou E(-) designe Vesperance de la variable aleatoire (-).
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Demonstration du theoreme 1. En reprenant la notation <i>(i, x) definie dans la
proposition 1 on obtient

T'o(x, y) -[Tx, &i>(u)y] pour tout i dans Z.

(1) Ergodicite du systeme (Xo, To).
Soit A et A' deux parties mesurables sur X et soit B et B' deux parties mesurables
sur Y. Pour obtenir l'ergodicite du systeme (Xo, To) il suffit de montrer que

(1/n) £ mes[(AxB)nT5(A'xB')3^mes(AxB)-mes(A'xB')
k = l

lorsque n-*<x>.
Soit e>0. Le not (S,) etant melangeant sur Y, il existe un entier m0 tel que si

r>m0 avec T reel alors |mes (BnSTB')-mesBxmesB' | est inferieur a e/10.
D'apres la proposition 1, il existe kx entier tel que pour e/10 presque tout x de X
on ait $>(k, x) > m0 des que k > k\. En ecrivant

')]= |
Jx

mes [(A xB)nTS(A 'xB '
Jx

on obtient
|mes [(A x B) n TQ( A' x B')] - mes B X mes B' x mes (A n TkA')\ < jge

des que k > fc,. D'apres l'ergodicite du systeme (X, T), (l/n) £j |= 1 mes (A n TkA')
tend vers mes Ax mes A' lorsque n tend vers +00 et on obtient alors le resultat.

(2) Modeleduflot (Y,St).
D'apres le theoreme d'isomorphisme des flois de Bernoulli d'entropie finie et d'apres
le resultat de D. S. Ornstein [5], on peut prendre comme modele pour notre flot
de Bernoulli (Y, S,) le flot obtenu de la facon suivante:

Soit (Y, T) un systeme dynamique avec O = [O(0); 0(1)] partition sur Y telle
que mes 0(0) = mes O(l) = |, telle que tous les (T'Q)i£z soient independants et
telle que V-» T'Q = Y.

Soit a et /3 deux reels tels que 0< a <p avec a/piQ et avec

ou ho(S) designe l'entropie du flot initial (S,) sur Y. On note S = (a +/3)/2.
Ondefinit Y = 0(0) x[0, a [u 0(1) x[0, )3[ et on definit (S,) sur Y comme etant

le flot construit au dessus du systeme (Y, f) pour la fonction valant a sur 0(0) et
/3 sur 0(1). [Sous Faction de ce flot (S,), le point y = (y, T) de Y se deplace sur la
verticale au dessus de (y, r) jusqu'a ce qu'il rencontre le point du graphe de la
fonction precedente et se deplace ensuite sur la verticale au dessus de (7^,0), les
deplacements s'effectuant avec une vitesse unitaire.]
On considere sur Y la partition 0 = [0(0); 0(1)] definie par O(O) = 0(0) x[0, a[
et O(l) = 0(1) x [0, )3[. D'apres [5], pour y suffisamment petit on a VJEZ SiyQ = Y.
Apres avoir fixe un tel y, on pose

+ m

om= v siyo
i = — m

pour tout m de N.

https://doi.org/10.1017/S0143385700002145 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0143385700002145


562 A. Lamotte

(3) Propriete de produit direct.
Soit P une partition sur X telle que V-" T'P = X. D'apres la proposition 2, il suffit,
pour obtenir le resultat du theoreme 1, de demontrer que pour tout m entier le
systeme (Om, To) est t — f—b—/P. Dans la suite on demontre que (Q, To) est
t—f—b—/P et le cas general s'obtient de facon tout a fait analogue.

Soit e > 0. La partition P etant generatrice sur X il suffit, pour obtenir la propriete
(Q, 7o)t — f — b— IP de demontrer qu'il existe No tel que si n > No et si m > 0 alors
e2/100 presque tout x de X verifie: pour e2/10 presque tout atome TTX de
V-m S*(U)O on a

f V 5*(WO/wx; V S*(tx)O
L i = l i = l J

D'apres la proposition 1, il existe n0 et m0 entiers tels que e2/1000 presque tout x
de X verifie la condition (1) suivante:

si i > n0 et si / > m0 alors 4>(i, x) > 2/3 et $ ( - / , x) < 0. (1)

Si x verifie cette derniere condition tout atome de V-m° S#u,x)Q est une reunion
de rectangles sur Y dont les bases sur Y sont mesurables pour V-co T'Q. II suffit
done de trouver N2 tel que si n>N2 alors e2/200 presque tout x de X verifiant
(1) est tel que:

i; V SMMQ/R2] < e/10

pour tous rectangles Rt et R2 sur V dont les bases sur Y sont mesurables pour
V-oc f a
I ere etape: les rectangles sont inclus dans une meme bande horizontale de Y de
hauteur inferieure a eS/60.

On considere les variables aleatoires (X/)ieN definies sur Y par

/3 si f - y )
Les variables aleatoires (AT,),eN sont independantes et equidistribuees. En reprenant
les resultats de la proposition 3, on peut definir la variable aleatoire N([z, z + eS/60[)
et il existe At>0 tel que si z> Ax alors

E[N([z, z + eS/60[)] < e/50.

D'apres la proposition 1, il existe Bl > 0 tel que e2/1000 presque tout x de X verifie
la condition (2) suivante:

si i > B1 alors *(i, x) > A, +/3. (2)

Soit JVj entier tel que si n>Nj alors sup (n0, Bi)/n< e/100.
Pour / = 1,2 soit /?y = ayx[^,;, j/;[ un rectangle sur Y dont la base a, sur Y est

mesurable pour V-<» T'O et on suppose que i?t et R2 sont inclus dans une meme
bande horizontale de hauteur <eS/60 [e'est a dire sup (\vf -(J,2\; |I^2 — M-iI) < eS/60].
Les (T'O),ez etant independants, si x verifie la condition (1) alors pour j= 1, 2 les
systemes (V"o ^^^O/ayXl^}) et (Vn

nnS^(U)Q/Yx{0}) sont isomorphes.
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Pour y dans Y et t reel on note StQ(y) l'indice de l'atome de O contenant
S_,(y, 0). Si 5(lO(y)#S,2O(y) avec 0<f1<«2 alors, en reprenant les notations
donnees dans la proposition 3 on a N([t1,t2[)(y) = l. Si i>Bi et si x verifie les
conditions (1) et (2) on obtient ainsi:

mes {y e Y; S»(U)_Ml Q(y) * S»(t,)_M2O(y)} < e/50

et

mes {ye a,; S<t(U)_M.O(y) ^ S<t(i,;t)_),O(y)}<(e/50)Xmes a,

des que y € [/n,, p;[ pour / = 1, 2. Pour x verifiant (1) et (2) et pour n > N, on obtient
ainsi:

i;VS*(i,

leme etape: les rectangles sont quelconques.
On considere une suite strictement croissante (et) {L0 verifiant e0 = 0, e7l = {I, e^ = a

pour un /0 et verifiant |e, - e,_]| < eS/60 pour tout / = 1,... ,li- Pour / = 1 , . . . , l0

on pose Y{1) = Y x [e,_,, e,[ et pour / = /0 + 1 , . . . , lx on pose Y(l) = 0(1) x [>,_!, £,[.
On considere la suite (X,)jeN de variables aleatoires sur Y definie precedemment
et, en utilisant la proposition 3 on choisit C > 0 tel que si z> C — /3 alors

,eX(e,-e,_1)

8
pour tout / = 1 , . . . , / , . Soit Ax defini dans l'etude de la premiere etape et soit B2

tel que e2/1000 presque tout x de X verifie la condition (3) suivante:

si i>B2 alors ®(i,x)-C>Al. (3)

Soit N2 tel que sup (n0, B2)/N2<e/l00. Soit i ^ et R2 deux rectangles sur Y dont
les bases sur Y sont mesurables pour V-oo T'Q. Pour j'• = 1, 2 et pour / = 1 , . . . , / ,
soit Rj(l) = {yeRj-, S_cy£ Y(l)}. Lorsque t^lo', y = (y> v)eRj(l) si et seulement
si iV([C-17+ e,_i, C-Tj + e,[)(y) vaut 1. Lorsque /> / 0 ; y = (9, i?)ei?/(/) si et
seulement si N([C—17 + £/-i, C-7j + £,[)(y) = 1 et N X [ C - T ; , C-77 + a[)(y) = O.
Les bases des rectangles etant mesurables pour V-00 T'Q, d'apres le choix de C on
obtient

|[mesi?!(/)/mesi?i]-[mes J?2(/)/mesR2]\<E/100 pour 1 = 1,... ,h.

Soit JC verifiant les conditions (1) et (3) et soit n>N2. S^cRj(l) etant une reunion
de rectangles inclus dans Y(l), on obtient d'apres la premiere etape:

[ n n

V S Ql S R (/)• V S
"0 "0

D'apres la propriete sur les mesures relatives de i?i(/) et R2(l) on obtient alors:

[ n n

ce qui assure le resultat. •
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Remarques. Le theoreme 1 generalise un resultat etabli par M. Brin, prop (2-3)
dans [2].

Produit semi direct de deux flots: Soit (T,) un flot ergodique sur un espace X et
soit <f> une fonction integrable de X dans R, dont l'integrale est strictement positive.
Soit (5,) un flot de Bernoulli sur un espace Y. Pour x dans X et t reel on pose

Jo
En utilisant le theoreme 1 il est possible de demontrer que le flot (R,) defini sur
X x Y par R,(x, y) = [T,x, S<t>((,x))'] est isomorphe au produit direct du flot (X, T,)
par un flot de Bernoulli.

Structure de la transformation de M. R. Herman
On considere la transformation Fa utilisee dans [4] et definie sur T, xSL (2, R)/F
par Fa(8, y) = [d + a; A(6)y] avec Tj = R/Z, avec F sous groupe discret a quotient
compact de SL (2, R) et avec

, , , [cos 277-0 -sin27r6>l ("A 0 1 . ^ ,
A(0) = \ xl ou A > 1 est fixe.

I_sin27r0 cos27r0J LO 1/AJ

Soit v l'unique mesure de probabilite sur SL (2, R)/F invariante par l'action a gauche
de SL (2, R) et soit M = Tj x SL (2, R)/F muni de la mesure n = ddxv.

THEOREME 2. Pour a e TjXCQ/Z) le systeme (M, fi, Fa) est isomorphe au produit
direct d'un systeme ergodique d'entropie nulle par un schema de Bernoulli.

Notations. On note / la matrice unite dans SL (2, R). Pour a e T,, on pose

pour n entier positif et

An
a{6) = A[6 + net]'1 X • • -xA[d-a]~l

pour n<Oetonnotei?a la transformation definie sur T ] par Ra(0) = 6 + a mod 1.

LEMME 4. Pour a e T^N^Q/Z), il existe une partie 1\ de T, invariante par Ra, de
mesure 1 et il existe une application Q mesurable de J[ dans SL (2, R) et une
application <f> mesurable de Jl dans R* telles que:

(i) la fonction log \<f>( • )| est integrable sur Ti, d'integrate strictement positive;
(ii) si&eT[, A(6) = Q(d + a)B(0)Q(d)'1 ou

Demonstration du lemme 4. ||A(0)|| = A done, d'apres le theoreme ergodique sous
additif, pour presque tout 6 de Tj, (1/n) log ||Aa(0)|| converge lorsque n tend vers
l'infini. Cette limite, notee ici A(a), est constante et, d'apres le theoreme 3.1 donne
dans [4], elle verifie A(a)>0. En appliquant le theoreme ergodique multiplicatif
donne dans [6], on obtient l'existence de deux applications mesurables A+ et A_,
definies sur une partie TJ de Tj de mesure 1 et invariante par Ra, a valeurs dans
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SL (2,R) et telles que si 0 e T; alors:
[ (A"(0)A"(0)]1 / 2"H>.A+(0) lorsque n^+oo.
['An

a(0)An
a(0)Yl/2n-> A_(«) lorsque n^-oo.

A+(0) et A_(0) possedent les memes valeurs propres qui sont expA(a) et
exp-A(a).

si U-(d) [resp. U+(0)] est le sous espace propre de A_(0) [resp. de A+(0)] associe
a exp —A(a) alors

R2=t/_(0)0L/+(0), A(6)U-(8)=U-(0 + a), A(0)U+(0)= U+(0 + a)

et pour tout u de l/_(0) on a

(l/n)log||A"(0)u||->A(a) lorsque n^±oo.

Si le premier vecteur colonne de la matrice adjointe de A_(0) —[exp-A(a)]/ est
non nul, on le note u_(0) et s'il est nul on note u_(0) le deuxieme vecteur colonne
de cette meme matrice. On definit de meme u+(d) en utilisant la matrice A+(0) —
[exp-A(a)]/. Soit

Soit </> definie de T', dans R* par

et soit Q( 0) la matrice dont le premier vecteur colonne est u_( 0) et dont le deuxieme
vecteur colonne est v+(0). Les applications <j> et Q sont mesurables sur TJ et si on
note B(0) la matrice

U(0) 0 ]
L 0 1/<M0)J

on obtient A(8)O(6) = Q(0 + a)B(d) ce qui assure la deuxieme propriete donnee
dans le lemme 4. u_(0)et v-(8 + a) etantdenorme 1, on obtient |<£(0)|< l|A(0)|| = A
et |l/</)(0)|<||A(0)"1|| = A done l'application log |<^(-)l est integrable sur
J[-An

a(B)v4e) estegala

et
(l/n)log||A"(0)u_(0)||^A(a) lorsque n->+oo

done d'apres le theoreme ergodique on obtient jT< log |$(0)| dd = A(a) > 0 ce qui
assure la premiere propriete donnee dans le lemme 4. D

Pour obtenir le theoreme 2 on utilisera egalement la resultat suivant extrait de [3]
et donne ici sans demonstration.

PROPOSITION 5. Soit (X, T) un systeme dynamique ergodique. Une extension a deux
points d'un produit direct de (X, T) par un schema de Bernoulli est alors;

(i) soit isomorphe au produit direct de (X, T) par un schema de Bernoulli;
(ii) soit isomorphe a u produit direct d' une extension a deux points du systeme (X, T)

par un schema de Bernoulli.
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Demonstration du theoreme 2. On reprend les notations donnees dans le lemme 4.
(1) Supposons (—/)€F. On pose

0

et on considere la transformation F'a definie sur M par

D'apres le lemme 4, en utilisant l'isomorphisme (0, y) -> [0, Q(0)~'y], les transforma-
tions Fa et F'a sur (M, /u.) sont isomorphes. D'apres [5], le flot (S,) defini sur
SL' (2, R)/r par

est un flot de Bernoulli. En utilisant le lemme 4 et en ecrivant

le resultat du theoreme 2 devient une consequence du theoreme 1.
(2) Supposons (- / ) £ Y. Soit V = T u ( - r ) et soit M' = T \ x SL (2, R) / r . En repre-
nant l'expression B'(0) definie dans (1), on definit une transformation F"a sur M' par

F'My') = l0 + a, B'(0)y'l

Le systeme (M, /*, Fa) est alors une extension a deux points du systeme (M', fi',F'a)
et en reprenant ce qui a ete fait dans la partie (1) on obtient que (M\ fi', F"a) est
isomorphe au produit direct de (J1, Ra) par un schema de Bernoulli. Le resultat
du theoreme 2 est alors une consequence de la proposition 5. D
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