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Abstract. We consider the skew product of a dynamical system with a Bernoulli
flow and we prove that under additional conditions this skew product is isomorphic
to a direct product. We use this result to show that the minimal diffeomorphism
with strictly positive entropy (constructed by M. R. Herman) is isomorphic to a
direct product of a 0-entropy dynamical system with a Bernoulli shift.

Introduction

On considere le produit semi direct d’un systéme dynamique par un flot de Bernoulli
et on donne des conditions suffisantes pour qu’un tel produit semi direct se décom-
pose en un produit direct. On applique ensuite ce résultat pour montrer que
I’exemple d’un difféomorphisme minimal d’entropie non nulle (construit par M. R.
Herman) est isomorphe au produit direct d’un systéme dynamique ergodique
d’entropie nulle par un schéma de Bernoulli.

Produit semi direct
La notation (X, &, m) d’espace de probabilité est condensée en X et tous les espaces
utilisés sont des espaces de Lebesgue.

Définition. Soit T un automorphisme sur un espace X et soit ¢ une fonction
mesurable sur X. Soit (S,) un flot mesurable sur un espace Y. On appelle produit
semi direct du systéme (X, T) par le flot (Y, S,) pour la fonction ¢, le systéme
dynamique (Xo, Tp) défini par Xo=X XY et par To(x, y) =[Tx, Sy ¥]-

THEOREME 1. Soit (X, T) un systéme dynamique ergodique entropie finie et soit ¢ une
fonction intégrable sur X vérifiant 0< [x ¢ dm <+co, Soit (S,) un flot de Bernoulli
d’entropie finie sur un espace Y. Le produit semi direct (X, T,) du systeme (X, T)
par le flot (Y, S,) pour la fonction ¢ est alors isomorphe au produit direct du systéme
(X, T) par un schéma de Bernoulli.

Les propriétés suivantes, dont les références par rapport a la bibliographie sont
indiquées entre crochets seront utilisées pour démontrer le théoréme 1.

ProPOSITION 1 (conséquence du théoréme ergodique). Soit (X, T) un systéme
dynamique ergodique et soit ¢ une fonction réelle intégrable sur X dont I’intégrale est
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finie. On note
i-1 .
O, x)=Y &(T'x) pour i entier positif
j=0
et

_1 _
O, x)=—3Y ¢(T'x) pour i entier négatif.
j=i

1

Pour € >0, il existe alors un entier N et une partie X, de X telle que mes (X;)>1-¢
et telle que si xe X, et si |i|> N avec i€ Z alors

’(l/i)tb(i, x)—I ¢ dm
X

<E&.

ProprosITION 2 ([7] et [8]). Soit (X, Ty) un systéme dynamique ergodique et soit P
une partition sur Xy. Pour une partition Q sur X,, on dit que le systeme (Q, T,) est
trés faiblement Bernoulli conditionnellement a P et on note (Q, Ty)t — f — b—/ Plorsque
pour tout £ > 0 il existe N tel que pour n et m entiers vérifiant n> N et m >0 il existe
K tel que si k > K alors pour € presque tout atome = p de \/°,, ToQv V¥, THP on
a

d[\"/ TiQ/mp; V Té,o/p] <e.
1 1

S’il existe une suite croissante (Q,,) .o~ de partitions sur X, vérifiant (Q,,, Ty)t—f—
b—/ P pour tout m et vérifiant

V V Ty(QnvP) =X,

meN ieZ

(tribu initiale de I’espace X,) alors il existe une partition Q sur X, telle que les tribus
VIZTLP et \VT3 THQ soient indépendantes, telle que

et telle que tous les (T{Q),.z soient indépendantes. Ces conditions assurent que le
systéeme dynamique (X,, Ty;) est isomorphe au produit direct du facteur
[Xo; V2 THP; To) par un schéma de Bernoulli.

ProrosiTion 3 ([1, p. 219], théoréme de renouvellement). Soit (X;);.n une suite
de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées définies sur un espace de
probabilité Q) et a valeurs dans une partie finie de R*. Pour j entier et » dans §) on définit

5w) =% Xi(@)

et pour un intervalle I de R on définit la variable aléatoire N(I) sur ) par
N(I)(w) = Nombre d’entiers j tels que ogj(w) e I

Si I désigne un intervalle fixé de R, E[N(I+ z)] tend vers (longueur I)/E(X,)
lorsque z réel tend vers +co0 ou E(—) désigne I’espérance de la variable aléatoire (—).
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Démonstration du théoréme 1. En reprenant la notation ®(i, x) définie dans la
proposition 1 on obtient

TH(x, y)=[T'x, Spixyy]  pour tout i dans Z.
(1) Ergodicité du systeme (X, Ty).
Soit A et A’ deux parties mesurables sur X et soit B et B’ deux parties mesurables
sur Y. Pour obtenir 'ergodicité du systeme (X, Ty) il suffit de montrer que

(1/n) 3. mes[(AXB)n TE(A’ X B')]> mes (A X B) - mes (A’ X B')
k=1

lorsque n - co.

Soit £ > 0. Le flot (S;) étant mélangeant sur Y, il existe un entier m, tel que si
7> m, avec 7 réel alors |mes (B S,B’)—mes BXmes B’| est inférieur 4 £/10.
D’apres la proposition 1, il existe k, entier tel que pour £/10 presque tout x de X
on ait ®(k, x)> m, dés que k> k,. En écrivant

mes [(AXB)n T&(A'X B')]= I Ta~7*a(x) Xmes [B N Sox ) B'] dm(x)
X

on obtient
|mes [(AX B)~ TE(A' X B')]—mes BXmes B’ Xmes (An T*A')| < {5¢

dés que k> k. D’aprés 'ergodicité du systéme (X, T), (1/n) Z:=1 mes (An T*A")
tend vers mes A Xmes A’ lorsque n tend vers +00 et on obtient alors le résultat.

(2) Modéle du flot (Y, S,).

D’aprés le théoréme d’isomorphisme des flots de Bernoulli d’entropie finie et d’apres
le résultat de D. S. Ornstein [5], on peut prendre comme modéle pour notre flot
de Bernoulli (Y, S,) le flot obtenu de la fagon suivante:

Soit (Y, T) un systéme dynamique avec Q =[Q(0); Q(1)] partition sur Y telle
que mes O(0) =mes Q(1) =3, telle que tous les (T°Q);.; soient indépendants et
telle que V2 T'O =Y.

Soit a et B deux réels tels que 0 <a < B avec a/B £ Q et avec

(a+B)/2=(log 2)/ho(S)
ou hy(S) désigne 'entropie du flot initial (S,) sur Y. On note 8 =(a +)/2.

On définit Y = Q(0) X[0, a[ U O(1) X[0, B[ et on définit (S,) sur Y comme étant
le flot construit au dessus du systéme (Y, T) pour la fonction valant a sur Q(0) et
B sur Q(1). [Sous I’action de ce flot (S,), le point y=(J, 7) de Y se déplace sur la
verticale au dessus de (¥, 7) jusqu’a ce qu’il rencontre le point du graphe de la
fonction précédente et se déplace ensuite sur la verticale au dessus de (T}, 0), les
déplacements s’effectuant avec une vitesse unitaire.]

On considére sur Y la partition Q =[Q(0); Q(1)] définie par Q(0) = Q(0) X [0, a[
et Q(1) = Q(1) x[0, B[. D’aprés [5], pour y suffisamment petit on a Viez S, Q=Y.
Apres avoir fixé un tel vy, on pose
+m
O,= ) V Si'yo

pour tout m de N.
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(3) Propriété de produit direct.

Soit P une partition sur X telle que \/*2% 7P = X. D’aprés la proposition 2, il suffit,
pour obtenir le résultat du théoréme 1, de démontrer que pour tout m entier le
systéeme (Q,, T,) est t—f—b—/P. Dans la suite on démontre que (Q, T,) est
t—f—b—/P et le cas général s’obtient de fagon tout a fait analogue.

Soit € > Q. La partition P étant génératrice sur X il suffit, pour obtenir la propriété
(Q, Ty)t—f—b—/P de démontrer qu’il existe Ny tel que si n> N, et si m >0 alors
£°/100 presque tout x de X vérifie: pour £%/10 presque tout atome m, de
V2, SeixQ on a

d[ V SoinQ/m V S<b(i,x)o] <e/10.
i=1 i=1

D’aprés la proposition 1, il existe n, et my, entiers tels que £°/1000 presque tout x
de X vérifie la condition (1) suivante:

si i> ng et si j> mg alors ®(i, x) > 28 et $(—j, x) <O0. (1)
Si x vérifie cette derniére condition tout atome de VI.° Sg(;yQ est une réunion
de rectangles sur Y dont les bases sur Y sont mesurables pour /., T'Q. Il suffit
donc de trouver N, tel que si n> N, alors £2/200 presque tout x de X vérifiant
(1) est tel que:

d[\/ SeixnQ/R; V Sd)(i,x)O/RZ] <e/10

pour tous rectangles R, et R, sur Y dont les bases sur Y sont mesurables pour
Vi T'O.
1ére étape: les rectangles sont inclus dans une méme bande horizontale de Y de
hauteur inférieure a £6/60.
On considére les variables aléatoires (X;);n définies sur Y par

X(y)=a si T'5e0(0)

X(y)=B i T"ye QD).
Les variables aléatoires (X;);.n sont indépendantes et équidistribuées. En reprenant
les résultats de la proposition 3, on peut définir la variable aléatoire N([z, z + &6/60[)
et il existe A, >0 tel que si z> A, alors

E[N([z, z+€6/60[)] < ¢/50.

D’aprés la proposition 1, il existe B, > 0 tel que £°/1000 presque tout x de X vérifie
la condition (2) suivante:

si i> B, alors ®(i, x)> A, +B. 2)

Soit N, entier tel que si n> N, alors sup (ny, B,)/n<¢/100.

Pour j=1, 2 soit R;=4a;X[u;, »;[ un rectangle sur Y dont la base a; sur Y est
mesurable pour /%, T'Q et on suppose que R, et R, sont inclus dans une méme
bande horizontale de hauteur <&8/60 [c’est A dire sup (|v; — w,l; |v2— 14]) < £8/60].
Les (T°0Q);.z étant indépendants, si x vérifie la condition (1) alors pour j=1, 2 les
systemes (V n, SeinQ/a;x{u;}) et (V 5, Sei0Q/ Y X{0}) sont isomorphes.
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Pour § dans Y et ¢ réel on note S,Q(¥) lindice de I'atome de Q contenant
S_(3,0). Si S,Q(y)#S,0Q(F) avec 0<t,<t, alors, en reprenant les notations
données dans la proposition 3 on a N([t,, &,[)(§) =1. Si i> B, et si x vérifie les
conditions (1) et (2) on obtient ainsi:

mes {ye Y; So(ix0)—u, QUF) # Soix)—u,Q(¥)} < £/50
et

mes {§ € 4;; Sa(ix)-n, Q(F) # Sain)-, Q(9)} < (£/50) X mes g;
dés que y € [u;, ¥ pour j=1, 2. Pour x vérifiant (1) et (2) et pour n> N, on obtient
ainsi:

d[\/ SainQ/Ry; V Sq>(i,x)Q/R2] <3ge.

2éme étape: les rectangles sont quelconques.

On considére une suite strictement croissante (&;) Lo vérifiant £, =0, g=Be=a
pour un /, et vérifiant |e,~¢,_;| < £8/60 pour tout [=1,...,1. Pour I=1,...,1],
onpose Y(I)=Y x[g,_y, eifetpour [=ly+1,...,l,onpose Y(I)=Q(1) X[g_4, &[.
On consideére la suite (X;);cn de variables aléatoires sur Y définie précédemment
et, en utilisant la proposition 3 on choisit C >0 tel que si z> C — B alors

—£_1) e X(g—€-1)

EIN(z+ e1-1, 2+ &i])]~ 2

8 100% 1, X8
pour tout /=1,..., ;. Soit A, défini dans I’étude de la premiere étape et soit B,
tel que £%/1000 presque tout x de X vérifie la condition (3) suivante:
si i> B, alors ®(i, x)—C> A,. 3)

Soit N, tel que sup (ng, B,)/ N, <e/100. Soit R, et R, deux rectangles sur Y dont
les bases sur Y sont mesurables pour V%, T°Q. Pour j=1,2 et pour I=1,...,1
soit R{(I)={yeR;; S_cye Y(I)}. Lorsque I=<l,; y=(3, n) e R;(l) si et seulement
si N(C—n+e-y, C—n+g[)(y) vaut 1. Lorsque !> ly; y=(5, n)e R;(I) si et
seulement si N([C—n+eg_, C—n+e}(F)=1 et N[C—n, C—n+a)(7)=0.
Les bases des rectangles étant mesurables pour /%, T°Q, d’aprés le choix de C on
obtient

|lmes R,(I)/mes R;]—[mes R,(I)/mes R,]]<&/100  pour [=1,...,1,.

Soit x vérifiant les conditions (1) et (3) et soit n> N,. S_cR;(l) étant une réunion
de rectangles inclus dans Y (!), on obtient d’aprés la premiére étape:
dl:\/ Saix)-cQ/S-cR:.(1); V S¢(i.x)—cQ/S—cR2(l)] <3ge.

D’apres la propriété sur les mesures relatives de R;(!) et R,(!) on obtient alors:

d[\/ Saiin-cQ/S-cR1; V S¢(i‘x)—CQ/S—-CR2] <e/10

ce qui assure le résultat. O
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Remarques. Le théoréme 1 généralise un résultat établi par M. Brin, prop (2-3)
dans [2].

Produit semi direct de deux flots: Soit (T;) un flot ergodique sur un espace X et
soit ¢ une fonction intégrable de X dans R, dont I'intégrale est strictement positive.
Soit (S,) un flot de Bernoulli sur un espace Y. Pour x dans X et ¢ réel on pose

®(1, x)=JI¢(TJ) dr.

En utilisant le théoréme 1 il est possible de démontrer que le flot (R,) défini sur
X XY par R/(x,y)=[Tx, Sou.xy] est isomorphe au produit direct du flot (X, T,)
par un flot de Bernoulli.

Structure de la transformation de M. R. Herman

On considére la transformation F, utilisée dans [4] et définie sur T, XSL (2, R)/T
par F,(6, y)=[0+a; A(8)y] avec T, =R/Z, avec I' sous groupe discret a quotient
compact de SL (2, R) et avec

cos2mf —sin 276 A0
A(")_[ ] [0 1/

Soit » 'unique mesure de probabilité sur SL (2, R)/I" invariante par ’action a gauche
de SL (2,R) et soit M =T, XSL (2,R)/T" muni de la mesure x =d6 X v.

ou A >1 est fixé.
sin 276 cos 20 ]

THEOREME 2. Pour a € T,\(Q/Z) le systéeme (M, u, F,) est isomorphe au produit
direct d’un systéme ergodique d’entropie nulle par un schéma de Bernoulli.

Notations. On note I la matrice unité dans SL (2, R). Pour a € T, on pose

AL =A[0+(n—1)a]X - XA(0+a)XA(0)
pour n entier positif et
AL(8)=A[0+na] ' X - xA[8—a]'

pour n <0 et on note R, la transformation définie sur T, par R,(8)=6+a mod 1.

LEMME 4. Pour a ¢ T,\(Q/2), il existe une partie T} de T, invariante par R, de
mesure 1 et il existe une application Q mesurable de T dans SL (2,R) et une
application ¢ mesurable de T, dans R* telles que:
(i) la fonction log |#(-)| est intégrable sur T}, d’intégrale strictement positive;
(ii) si 6T}, A(8)=Q(6+a)B(0)Q(8)™ " ou

#(6) 0 ]
0 1/6(8) )

Démonstration du lemme 4. || A(8)|| = A donc, d’apres le théoréme ergodique sous
additif, pour presque tout 8 de T,, (1/n) log | A%(8)]| converge lorsque n tend vers
Pinfini. Cette limite, notée ici A (a), est constante et, d’aprés le théoréme 3.1 donné
dans [4], elle vérifie A(a)>0. En appliquant le théoréme ergodique multiplicatif
donné dans [6], on obtient I’existence de deux applications mesurables A, et A_,
définies sur une partie T] de T, de mesure 1 et invariante par R,, 4 valeurs dans

B(0)=[
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SL (2, R) et telles que si 6 € T alors:

[A(0)AZ(6)]*" > A(0) lorsque n - +oo.

['A(8)AZ(6)] V"> A_(0) lorsque n - —oo,

A(8) et A_(9) possédent les mémes valeurs propres qui sont exp A(a) et
exp —A(a).

si U_(0) [resp. U.(6)] est le sous espace propre de A_(8) [resp. de A, (0)] associé
a exp —A(a) alors

RE=U_(0)@U.(8), ABOU_(0)=U_(6+a), A(O)U.(6)=U.(6+a)
et pour tout u de U_(8) on a
(1/n)log |AZ(O)ull> A(a) lorsque n > %00,
Si le premier vecteur colonne de la matrice adjointe de A_(8)—[exp —A(a)]l est
non nul, on le note u_(8) et s’il est nul on note u_(0) le deuxie¢me vecteur colonne
de cette méme matrice. On définit de méme u. () en utilisant la matrice A.(8)—
[exp —A(a)]l Soit
04(6) = u.(8)/det [v_(6), u.(6)]
ot v_(8)=u—(6)/|u-(8)|.
Soit ¢ définie de T} dans R* par
A(0)v_(0)=¢(0)v_(6+a)
et soit Q(0) la matrice dont le premier vecteur colonne est v_(6) et dont le deuxiéme
vecteur colonne est v, (6). Les applications ¢ et Q sont mesurables sur T} et si on

note B(8) la matrice
[¢(0) 0 ]
0 1/4(6)

on obtient A(6)Q(8) = Q(6+ a)B(8) ce qui assure la deuxiéme propriété donnée
dans le lemme 4. v_(8) et v_(6 + a) étant de norme 1, on obtient |¢(8)| < || A(8)[| = A
et |1/¢6(8)|<||A(8) '|=A donc I'application log|#(-)| est intégrable sur
Ti-AZ(0)v_(0) est égal a
d[0+(n—1)a]X- X ¢(8)v_(8+na)
et
(1/n)log |AZ(8)v_(8)] > A(a) lorsque n —> +0

donc d’aprés le théoréme ergodique on obtient [y, log |¢(8)| d6 = A(a)>0 ce qui
assure la premiére propriété donnée dans le lemme 4. a

Pour obtenir le théoréme 2 on utilisera également la résultat suivant extrait de [3]
et donné ici sans démonstration.

PROPOSITION 5. Soit (X, T) un systéme dynamique ergodique. Une extension d deux
points d’un produit direct de (X, T) par un schéma de Bernoulli est alors;

(i) soit isomorphe au produit direct de (X, T) par un schéma de Bernoulli;

(ii) soit isomorphe au produit direct d’une extension a deux points du systéeme (X, T)
par un schéma de Bernoulli.
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Démonstration du théoréme 2. On reprend les notations données dans le lemme 4.
(1) Supposons (—I)eT. On pose
le®)l 0 ]
s
( 0 [1/¢(8)
et on considére la transformation F/, définie sur M par
F.(6,y)=[6+a, B'(8)y].

D’apreés le lemme 4, en utilisant I'isomorphisme (8, y) > [8, Q(8)'y], les transforma-
tions F, et F. sur (M, u) sont isomorphes. D’aprés [5], le flot (S,) défini sur

SL' (2,R)/T par
e 0
Sy= [0 e”]y

est un flot de Bernoulli. En utilisant le lemme 4 et en écrivant

F.(6, y)=[R.(90), Slogld>(9)|y]
le résultat du théoréme 2 devient une conséquence du théoréme 1.

(2) Supposons (—I)gT. SoitI'"'=T'u (-T) et soit M’ =T; XSL (2, R)/I". En repre-
nant I’expression B'(8) définie dans (1), on définit une transformation F, sur M’ par
Fo(6,y')=[0+a, B'(6)y'].

Le systéme (M, u, F,) est alors une extension a deux points du systéme (M’, u’, F7)
et en reprenant ce qui a été fait dans la partie (1) on obtient que (M', ', F7,) est
isomorphe au produit direct de (T, R,) par un schéma de Bernoulli. Le résultat
du théoréme 2 est alors une conséquence de la proposition 5. 0
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