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Abstract. Let kbe the ¢eldC orR, letM be the space kn and letAbe the algebra of polynomials
over M. We know from Hochschild and co-workers that the Hochschild homology H��A;A�
is isomorphic to the de Rham differential forms over M : this means that the complexes
�C��A;A�; b� and �O��M�; 0� are quasi-isomorphic. In this work, I produce a general explicit
homotopy formula between those two complexes. This formula can be generalized when M
is an open set in a complex manifold and A is the space of holomorphic functions overM.Then,
by taking the dual maps, I ¢nd a new homotopy formula for the Hochschild cohomology of
the algebra of smooth fonctions overM (whenM is either a complex or a real manifold) different
from the one given by DeWilde and Lecompte. I will ¢nally show how this formula can be used
to construct an homotopy for the cyclic homology.

Mathematics Subject Classi¢cations (2000). 16E40, (16S80, 17B65, 18G60, 5-XX).

0. Introduction

Comme l'ont notamment dëmontrë De Wilde et Lecomte [DWL], l'existence de
star-produits est intimement liëe a© la construction de formules explicites
d'homotopie en cohomologie entre les complexes de Hochschild et de de Rham.
Cette approche a vu son aboutissement dans la preuve de la conjecture de formalitë
par Kontsevich ([Ko]) et l'existence de star-produits sur une variëtë de Poisson
quelconque qui en dëcoule. Pour gënëraliser le thëore© me de formalitë de Kontsevich
aux cha|ª nes, on est alors naturellement amenë a© ëcrire des formules d'homotopie en
homologie. Le but de ce travail est d'ëcrire de telles formules explicites pour le
quasi-isomorphisme de complexes donnë par le thëore© me de Hochschild, Kostant
et Rosenberg ([HKR]). Soit A une alge© bre commutative af¢ne rëgulie© re et unitaire
sur un corps k � R ou C et M un A-bimodule. L'homologie de Hochschild de
l'alge© bre A a© coef¢cients dans M (notëe H��A;M�) est, par dë¢nition,
TorA

e �M;A�, avec Ae � A
 Aop ou© Aop est A muni de la multiplication opposëe:
Aop � Aop! Aop, �a; b� 7! ba. Le thëore© me de Hochschild^Kostant^Rosenberg
([HKR, p.395]) af¢rme que l'application naturelle:H1 � H1�A;A� ! H��A;A� entre
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groupes d'homologie de Hochschild induit un isomorphisme de A-alge© bres:
^�A�H1� ! H��A;A� ou© O�A � ^�A�H1� est la A-alge© bre extërieure sur H1. Le groupe
H1�A;A� est isomorphe au A-module des diffërentielles de Ka« hler.

Dans le cas particulier ou© A est une alge© bre de polynoª mes (A � k�x1; . . . ; xn�), ceci
est une consëquence de l'existence de la rësolution de Koszul (cf. [Kos], [Ho], [May]).
Ainsi les complexes �C��k�x1; . . . ; xn��; b� et �O�A; 0� sont quasi-isomorphes. Notre but
est de donner une formule d'homotopie explicite entre ces deux complexes. Ceci est
bien connu dans le cas n � 1 (cf. [LS] Ex. 2.7.3, [LQ] et [Ka1]). En dimension
supërieure, on dispose d'une approche thëorique en utilisant le thëore© me
d'Eilenberg^Zilber puisque k�x1; . . . ; xn� ' k�x�
n (cf. [LS] Ex. 2.7.1). Il existe aussi
une approche en gëomëtrie diffërentielle donnëe par Connes (cf. [Co]). Cependant,
il est utile de disposer de formules explicites, par exemple en thëorie des dëformations
ou en homologie entie© re.

Dans la premie© re partie, nous explicitons une telle formule d'homotopie. Pour cela
nous dë¢nissons un opërateur D, correspondant a© un `coproduit' D:A! A
 A, que
l'on ëtend en des fonctions Dl :A
l ! A
2. Nous donnerons quelques propriëtës
remarquables de ces opërateurs dans la deuxie© me partie. La preuve de thëore© me
principal de la premie© re partie est donnëe dans la troisie© me partie.

Dans la quatrie© me partie, nous verrons sous quelles conditions la formule
d'homotopie peut s'ëtendre a© des `alge© bres plus gënërales' et comment elle peut
se gënëraliser au cas ou© M est un ouvert contractile d'une variëtë complexe lisse
et A est l'alge© bre des fonctions holomorphes sur M.

Dans la cinquie© me partie, nous montrerons comment cette formule nous permet
de retrouver une expression analogue en cohomologie. En explicitant la nouvelle
formule obtenue, nous constaterons que celle-ci est diffërente de celle donnëe
par De Wilde et Lecomte ([DWL]).

En¢n, dans la dernie© re partie, nous donnerons une application d'une telle
homotopie: en utilisant les techniques de perturbation des rëtractions par
dëformation (cf. [Ka2]), nous obtenons une nouvelle formule d'homotopie explicite
entre l'homologie (ou la cohomologie) cyclique përiodique et celle de de Rham.

1. Formule d'homotopie pour les polynoª mes

Dans cette partie nous allons donner une formule d'homotopie entre les complexes
de Hochschild et de de Rham, pour l'alge© bre des polynoª mes. Commencons par
prëciser ce que nous entendons par homotopie entre deux complexes �C�; d� et
�C0�; d0�:

DEè FINITION 1.1. (cf. [ML]) Soient �C�; d� et �C0�; d0� deux complexes.

. Un morphisme de complexes f:C� ! C0� est un quasi-isomorphisme si
l'application induite sur l'homologie est un isomorphisme.
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. Deux morphismes f et f0:C� ! C 0� sont dits homotopes s'il existe une appli-
cation appelëe homotopie h:C� ! C 0��1 telle que fÿ f0 � d0 � h� h � d :

. Si I est un quasi-isomorphisme entre les complexes �C�; d� et �C0�; d0�, et si
J:C 0� ! C� est un morphisme de complexes tel que J � I � Id surC� nous dirons
que s est une homotopie pour �I; J� si s est une homotopie entre I � J et Id sur
C0�, c'est-a© -dire: I � J � Id�d0 � s� s � d0:

Considërons l'alge© bre A � k�x1; . . . ; xn�; le groupe d'homologie H1�A;A� est
isomorphe au A-module des diffërentielles de Ka« hler et donc l'espace
^lA�H1�A;A�� est isomorphe a© l'espace vectoriel engendrë par les ëlëments de type
a d xi1 ^ . . . ^ d xil avec a dans A.

Le thëore© me de Hochschild^Kostant^Rosenberg dit que les complexes de
Hochschild: C��A;A� ÿ!b C�ÿ1�A;A� et de de Rham ^�A�H1�A;A��ÿ!0 ^�ÿ1A
�H1�A;A�� sont quasi-iso-morphes. Comme on a supposë que l'alge© breA est unitaire,
nous pouvons rëduire le complexe de Hochschild au complexe �C��A;A� ÿ!b
�C�ÿ1�A;A� avec �Cl�A;A� � A
 �A


l
ou© �A � A=k (k est identi¢ë a© k�1 dans A).

En effet, il est bien connu (cf. [Lo]) que la projection: Cl�A;A� ! �Cl�A;A� est
un quasi-isomorphisme de complexes.

Il est alors naturel de chercher deux quasi-isomorphismes I et J entre les com-
plexes �C ��A;A� et ^�A�H1�A;A�� puis de construire une homotopie correspondante.
Pour plus de commoditë, nous ëcrirons dësormais ^�A pour ^�A�H1�A;A��, espace
que nous pouvons identi¢er a© l'espace des formes diffërentielles sur Vect�x1; . . . ; xn�.

Un candidat naturel pour le morphisme J: �Cl�A;A� ! ^lA est l'application:

P0 
 P1 
 . . .
 Pl 7!P0 dP1 ^ . . . ^ dPl :

On vëri¢e immëdiatement que J � b � 0 si bien que J est un morphisme de com-
plexes. Pour la suite de notre travail, nous introduisons la notation Bv

u qui dësignera
l'ensemble des applications de �1; . . . ; u� dans �1; . . . ; v�. Pour tout ëlëment s dans
Bb
u et i dans �1; . . . ; u�, l'expression s�i dësignera l'image de i par l'application s.

De plus, si S est une partie ¢nie de N, on notera P�S� l'ensemble des permutations
de S. En¢n, la notation x1 ^ . . . ^ xl dësignera l'ëlëmentX

s2P��1;...;l��
�ÿ1�`�s� 1

l!
xs�1 
 . . .
 xs�l

de A
l (`�s� est la longueur de Bruhat de s: sgn�s� � �ÿ1�`�s�). Nous pouvons ainsi
rëëcrire J: A
 �A


l ! ^lA:

P0 
 . . .
 Pl 7!
X
s2Bn

l

P0
@P1

@xs�1
. . .

@Pl

@xs�l

 d xs�1 ^ . . . ^ d xs�l :

Nous devons maintenant choisir un morphisme I : ^lA ! �Cl�A;A�. Prenons, par
exemple, l'injection canonique: I : a d xi1 ^ . . . ^ d xil 7! a
 xi1 ^ . . . ^ xil : On vëri¢e
que cette application est bien dë¢nie, qu'elle est injective et que c'est un morphisme
de complexes car b � I � 0.
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On dëmontre aisëment que les applications I et J vëri¢ent: I � J � Id. Nous
voulons maintenant trouver une application s:A
 �A


l ! A
 �A

l�1

telle que
I � J � Id�s � b� b � s. Pour cela, nous allons d'abord dë¢nir une application
D:A! A
 A que nous ëtendrons en des applications Dl :A
l ! A
2. Pour plus
de commoditë dans la suite de ce travail, nous noterons souvent �. . . ; . . . ; . . .� au
lieu de . . .
 . . .
 . . ..

DEè FINITION 1.2. L'application D: A! A
 A, est dë¢nie, pour tout polynoª me P
homoge© ne de degrë m, par:

D�P� � 1
m� 1

1
 P � . . .� 1
�m� 1�. . .�mÿ l � 1��

�
X
s2Bn

l

xs�1. . .xs�l 
 @lP
@xs�1. . .@xs�l

� . . .� 1
m� 1

P 
 1:

Calculons par exemple D�x1x22�:

D�x1x22� � 1
4
1
 x1x22 � 1

12
x1 
 x22 � 1

6
x2



 x1x2 � 1
12

x22 
 x1 � 1
6
x1x2 
 x2 � 1

4
x1x22 
 1:

Nous pouvons ensuite dë¢nir les applications Dl par rëcurrence pour lX 1.

DEè FINITION 1.3. Soit ~D:A
 A! A
 A dë¢nie par:

~D�P;Q� � �P 
 1��D�Q�:

On dë¢nit ensuite Dl :A
l ! A
2 pour P1; . . . ;Pl dans A par:

Dl�P1; . . . ;Pl� � l ~D��1
 tlÿ1P1�Dlÿ1�P2; . . . ;Pl���0;1�
ou© t est une variable supplëmentaire introduite pour la commoditë des calculs (on
passe de A a© k�t; x1; . . . ; xn�) et ou© la notation �� 
 ���0;1� signi¢e que l'on a spëcialisë
t en 0 dans le premier facteur du produit tensoriel et en 1 dans le second.

Calculons par exemple D2�x; x2�:

D2�x; x2� � 2
15

1
 x3 � 4
15

x
 x2 � 2
5
x2 
 x� 1

5
x3 
 1:

Nous donnerons dans la quatrie© me partie une dë¢nition plus intrinse© que de ces
applications, ce qui nous permettra de les appliquer a© des espaces de fonctions plus
grands. Cette dë¢nition est nëanmoins suf¢sante pour le travail que nous voulons
faire ici et les thëore© mes des parties 1, 2 et 3 se gënëraliseront sans proble© me. Nous
avons maintenant tous les outils nëcessaires a© la construction de notre homotopie:
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DEè FINITION 1.4. Soit s:A
l�1! A
l�2 dë¢nie pour P0; . . . ;Pl dans A par:

s�P0 
 . . .
 Pl�

�
Xl
j�1
�ÿ1�lÿj�P0 
 . . .
 Plÿj 
 1�

�
X
s2Bn

j

�D
j @Plÿj�1

@xs:1
; . . .;

@Pl

@xs�j

� �

 xs�1 ^ . . . ^ xs�j;

�D
j
ëtant l'image de Dj par l'injection:

A
 A! A
lÿj�2; �a
 a0� 7! a
 1
�lÿj� 
 a0:

Notre rësultat principal est le suivant:

THEè OREé ME 1.5. Soit A l'alge© bre des polynoª mes. L'application s est une homotopie
entre les complexes de Hochschild et de de Rham de A, c'est-a© -dire: I � J �
Id�b � s� s � b:

La preuve de ce thëore© me sera faite dans la troisie© me partie et rësultera des
propriëtës des applications Dl que nous allons ënoncer maintenant.

2. Quelques propriëtës de l'opërateur D

Commenc° ons par expliquer pourquoi D peut eª tre vu comme un coproduit sur A,
espace des fonctions sur Vect�x1; . . . ; xn�.

THEè OREé ME 2.1. Soit mo la multiplication (commutative et associative): A
 A!
A que l'on ëtend (gr̂ace a© l'associativitë) en une application, toujours notëe mo:
A
l ! A (l 2N). Pour tout l dans N, l'application mo � Dl : A
l ! A vëri¢e alors
la propriëtë suivante: mo � Dl � mo:

Dëmonstration. La dëmonstration se fait par rëcurrence sur l.

. Si l � 1, la propriëtë est ëvidente: vu la dë¢nition de D (cf. dë¢nition 1.2), c'est
une consëquence de l'identitë d'Euler.

. Supposons le rësultat acquis au rang l ÿ 1. Considërons P1; . . . ;Pl dans A.
Ecrivons Dlÿ1�P2; . . . ;Pl� �

P
i pi 
 p0i. On a alors

Dl�P1; . . . ;Pl� � l
X
i

�pi 
 1��D�tlÿ1P1p0i���0;1�

et donc:

mo � Dl�P1; . . . ;Pl� � l
X
i

pi�mo � �D�tlÿ1P1p0i���0;1�:

Il suf¢t de dëmontrer que mo � �D�tlÿ1p���0;1� � �1=l�p pour tout p dans A, car
alors mo � Dl � l� 1l

P
i piP1p0i � P1. . .Pl par hypothe© se de rëcurrence. Pour ce
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faire, on peut supposer sans perte de gënëralitë que p � xm. On a alors:

�D�tlÿ1xm���0;1� �
Xm
i�0

1
�m� l�. . .�k� i� x

mÿi 
 xi

�
Xm
i�0

�l ÿ 1� i�. . .�1� i�
�m� l�. . .�m� 1� x

mÿi 
 xi:

Donc

mo � �D�tlÿ1xm���0;1� �
1

�m� l�. . .�m� 1�
Xm
i�0
�1� i�. . .�l ÿ 1� i��xm � 1

m
xm:

C'est le rësultat souhaitë. &

Nous allons maintenant ënoncer un deuxie© me rësultat donnant un analogue de
l'identitë d'Euler pour les polynoª mes homoge© nes. Dans toute la suite de notre
travail, nous poserons, pour 1W iW n,

fi � �1
 xi� ÿ �xi 
 1� ��el�ement de A
 A):

THEè OREé ME 2.2. Pour tout P dans A, nous avons:

Xn
i�1

fiD
@P
@xi
� 1
 P ÿ P 
 1:

Dëmonstration. Reprenons ici la dë¢nition de l'application D . Nous pouvons
rëëcrire la formule de deux manie© res diffërentes: pour P homoge© ne dans A de degrë
m, on a:

D�P� �
Xm
l�0

X
s2Bn

l

1
�m� 1�m. . .�mÿ l � 1�xs:1. . .xs:l 
 @lP

@xs:1. . .@xs:l

�
Xm
l�0

X
s2Bn

l

1
�m� 1�m. . .�mÿ l � 1�

@lP
@xs:1. . .@xs:l


 xs:1. . .xs:l
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donc:

Xn
i�1

fiD
@P
@xi
�
Xn
i�1

Xmÿ1
l�0

X
s2Bn

l

1
m�mÿ 1�. . .�mÿ l�xs�1. . .xs�l 
 xi� @

@xi

@lP
@xs�1. . .@xs�l

� �

ÿ
Xn
i�1

Xmÿ1
l�0

X
s2Bn

l

1
m�mÿ 1�. . .�mÿ l�xi�

@

@xi

@lP
@xs�1. . .@xs�l

� �

 xs�1. . .xs�l

�
Xmÿ1
l�0

X
s2Bn

l

1
m�mÿ 1�. . .�mÿ l�xs�1. . .xs�l 
 �mÿ l� @lP

@xs�1. . .@xs�l

ÿ
Xmÿ1
l�0

X
s2Bn

l

1
m�mÿ 1�. . .�mÿ l��mÿ l� @lP

@xs�1. . .@xs�l

 xs�1. . .xs�l

� 1
 P ÿ P 
 1�apr�es simplification�:

&

En fait nous avons des formules plus gënërales:

THEè OREé ME 2.3. Pour tout r > 1 dans N, P1; . . . ;Pr dans A et 1 < i < r:

�1�
Xn
l�1

fl
Dr

r
P1; . . .;

@Pr

@xl

� �
� Drÿ1�P1; . . .;Prÿ1Pr� ÿ �Pr 
 1�Drÿ1�P1; . . .;Prÿ1�

�2�
Xn
l�1

fl
Dr

r
P1; . . .

@Pi

@xl
; . . .;Pr

� �
� Drÿ1�P1; . . .Piÿ1Pi; . . .;Pr� ÿ Drÿ1�P1; . . .PiPi�1; . . .;Pr�

�3�
Xn
l�1

fl
Dr

r
@P1

@xl
;P2; . . .;Pr

� �
� �1
 P1�Drÿ1�P2; . . .;Pr� ÿ Drÿ1�P1P2; . . .;Pr�:

La dëmonstration de ce thëore© me repose sur le lemme suivant:

LEMME 2.4. Pour tous polynoª mes P et Q dans A, pour tout 1W lW n, nous avons:

�a�
X
l

fl D 1
 t
@P
@xl

� �
DQ

� �
�0;1�
� �1
 P�D�Q� ÿ D�PQ�;

�b� fl ��D�tP���0;1� � �D�fl �tP���0;1�:
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Dëmonstration. La seconde ëgalitë du lemme est ëquivalente a© :

�b�0 D�xlP� � �xl 
 1�DP � �1
 xl��D�tP���0;1� ÿ �xl 
 1��D�tP���0;1�:

Supposons que P est un monoª me homoge© ne de degrë m. Nous allons maintenant
utiliser une astuce de comptage: ëcrivons P � x1. . .xm et supposons que,
formellement, tous ces xi sont diffërents entre eux et sont diffërents de xl . Ceci
n'enle© ve rien a© la gënëralitë du rësultat car il suf¢ra de spëcialiser en les variables
voulues par la suite. Pour Y � �1; . . . ;m� (on note jY j le cardinal de Y ), regardons
le coef¢cient apparaissant devant xl

Q
i2Yxi 


Q
j=2Yxj : pour le terme de gauche de

�b�0, il vaut
1

m� 2
1

CjY j�1m�1

et pour celui de droite:

1
m� 1

1
CjY jm
ÿ 1
m� 2

1
CjY jm�2

� 1
m� 2

1

CjY j�1m�1
:

Quant aux termes du type
Q

i2Yxi 
 xl
Q

j=2Yxj, il est clair que des deux cotës appara|ª t:

1
m� 2

1

CjY j�1m�1
:

La dëmonstration de la premie© re ëgalitë se fait de la meª me manie© re. Les
polynoª mes P et Q sont supposës homoge© nes de degrës respectivement p et q et
produits de monoª mes de degrës 1 (notës xi pour P et yi pour Q) tous indëpendant
et diffërents de xl . Par un comptage similaire, on vëri¢e que le coef¢cient
apparaissant devant xi1 . . .xil �yj1 . . .yjm 
 . . . est le meª me dans chacun des termes
de l'ëgalitë �a�. Ceci prouve le lemme. &

Dëmonstration (du thëore© me 2.3). Pour prouver l'ëgalitë �3�, supposons r > 1 et
choisissons P1; . . . ;Pr dans A. Nous obtenons:

X
l

fl
Dr

r
@P1

@xl
;P2; . . . ;Pr

� �
�
X
l

fl D 1
 trÿ1
@P1

@xl

� �
Drÿ1�P2; . . . ;Pr�

� �� �
�0;1�

�
X
l

fl D 1
 t
@P1

@xl

� �
� Drÿ1�P2; . . . ;Pr���1
 trÿ2�

� �� �
�0;1�

et, aux coef¢cients ti 
 . . . (avec i > 0) pre© s, nous obtenons:

Drÿ1�P2; . . . ;Pr���1
 trÿ2� � �rÿ 1�D��1
 trÿ2P2�Drÿ2�P3; . . . ;Pr��:
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Donc, en posant Q � �rÿ 1��1
 trÿ2P2�Drÿ2�P3; . . . ;Pr�:

X
l

fl
Dr

r
@P1

@xl
;P2; . . . ;Pr

� �
�
X
l

fl D 1
 t
@P1

@xl

� �
D�Q�

� �� �
�0;1�

� �1
 P1�D�Q� ÿ D�P1Q� (lemme 2.4)

� �1
 P1�Df�rÿ 1��1
 trÿ2P2�Drÿ2�P3; . . . ;Pr�gÿ
ÿ Df�1
 P1��rÿ 1��1
 trÿ2P2�Drÿ2�P3; . . . ;Pr�g
� �1
 P1�Drÿ1�P2; . . . ;Pr� ÿ Drÿ1�P1�P2; . . . ;Pl�:

Pour prouver la deuxie© me ëgalitë, nous allons procëder par rëcurrence sur r. La
rëcurrence s'initialise en r � 3. Dans ce cas on a:

X
l

fl
D3

3
P1;

@P2

@xl
;P3

� �
�
X
l

fl � D �1
 t2P1�D2 @P2

@xl
;P3

� �� �� �
�0;1�

�
X
l

D fl�1
 tP1�D2 @P2

@xl
;P3

� �� �� �
�0;1�

(lemme 2.4)

� D �1
 tP1� � 2f�1
 P2�D�P3� ÿ D�P2P3�g
� 	� �

�0;1�
(d'apres l'egalite �3��

� D2�P1�P2;P3� ÿ D2�P1�P2;P3�:

C'est le rësultat pour r � 3. Supposons ensuite r > 3 et le rësultat acquis au rang
rÿ 1; soit 2 < iW r, nous avons alors:

X
l

fl
Dr

r
P1; . . .;

@Pi

@xl
; . . .;Pr

� �
�
X
l

fl � D �1
 trÿ1P1�Drÿ1 P2; . . .;
@Pi

@xl
; . . .;Pr

� �� �� �
�0;1�

�
X
l

D fl�1
 trÿ2P1�Drÿ1 P2; . . .;
@Pi

@xl
; . . . ;Pr

� �� �� �
�0;1�

(lemme 2.4)

� D �1
 trÿ2P1� � �rÿ 1�Drÿ2�P2; . . . ;Piÿ1�Pi; . . . ;Pr�
� 	� �

�0;1�
ÿ D �1
 trÿ2P1� � �rÿ 1�Drÿ2�P2; . . . ;Pi�Pi�1; . . . ;Pr�

� 	� �
�0;1�

(par r�ecurrence)

� Drÿ1�P1; . . . ;Piÿ1�Pi; . . . ;Pr� ÿ Drÿ1�P1; . . . ;Pi�Pi�1; . . . ;Pr�:
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C'est le rësultat souhaitë. Pour i � 2 on fait comme dans le cas r � 3: on utilise
l'ëgalitë �3� au lieu de l'hypothe© se de rëcurrence.

Pour prouver la premie© re ëgalitë, il suf¢t d'initialiser la rëcurrence, le
raisonnement se faisant ensuite comme pour la seconde ëgalitë. Or nous avons, pour
r � 2:

X
l

fl
D2

2
P1;

@P2

@xl

� �
�
X
l

fl � D �1
 tP1�D @P2

@xl

� �� �� �
�0;1�

�
X
l

D fl 1
 P1� �D @P2

@xl

� �� �
(lemme 2.4)

� Df�1
 P1��1
 P2 ÿ P2 
 1�g �th�eor�eme 2:2�
� D�P1�P2� ÿ �P2 
 1�D�P1�:

C'est le rësultat au rang r � 2. &

Remarquons que si l'on avait dëmontrë d'abord les ëgalitës �1� et �2�, l'ëgalitë �3�
serait ëquivalente a© l'ëgalitë suivante:

THEè OREé ME 2.5. Pour tous P1; . . . ;Pr dans A (rX 0), on a:

v � Dr�P1; . . . ;Pr� � Dr�Pr; . . . ;P1�;

ou© vst la volte: A
 A! A
 A, P 
Q 7!Q
 P.

3. Dëmonstration du thëore© me principal

On dëmontre le thëore© me 1.5. Pour cela, considërons des polynoª mes P0; . . . ;Pr dans
A. L'expression b � s�P0; . . . ;Pr� est alors ëgale a© :

Xrÿ1
j�1

Xrÿjÿ1
l�0
�ÿ1�l�rÿj�. . .
 PlPl�1 
 . . .
 1��

�
X
s2Bn

j

�D
j @Prÿj�1

@xs�1
; . . . ;

@Pr

@xs�j

� �

 xs�1 ^ . . . ^ xs�j�

�
Xrÿ1
j�1
�P0 
 . . .
 Prÿj�

X
s2Bn

j

�D
j�

� @Prÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@Pr

@xs�j

� �

 xs�1 ^ . . . ^ xs�jÿ
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ÿ
Xr
j�1
�P0 
 . . .
 Prÿj 
 1��

�
X
s2Bn

j
t2P�s�1;...;j��

�ÿ1�`�t��1
 . . .
 xts�1� �Dj�

� @Prÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@Pr

@xs�j

� �

 xts�2 
 . . .
 xts�j

j!
�

� 0 (contribution des produits alternes)

�
Xr
j�1
�ÿ1�1ÿj�P0 
 . . .
 Prÿj 
 1��

�
X

s2Bn
j t2P�s�1;...;j��

�ÿ1�`�t��xts�j 
 . . .
 1� �Dj�

� @Prÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@Pr

@xs�j

� �

 xts�1 
 . . .
 xts�jÿ1

j!
�

�
X
s2Bn

r

P0�m � Dr @P1

@xs�1
; . . . ;

@Pr

@xs�r

� �

 xs�1 ^ . . . ^ xs�r:

Nous allons rëëcrire la somme
P �ÿ1�`�t��1
 . . .
 xts�1� �Dj�. . .� 
 . . . en regroupant

les xts�1 correspondant au meª me xl . La somme vaut alors:

Xn
l�1

X
s2Bn

j
s�1�l

�1
 . . .
 xl�
Xj
l�1
�ÿ1�lÿ1 �D

j�

� @Prÿj�1
@xs�2

; . . . ;
@Prÿj�l
@xl

; . . . ;
@Pr

@xs�j

� �

 xs�2 ^ . . . ^ xs�j

j
:

En faisant de meª me avec
P �ÿ1�`�t��xts�j 
 . . .
 1� �Dj�. . .� 
 . . ., on trouve:

Xn
l�1

X
s2Bn

j
s�j�l

�xl 
 :::
 1�
Xj
l�1
�ÿ1�jÿl �D

j�

� @Prÿj�1
@xs�1

; :::;
@Prÿj�l
@xl

; :::;
@Pr

@xs�jÿ1

� �

 xs�1 ^ ::: ^ xs�jÿ1

j
:

Ecrivons, maintenant, l'expression dëveloppëe de s � b�P0; . . . ;Pr�:

Xrÿ1
l�0

Xrÿlÿ1
j�1
�ÿ1�l�rÿ1ÿj�. . .Pl �Pl�1. . .
 Prÿj 
 1��

�
X
s2Bn

j

�Dj @Prÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@Pr

@xs�j

� �

 Xs�1;...;s�j
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�
Xrÿ1
l�0

Xrÿ1
j�rÿl
�ÿ1�l�rÿ1ÿj�P0 
 . . .. . .
 Prÿjÿ1 
 1��

�
X
s2Bn

j

�D
j

. . . ;
@�Pl �Pl�1�
@xs�?

; . . .

� �

 Xs�1;...;s�j

�
Xrÿ1
j�1
�ÿ1�1�j�Pr�P0 
 . . .. . .
 Prÿ1ÿj 
 1��

�
X
s2Bn

j

�D
j @Prÿj
@xs�1

; . . . ;
@Prÿ1
@xs�j

� �

 Xs�1;...;s�j:

Les deux premie© res sommes des expression s � b�P0; . . . ;Pr� et b � s�P0; . . . ;Pr� sont
opposëes l'une l'autre. On a alors (en utilisant le thëore© me 2.1):

�s � b� b � s��P0; . . . ;Pr�
� P0

@P1

@xs�1
. . .

@Pr

@xs�r

 Xs�1;...;s�r�

�
Xr
j�1

Xj
l�1
�ÿ1�l�P0 
 . . .
 Prÿj 
 1��

�
X

s2Bn
jÿ1

Xn
l�1
��1
 . . .
 xl� ÿ �xl 
 . . .
 1�� �Dj�

 

� @Prÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@Prÿj�l
@xl

; . . . ;
@Pr

@xs�jÿ1

� �

 Xs�1;...;s�jÿ1

j
�

�
Xrÿ1
j�1
�P0 
 . . .
 Prÿjÿ1 
 Prÿj�

X
s2Bn

j

�D
j @Prÿj�1

@xs�1
; . . . ;

@Pr

@xs�j

� �

 Xs�1;...;s�j �

�
Xrÿ1
j�1

Xrÿ1
l�rÿj
�ÿ1�l�rÿ1ÿj�P0 
 . . .. . .
 Prÿjÿ1 
 1�

X
s2Bn

j

�D
j�

� . . . ;
@Pl �Pl�1
@xs�?

; . . .

� �

 Xs�1;...;s�j �

�
Xrÿ1
j�1
�ÿ1�j�1�P0�Pr 
 . . .. . .
 Prÿ1ÿj 
 1��

�
X
s2Bn

j

�D
j @Prÿj
@xs�1

; . . . ;
@Prÿ1
@xs�j

� �

 Xs�1;...;s�j

!
:

Pour terminer la preuve, nous allons donner une ëcriture dëveloppëe de
s � b� b � s. Nous utilisons les thëore© mes 2.1, 2.2 et 2.3 pour faire les simpli¢cations
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adëquates. L'expression �s � b� b � s��P0; . . . ;Pr� vaut alors:
J � I�P0 
 . . .
 Pr�ÿ

ÿ
Xr
j�1
�P0 
 . . .
 Prÿj 
 Prÿj�1�

X
s2Bn

jÿ1

�D
jÿ1�

� @Prÿj�2
@xs�1

; . . . ;
@Pr

@xs�jÿ1

� �

 Xs�1;...;s�jÿ1�

�
Xr
j�1

Xjÿ1
l�1
�ÿ1�l�1�P0 
 . . .
 Prÿj 
 1�

X
s2Bn

jÿ1

�D
jÿ1�

� . . .
@Prÿj�l �Prÿj�l�1

@xs�?
. . .

� �

 Xs�1;...;s�jÿ1�

�
Xr
j�1
�ÿ1�j�1�Pr�P0 
 . . .
 Prÿj 
 1�

X
s2Bn

jÿ1

�D
jÿ1�

� @Prÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@Prÿ1
@xs�jÿ1

� �

 Xs�1;...;s�jÿ1�

�
Xrÿ1
j�1
�P0 
 . . .
 Prÿjÿ1 
 Prÿj�

X
s2Bn

j

�D
j �

� @Prÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@Pr

@xs�j

� �

 Xs�1;...;s�j �

�
Xrÿ1
j�1

Xrÿ1
l0�rÿj
�ÿ1�l0�rÿ1ÿj�P0 
 . . .. . .
 Prÿjÿ1 
 1�

X
s2Bn

j

�D
j �

� . . .
@Pl0 �Pl0�1
@xs�?

. . .

� �

 Xs�1;...;s�j �

�
Xrÿ1
j�1
�ÿ1�j�1�Pr�P0 
 . . .. . .
 Prÿ1ÿj 
 1�

X
s2Bn

j

�D
j �

� @Prÿj
@xs�1

; . . . ;
@Prÿ1
@xs�j

� �

 Xs�1;...;s�j:

Apre© s simpli¢cations (en posant l0 � l � rÿ j), on obtient ¢nalement:

�s � b� b � s��P0; . . . ;Pr�
� J � I�P0 
 . . .
 Pr� ÿ �P0 
 . . .
 Pr� � �P0�Pr 
 . . .
 Prÿ1 
 1�;

ce qui termine la preuve du thëore© me (nous travaillons sur A=k).

4. Gënëralisations

Le but de cette partie est de montrer que l'on peut ëtendre les rësultats de la premie© re
partie a© des espaces de fonction plus grands: fractions rationnelles, sëries entie© res,
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fonctions holomorphes sur une variëtë complexe. L'idëe gënërale est d'approcher les
fonctions par des polynoª mes ou de les dëvelopper en sëries entie© res et d'appliquer
ensuite la construction donnëe dans la partie 1.

Nous allons commencer par ëtendre D a© l'espace des fractions rationnelles a© une
variable que nous noterons k�x�. Nous noterons k0�x� l'espace des fractions qui sont
des dërivëes de fractions rationnelles. Sur C, nous savons que ce dernier espace
est engendrë par les polynoª mes et les fractions du type: 1=�aÿ x�l avec l > 1. Pour
ëvaluer D sur un des ces derniers termes (on prendra, comme exemple, a � 1),
ëcrivons le dëveloppement en sërie entie© re de

Q � 1
�1ÿ x�l �

X
iX 0

Clÿ1
i�lÿ1x

i

et appliquons formellement D a© cette sërie. Nous obtenons une sërie formelle de
produit tensoriel que nous pouvons resommer:

D�Q� �
X
iX 0

Clÿ1
i�lÿ1

Xi
j�0

xj 
 xiÿj �
Xlÿ1
i�1

1
l ÿ 1

1
�1ÿ x�i 


1
�1ÿ x�lÿi :

Compte tenu de ces remarques, nous pouvons donner une expression simple de D sur
k0�x� qui gënëralise celle de la dë¢nition 1.2:

PROPOSITION 4.1. L'application D se prolonge en une unique application linëaire:
k0�x� ! k0�x� 
 k0�x�, telle que pour l > 1 et a dans C:

D
1

�aÿ x�l
� �

� 1
l ÿ 1

X
i�j�l
i;j 6�0

1
�aÿ x�i 


1
�aÿ x�j :

Pour ëtendre l'application d'homotopie a© une classe plus importante de fonctions,
nous allons donner une nouvelle manie© re de dë¢nir D ëquivalente a© celle de la
dë¢nition 1.2:

DEè FINITION 4.2. Soit B l'alge© bre B � k�X1; . . . ;Xn� et rappelons que A �
k�x1; . . . ; xn�. On dë¢nit F: A! B par: F�xi1 . . .xil � � �1=l!�Xi1 . . .Xil :

Cette application est bijective et nous verrons comment lui donner un sens pour
des alge© bres de fonctions plus gënërales. L'alge© bre B est en fait une alge© bre de Hopf
car elle peut eª tre munie d'un coproduit co-commutatif:

DEè FINITION 4.3. On dë¢nit D0: B! B 
 B, morphisme d'alge© bre vëri¢ant
D0�Xi� � 1
 Xi � Xi 
 1 pour tout gënërateur Xi de B.
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La© encore, nous verrons plus tard a© quoi correspond ce morphisme sur un espace
de fonction gënëral. Remarquons, en¢n, que la transformation:

P 7! 1
degP � 1

P;

pour tout polynoª me homoge© ne P, correspond a© une intëgration, que nous noterons
Int par la suite:

Int:A! A;P 7!
Z 1

0
P�tx� d t:

Une vëri¢cation immëdiate nous permet de redë¢nir D:

PROPOSITION 4.4. Pour tout P dans A nous avons:

D�P� � �Fÿ1 
 Fÿ1�D0�F�Int�P���:

Cette nouvelle dë¢nition va nous permettre d'ëtendre notre formule. Revenons sur
l'exemple des fonctions rationnelles. Considërons la fonction 1=�1ÿ x�2 ; il est clair
que

Int
1

�1ÿ x�2
� �

� 1
�1ÿ x�

et que F�1=�1ÿ x�� � exp�x�. Il est aussi ëvident que D0�exp� � exp
 exp. Nous
retrouvons bien:

�Fÿ1 
 Fÿ1�D0 F Int
1

�1ÿ x�2
� �� �� �

� 1
�1ÿ x� 


1
�1ÿ x� � D

1
�1ÿ x�2
� �

:

Nous aurions pu faire de meª me avec les fonctions 1=�1ÿ x�l , l > 1. Nous voyons a©
travers cet exemple, que pour prolonger D, il suf¢t de prolonger F et D0. Si U
est un voisinage de 0 dansCn, nous noteronsO�U� l'espace des fonctions analytiques
sur U .

. Nous pouvons prolonger l'application F en utilisant l'isomorphisme de
Borel^Laplace (cf. [MR]). SoitU un ouvert deCn contenant 0 et f une fonction
dans O�U� telle que f �z� � O�z� a© l'origine. Choisissons un lacet g, autour de
l'origine tel que g � U ; la transformëe de Borel est dë¢nie par:

Bf �x� � 1
2ip

Z
g
f �x� ex=x

d x
x2

� �
:

L'image par B de l'ensemble des fonctions holomorphes au voisinage de 0 telles
que f �z� � O�z� a© l'origine est l'ensemble des fonctions holomorphes sur C
qui sont de croissance au plus exponentielle a© l'in¢ni. Pour P dans
C�x1; . . . ; xn� et a1; . . . ; an dans C, notons �Pa1;...;an le polynoª me: C! C,
�Pa1;...;an �z� � z�P�z�a1; . . . ; z�an�. Il est alors clair que F�P��a1; . . . ; an� �

FORMULE D'HOMOTOPIE 137

https://doi.org/10.1023/A:1017570728719 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1017570728719


B� �Pa1;...;an��1�. La dë¢nition de B nous montre alors que F se prolonge en une
application ~F dë¢nie sur l'ensemble des fonctions a© n variables, holomorphes
en 0. L'image de ~F est l'ensemble des fonctions a© n variables, holomorphes
en 0 a© croissance au plus exponentielle a© l'in¢ni.

. L'application D0 est un cas particulier, sur les polynoª mes, du coproduit
classique sur les fonctions. Pour cela nous remplacerons le produit tensoriel
algëbrique par le produit tensoriel projectif complëtë 
̂p (cf. [Co], [Gr] pour
le cas gënëral et [Do] pour le cas complexe). Nous garderons les meª mes
notations que dans le cas algëbrique pour dësigner les groupes de cohomologie
correspondant. Le produit tensoriel est construit de telle sorte que
O�U � V � � O�U�
̂pO�V �. Dans notre cas D0 correspond a© l'application:
O�U� ! O�U�
̂pO�U�, f 7!D0�f � telle que D0�f ��u; v� � f �u� v�. On retrouve
bien le fait que D0�exp� � exp
 exp puisque exp�x� y� � exp�x�� exp�y�. Il
est alors clair que D0 conserve la propriëtë de croissance au plus exponentielle
a© l'in¢ni.

Ceci nous permet maintenant de dë¢nir D: A! A
̂pA (ou© A � O�U�) par:

�D� ÿ D�f � � � ~Fÿ1 
 ~F
ÿ1�D0� ~F�Int�f ���:

Les propriëtës des parties prëcëdentes sont conservëes par continuitë des application
~F, D0 et ~F

ÿ1
. Nous avons ainsi une gënëralisation de thëore© me 1.5:

THEè OREé ME 4.5. Soit A l'alge© bre de fonctions holomorphes au voisinage de 0. Soit s
l'application construite a© partir des formules de la premie© re partie mais en utilisant la
dë¢nition �D� deD; cette application s: A
̂r! A
̂r�1 prolonge l'application dë¢nie sur
les polynoª mes et est une homotopie entre le complexe de Hochschild et le complexe de
de Rham.

Remarque 4.6. Soit M est une variëtë rëelle ; si, sur tout ouvert contractile U , on
pouvait ëtendre la formule d'homotopie a© l'espace des fonction de classe C1 sur
U , on pourrait obtenir une formule d'homotopie globale sur M. En choisissant
une partition de l'unitë �jU � subordonnëe a© un recouvrement par des ouverts con-
tractiles U , on pourrait construire une homotopie sU sur chaque ouvert U .
Dë¢nissons la fonction jUsU :A
l ! A
l�1 ou© jU agit par multiplication sur le
premier terme du produit tensoriel. L'application

P
U jUsU serait alors une

homotopie pour l'homologie de Hochschild sur M.

Remarque 4.7. On peut appliquer le Thëore© me 4.5 a© des alge© bres de fonctions plus
grandes ou© la transformëe de Borel est encore dë¢nie: par exemple, au cas ou© A est
l'alge© bre des fonctions dë¢nies sur des disques de Borel (disques ouverts dont le bord
contient 0), ou aussi l'alge© bre des fonctions asymptote Gevrey.
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5. Une formule d'homotopie en cohomologie

Ce paragraphe, comme le suivant, donne une application de notre formule. Nous
allons montrer comment celle-ci permet de construire une formule d'homotopie pour
la cohomologie de Hochschild sur une variëtë M. Nous retrouverons ainsi que la
cohomologie de Hochschild peut eª tre canoniquement identi¢ëe aux multidërivations
antisymëtriques (ce rësultat est duª a© Hochschild, Kostant et Rosenberg). La formule
que nous trouvons est diffërente de celle donnëe par De Wilde et Lecomte ([DWL])
mais elle pourra eª tre utilisëe de la meª me manie© re pour la thëorie des dëformations.

Dans notre ëtude, comme dans [DWL], nous nous restreindrons aux cocha|ª nes
locales, c'est-a© -dire aux opërateurs multidiffërentiels. Cette restriction est justi¢ëe
par le fait que l'inclusion de ce dernier complexe dans le complexe de Hochschild
total induit un isomorphisme en cohomologie (cf. [DWL], [ML, Chap.X, Section
2]). Nous pouvons aussi rëduire notre ëtude au cas ou© M est un ouvert contractile:
si l'on choisi une partition de l'unitë jU , et si sU est une homotopie sur U ,
l'application s �PU jUsU sera une homotopie sur M. Dans ce cas, nous pouvons
considërer queM � Rn et restreindre A � C1�M� aux fonctions a© support compact.
Notons Cm�A;A� l'espace des mÿcocha|ª nes a© valeur dans A. La cohomologie de
Hochschild est celle du complexe, d:Cm�A;A� ! Cm�1�A;A�

�dD��f1; . . . ; fm�1�
� �ÿ1�mÿ1f1D�f2; . . . ; fm�1� �

�
Xm
i�1
�ÿ1�m�iÿ1D�f1; . . . ; fifi�1; . . . ; fm�1� �

�D�f1; . . . ; fm�fm�1

Comme nous l'avons dit plus haut, nous nous restreindrons aux cocha|ª nes locales,
c'est-a© -dire celle qui s'ëcrivent sous la forme:

D�f1; . . . ; fm� �
X

�a1;...;am�2�Nn�m
ca1;...;amD

a1f1. . .Damfm

ou© ca1;...;am est dans C1�M� et, si a � �a1; . . . ; an� est dans Nn et si Di est la dërivë
partielle par rapport a© la coordonnëe xi, Da � Da1

1 . . .Dan
n . Nous notons

jaj � a1 � . . .� an.
Lorsque A est l'espace des fonctions de classe L2, nous avons une mëthode

gënërale qui transporte des propriëtës valables en homologie en des propriëtës
valables en cohomologie. Cette mëthode nous permet, a© partir d'une formule
d'homotopie en homologie, d'ëcrire une formule en cohomologie qui restera valable
meª me quant l'espace A est l'alge© bre des fonctions de classe C1. Rappelons tout
d'abord que le dual de l'homologie de Hochschild est la cohomologie a© valeur dans
le module A?, dual topologique, c'est-a© -dire celle du complexe: ~d;Cm�A;A?� !
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Cm�1�A;A?�
~dD0�f0; . . . ; fm�1�

�
Xm
i�0
�ÿ1�iD0�f0; . . . ; fifi�1; . . . ; fm�1� �

� �ÿ1�m�1D0�fm�1f0; f1; . . . ; fm�:
Si A � L2�M�, A? est un A-module a© droite: c�a � c�a�� et l'application m: A! A?,
f 7! �g 7! R

M fg� est un isomorphisme de A-modules entre A et A?. Nous disposons
ainsi d'un morphisme de complexe entre C��A;A?� et C��A;A�: D 7! ~D tel que:

~D�f0; . . . ; fm� � m�D�f1; . . . ; fm���f0�:
Notre formule d'homotopie donne, par dualitë, une formule d'homotopie pour la
cohomologie a© valeur dans le dual (nous noterons ~s l'homotopie ainsi trouvëe:
~s � s?). Gr̂ace a© l'isomorphisme m, nous construisons en¢n une formule d'homotopie
pour la cohomologie de Hochschild a© valeur dans l'alge© bre (homotopie que nous
noterons encore s quand il n'y a pas de confusion possible). Nous allons expliciter
cette dernie© re formule pour la comparer avec celle de De Wilde et Lecomte.
L'application ~s est l'application duale de l'homotopie s: A
m�2! A
m�1. Elle
est donc dë¢nie par ~s: Cm�1�A;A?� ! Cm�A;A?�

~s�D0��f0; . . . ; fm� � D0�s�f0 
 . . .
 fm��:
Ceci nous permet de construire s:Cm�1�A;A� ! Cm�A;A� dans le cas gënëral. SoitD
dans Cm�1�A;A� et ~D � m�D�; l'application s doit vëri¢er m�s�D�� � �ÿ1�m~s�m�D��.

PROPOSITION 5.1. Soit A � C1�M�. L'application s:Cm�1�A;A� ! Cm�A;A�,
D 7! s�D� telle que s�D��f1; . . . ; fm� � �ÿ1�mmo � �Id
D�s�1
 f1 
 . . .
 fm�

pour mX 1 et nulle si m � 0, est une homotopie entre les complexes de Hochschild et
de de Rham (dans la formule, on a pu remplacer les fonctions par leurs dëveloppements
limitës car les cocha|ª nes sont locales).

Dëmonstration. D'apre© s la dë¢nition de s en homologie, il est clair que

s�f0 
 . . .
 fm� � �f0 
 1
 . . .
 1�:s�1
 . . .
 fm�
donc lorsque A � L2�M�,

~s�m�D���f0; . . . ; fm� �
Z
M
f0s0D�s1 
 . . .
 sm�1� � �ÿ1�mm�s�D��:

On vëri¢e ensuite que la formule convient aussi lorsque A � C1�M�. &

Nous allons terminer cette partie en explicitant l'application s de la proposition 5.1
pour la comparer avec l'homotopie donnëe par De Wilde et Lecomte. Commenc° ons
par ëtudier s sur C2�A;A�. Un ëlëment de C2�A;A� s'ëcrit comme somme de termes
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de la forme cDa1Da2 . Pour f dans A, ëcrivons

D
@f
@xi

� �
�
X

D1;i�f � 
 D2;i�f �;

alors les dë¢nitions de la premie© re partie nous donnent:

s�D��f � �
X

cD1;i�f �Da1 D2;i�f ��Da2 �xi�:
ÿ

L'identitë d'Euler (cf. dëmonstration du thëore© me 2.1) nous permet d'ëcrire:

s�D��f � �
X
i

c
ja2j � 1

Da1 @f
@xi

� �
Da2 �xi�:

Il est facile de montrer, par une dëmonstration directe, que cette formule est valable
pour n'importe quelle fonction de A (et pas seulement les polynoª mes). Pour cela,
nous avons besoin de quelques dë¢nitions:

DEè FINITION 5.2. SiD est une cocha|ª ne locale deCm�A;A�, nous adoptons toujours
la notation D �Pa1;...;am ca1;...;amD

a1 . . .Dam .

. Pour lX 1, nous dë¢nissons qi;j:Cm�A;A� ! Cm�A;A� par:

qi;j�D� �
X

ca1;...;am
1

i � jajjD
a1 . . .Dam :

. On dë¢nit, pour 1W iWm, Di : Cm�A;A� ! Cm�1�A;A� par:

DiD�f1; . . . ; fm�1� � D�f1; . . . ; fifi�1; . . . ; fm�1�:

. En¢n, simX 2, on dë¢nit, pourmÿ 1X lX 1, la cocha|ª neD�l� dans Cm�l�A;A�
par:

D�l� � q1;mÿ1 � Dmÿ2 � . . . � Dmÿl � ql;mÿl�D�:

Nous pouvons alors donner une expression plus explicite de notre homotopie s:

THEè OREé ME 5.3. L'application s:Cm�1�A;A� ! Cm�A;A� dë¢nie prëcëdemment
peut aussi s'ëcrire: s�D��f1; . . . ; fm� �

Xm
j�1

X
s2Bn

j
t2P�s��1;...;n���

�ÿ1�j�`�s�
j!

D�j� f1; . . . ;
@fmÿj�1
@xs�1

; . . . ;
@fm
@xs�j

; xts�1; . . . ; xts�j

� �
:

Dëmonstration. Ce thëore© me est une consëquence immëdiate des travaux de la
premie© re partie et des dë¢nitions prëcëdentes. On peut aussi vëri¢er que l'application
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s est bien une homotopie en dëmontrant, par un calcul direct, que:

D�f1; . . . ; fm�

�
X
s2Bn

m

�ÿ1�`�s�
m!

@f1
@xs�1

. . .
@fm
@xs�m

D�xs�1; . . . ; xs�m� � �b � s� s � b��f1; . . . ; fm�:

&

En reprenant les travaux de De Wilde et Lecomte, nous constatons que notre
formule est diffërente de la leur. Elle donne cependant les meª mes possibilitës
d'application aux constructions de star-produit.

6. Une formule d'homotopie en (co-)homologie cyclique

Nous allons voir, dans cette partie, comment, en perturbant notre formule, on
obtient une homotopie entre le complexe cyclique et le complexe de de Rham. Pour
cela, nous allons faire quelques rappels sur la notion de perturbation et de rëtraction
par dëformation (cf. [La] et [Ka2]):

DEè FINITION 6.1. Une rëtraction par dëformation ��C 0�; d0�; �C�; d�; I; J; s� est la
don-nëe de deux complexes C0� et C�, de morphismes de complexes: C 0� ÿ!J
C� ÿ!I C 0� et d'une homotopie s sur C 0� tels que:

J � I � Id et I � J � Id�d0 � s� s � d0�

On notera RD pour rëtraction par dëformation.

On remarque immëdiatement que les travaux des parties prëcëdentes nous
permettent d'af¢rmer que ��C��A;A�; b�; �O��M�; 0�; I; J; s� est une rëtraction par
dëformation.

DEè FINITION 6.2. On dit qu'une RD ��C0�; d0�; �C�; d�; I; J; s� est ¢ltrëe s'il existe sur
C0� et C� des ¢ltrations croissantes, bornëes infërieurement et prëservëes par I; J et s.
La RD est dite spëciale, si de plus: s � I � J � s � s � s � 0:

Remarque 6.3. A partir d'une RD ��C 0�; d0�; �C�; d�; I ; J; s�, on obtient une RD
spëciale par les procëdës suivant:

. Remplacer s par s � �b0 � s� s � b0� permet d'obtenir une homotopie vëri¢ant
s � I � 0.

. Remplacer s par �b0 � s� s � b0� � s permet d'obtenir une homotopie vëri¢ant
J � s � 0:

. Remplacer s par s � b0 � s permet d'obtenir une homotopie vëri¢ant s � s � 0:

Nous avons alors le rësultat suivant:
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PROPOSITION 6.4. La RD ��C��A;A�; b�; �O��M�; 0�; I; J; s� est spëciale.
Dëmonstration. Il est facile de voir, vu les dë¢nitions de la premie© re partie, que

s � I � 0.
On suppose la ¢ltration constante. Etudions s � s. L'expression s2�P0


P1 
 . . .
 Pr� fait appara|ª tre des termes du type:

P0D
lÿm
1

@Pr�m�1ÿl
@xip�1

; . . . ;
@Pr

@xil

 !

 . . .
 Pr�1ÿl 
 1

 !
�

� �D
l @Pr�2ÿl

@xi1
; . . . ;

@Pr�mÿl
@ximÿ1

;
@

@xip
Dlÿm
2

@Pr�m�1ÿl
@xip�1

; . . .
@Pr

@xil

 !
; 1; . . . ; 1

 !




 xi1 ^ . . . ^ xil ;

ou© la notation Dl
i dësigne ici la i�eme composante du produit tensoriel de l'expression

Dl :Or une vëri¢cation immëdiate, a© partir de la dë¢nition 1.2, nous permet d'af¢rmer
que, pour tous 1W l;mW n et tout polynoª me Q, on a:

�1� D1
@Q
@xm

� �

 @

@xl
D2

@Q
@xm

� �
� D1

@Q
@xl

� �

 @

@xm
D2

@Q
@xl

� �
:

Ainsi, les termes

P0D
lÿm
1

@Pr�m�1ÿl
@xip�1

; . . .

 !

 . . .

 !
Dl . . .

@

@xip
Dlÿm
2

@Pr�m�1ÿl
@xip�1

; . . .

 !
. . .

 !




 . . . xip ^ xip�1 . . .

et

P0D
lÿm
1

@Pr�m�1ÿl
@xip

; . . .

� �

 . . .

� �
Dl . . .

@

@xip�1
Dlÿm
2

@Pr�m�1ÿl
@xip

; . . .

� �
. . .

 !




 . . .xip�1 ^ xip . . .

s'annulerons deux a© deux. Ceci nous permet de conclure que s � s � 0.
L'ëgalitë �1� nous permet, de la meª me facon, de conclure que J � s � 0. &

Nous allons maintenant ënoncer le lemme de perturbation de [Br] (cf. [Ka2]):

LEMME 6.5.Soit ��C 0�; d0�; �C�; d�; I; J; s� une RD spëciale. Soit D0 une application de
degrëÿ1 sur C 0� telle que �d0 �D0�2 � 0. On pose D0l � �D0 � s�lÿ1 �D0 si jX 1 et pour
tout lX 2:

Dl � d� J � �D01 � . . .�D0lÿ1� � I;
Il � I � s � �D01 � . . .�D0lÿ1� � I ;
Jl � J � J � �D01 � . . .�D0lÿ1� � s;
sl � s� s � �D01 � . . .�D0lÿ1� � s:
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Si la RD est ¢ltrëe et si D diminue le degrë de la ¢ltration, les applications prëcëdentes
ont un sens pour l � 1 et ��C0�; d0 �D0�; �C�;D1�; I1; J1; s1� est une RD spëciale
¢ltrëe.

Nous voulons appliquer ce thëore© me a© la RD spëciale: ��C��A;A�; b�; �O��M�; 0�;
I; J; s� et a© la diffërentielle de Connes B: C��A;A� ! C��1�A;A� dë¢nie par:

B�a0 
 . . .
 al� �
Xl
i�0
�ÿ1�l�i1
 ai 
 . . .
 al 
 . . .
 aiÿ1:

L'application B vëri¢e �b� B�2 � 0 (cf. [Co]) ainsi que les hypothe© ses liëes a© la
graduation. Nous pouvons ensuite utiliser le lemme 6.5. Nous obtenons alors:

THEè OREé ME 6.6. La donnëe ��C��A;A�; b� B�; �O��M�; d�; I1; J; s1� est une RD.
Dëmonstration. On peut regarder le complexe �C��A;A�; b� B� comme un

bicomplexe �C�;��A;A�; b;B� ou© Cp;q � Cpÿq, l'application b est la diffërentielle
horizontale etB est la diffërentielle verticale. Onmunit ce bicomplexe d'une ¢ltration
suivant les lignes. Pour appliquer lemme 6.5, il suf¢t ensuite de montrer que
J � B � s � 0. Ceci dëcoule d'un raisonnement semblable a© la preuve de la prop-
osition 6.4 en utilisant encore l'ëgalitë �1�. &

Nous avons ainsi retrouvë un rësultat classique duª a© Connes: le complexe cyclique
përiodique et le complexe de de Rham sont quasi-isomorphes. De plus, nous avons
produit une homotopie explicite. Ce rësultat, ëtabli pour les polynoª mes peut
s'ëtendre sous les conditions dëcrites dans la partie 4. En¢n, en prenant le dual
linëaire des application dë¢nies prëcëdemment, nous obtenons un rësultat similaire
en cohomologie. Lorsque l'alge© bre A dësigne l'espace des polynoª mes sur kn

(A � k�x1; . . . ; xn�) ou l'espace des fonctions holomorphes sur une variëtë complexe,
nous retrouvons un rësultat bien connu: le groupe de cohomologie de Hochschild
Hl�A;A?� est isomorphe a© l'espace des courants de de Rham de dimension l sur
M (notë Zl�M�). Le morphisme canonique est J ?:Z��M� ! C��A;A?�:

J?�C��f0; . . . ; fl� � hC; f0 d f1 ^ . . . ^ d fli:

De meª me, la cohomologie cyclique përiodique Hl
l�A;A?� est isomorphe a©

l'homologie de de Rham H��M�.
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