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In der vorliegenden Arbeit berichte ich ϋber in der Literatur verstreute Er-

gebnisse zu eίner, wie mir scheint, reizvollen und interessanten zahlentheoretischen

Fragestellung. Ich verankere diese Fragestellung in der Theorie der imaginar-

quadratischen Zahlkorper, gewinne von dort aus einen systematischen Ansatz zur

Behandlung, und leite die hauptsachlichsten Ergebnisse nach einer einheitlichen

Methode her. Als bescheidene eigene Beitrage haben sich dabei die Kriterien § 5,

VI und §6, X zu den in der Literatur vorhandenen hinzugesellt.

§ 1. Einleitung: Die Ramanujan-Nagellsche Gleichung

(Basis 2, Diskriminante-7)

1. Ramanujan [1H hat vermutet, dass die diophantische Gleichung

nur die folgenden fiinf Losungen hat '

n = l, 2, 3, 5, 13,

* = 1 , 3, 5, 11, 181.
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78 HELMUT HASSE

Diese Vermutung wurde erstmalig von Nagell [2] bewiesen.

Diophantische Gleichungen dieser Art, bei denen eine Unbekannte x in

rationaler, die andere n in exponentieller Form eingeht, waren meines Wissens

bisher nicht untersucht worden, von einem allgemeinen Endlichkeitssatz ab-

gesehen, ίiber den in §3 zu sprechen sein wird.

Ein Ansatz zur Behandlung der Ramanujan-Nagellschen Gleichung ergibt

sich durch Betrachtung im quadratischen Zahlkδrper der Diskriminante - 7. In

ihm lasst sich die Gleichung wie folgt schreiben:

2 = — s j — - = α>ω m i t

wobei das Vorzeichen von x often gelassen sei. Nun besteht in diesem Zahl-

korper eindeutige Primzahlzerlegung, und die einzigen Einheiten sind ± 1. Die

Primzerlegung der Basis 2 ist -

- . 1 + V "—7
2 = ωiωi mit ωι

ι — x #

Fiir eine Losung der Gleichung ist demnach notwendig und hinreichend:

± ω = ωl

bei geeignetem Vorzeichen von x. Setzt man in Basisdarstellung

so erhalt diese Bedingung durch Koordinatenvergleich die rationale Gestalt:

yn = ± 1 und dann xn = ± x.

Es soil also n so beschaffen sein, dass yn = ± 1 wirdy und dann findet man das

zugehδrige x aus xn— ± x.

2. Die hierbei auftretenden ganzrationalen Koordinaten Xn,yn der Potenz-

folge to™ geniigen den linearen Rekursionsformeln zweiter Ordnung:

ΛΓw+2 = Xn + l -2Xn mi t X! = 1, Xo = 2,

yn+2=yn+i-2yn mit ^ = 1 , ^ = 0.

Diese werden in irrationaler Gestalt gelost durch

n —n n —n
O ω (ύ C>
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Hier kommt es auf die Folge yn an. Die Frage lautet, wie gesagt, fur welche

n in ihr yn= ±1 wird.

Rekursive Zahlfolgen zweiter Ordnung vom Typus yn werden in der Litera-

tur auch als Lehmersche Zahlfolgen zweiter Art bezeichnet. Das bekannteste

Beispiel ist die Fibonaccische Zάhlfolge 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . sie entspricht

der Irrationalitat e i = ̂ γ^~ in der Rolle des obigen ωi =* — 3 — * Wahrend

es sich bei ihr um die Grundeinheit ei des r^//-quadratischen Zahlkorpers von

Vδ handelt, ist der hier zugrunde liegende Zahlkorper von V —7 imagindr-

quadratisch, besitzt also nur triviale Einheiten (Einheitswurzeln ±1). Man

kann jedoch die Zahl ωλ als eine modifizierte Emheit in einem Sinne ansehen,

der in der Klassen-korpertheorie von Bedeutung geworden ist, bei dem namlich

die Einheitenbedingung—zugeordneter Divisor 1—dadurch gelockert ist, dass der

zugeordnete Divisor nur aus festen Primdivisoren—hier aus den Primdivisoren

von 2—zusammengesetzt sein soil. Fur einen imaginar-quadratischen Zahl-

korper, in dem die Primzahl 2 zerlegt ist:

2 = ΰ mit zwei koujugierten Primdivisoren 3, 3,

hat die so modifizierte Einheitengruppe bezϋglich der durch die rationalen

modifizierten Einheiten — 1, 2 erzeugten Untergruppe den Rang 1, wird namlich

erzeugt durch Hinzunahme der frϋhesten Potenz von 3, die ein Hauptdivisor ist:

ωi = f,

wobei der Exponent e ein Teiler der Divisorenklassenzahl h des quadratischen

Zahlkorpers ist.

Im Falle des Kδrpers von \l~^7 ist die Klassenzahl ft = 1, also der Exponent

£ = 1, und somit ωi = i~~ ^ e einzige irrationale modifizierte Grundeinheit.

3. Der von Nagell DO gegebene Beweis fur die Ramanujansche Vermutung

erfolgt durch Betrachtung der Binomialentwicklung von

oder vielmehr der daraus gebildeten rationalen Entwicklung von

n —n
Cύi ~ (Oi
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nach Potenzen von 7, und zwar wird diese Entwicklung als Kongruenz nach

einer hinreichend hohen Potenz von 7 betrachtet. In erster Naherung hat man

^ 7.

Als notwendige Bedingung fiir yn - ± 1 entnimmt man daraus

Λ Ξ I , 2, 3, 5, 13 mod. 6 7

mit

yn = 1, 1, - 1, " 1 , - 1, mod. 7.

Es wird dann in miihsamen Einzelrechnungen gezeigt, dass in jeder dieser fϋnf

Restklassen nur die kleinste positive Zahl n zu yn = ±1 fϋhrt.

Eine etwas andere Wendung dieses 7-adischen Beweises gaben Skolem-

Chowla-Lewis [3]. Sie gehen aus von der Identitat

und arbeiten mit der daraus gebildeten Binomialentwicklung. Im Hinblick auf

den speziellen und unorganischen Charakter der benutzten Identitat erscheint

diese Schlussweise nicht verallgemeinerungsfahig.

Dasselbe gilt auch fiir einen weiteren Beweis von Shapiro-Slotnick [4], der

hier nur erwahnt sei. Erstaunlich an dieser Arbeit ist vor allem, dass auf

einem der Zahlentheorie so fernstehendem Gebiet, wie dem dort behandelten

der error-correcting codes, die Frage nach den Losungen der Ramanujan-Nagell-

schen Gleichung von Bedeutung ist.

Noch anders gingen Browkin-Schinzel [5] vor. Zunachst erhalten sie durch

Betrachtung von yn mod. 26 als notwendige Bedingung fiir yn = ± 1 die Kongruenz

n = 13 mod. 24, sofern nur

Durch Betrachtung von yn mod. 17— eine im Korper von V -̂7 trage Primzahl—

zeigen sie dann weiter, dass notwendig auch

n ΞΞ 13 = 4 mod. 32

ist dabei kommt 32 als die Ordnung der Restklasse ωx mod. 17 bezϋglich der

Untergruppe der rationalen Restklassen (Index 18 = 2 32) herein. Gebraucht

wird davon nur

W Ξ I mod. 3.
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Schliesslich zeigen sie durch Betrachtung von yn mod. 79 - eine im Korper von

V-7 zerlegte Primzahl—, dass notweudig auch noch

n = 13 mod. 3 13

ist dabei kommt 3 13 wieder als die Ordnung der Restklasse ωx mod. 79 be-

ziiglich der Untergruppe der rationalen Restklassen (Index 78 = 2 3 13) herein,

Hieraus wird dann mittels der in §2 allgemein zu besprechenden Teilbarkeits-

regeln fϋr die Folge yn geschlossen, dass fiir n > 6 nur noch die eine weitere

Lδsung n = 13 vorhanden ist. Auch diese Schlussweise, die auf sehr speziellen

Verhaltnissen beruht, erscheint nicht verallgemeinerungsfahig.

Dagegen hat sich eine geschickte Systematisierung der in Einzelrechnungen

zerfallenden Nagellschen Schlussweise, wie sie bald darauf von Chowla-Dunton-

Lewis [6] gegeben wurde, als verallgemeinerungsfahig erwiesen. Ich komme

darauf in § 5 zurϋck.

Einen vollig andersartigen Beweis des Nagellschen Satzes gab schliesslich

Mordell [7]. Er unterscheidet die drei Falle

3 nQ+ 2

und gibt

z = 2*"

die Rolle einer neuen Unbekannten, behandelt also die rationale diophantische

Gleichung

*^ψI = z\ 2z\ 2 V.

Im ersten Falle zeigt er im Korper von V —7 ganz einfach, dass ω = φ3 (mit

dem ω aus 1) nur die Losungen φ= ± ωx hat, so dass notwendig no = 1, n = 3

ist. In den beiden anderen Fallen schreibt er die Gleichung in der Form

2 z bzw.

und arbeitet demgemass in den Korpern von zj~T bzw. S/22 7 sie haben

beide die Klassenzahl 3, und ihre Grundeinheiten sind

2-VT bzw. ^I

Die einigermassen kompHzierten, recht unorganischen Rechnungen, durch die
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festgestellt wird, dass notwendig n = 1, 13 bzw. n = 2, 5 ist, erschienen mir

wegen des Heranziehens der kubischen Zahlkorper dem quadratischen Problem

nicht adaquat, und das war fur mich der Anlass, mich mit dem durch die

Ramanujansche Vermutung und ihren Nagellschen Beweis aufgeworfenen

Fragenkreis naher zu beschaftigen.

§ 2. Verallgemeinerung auf beliebige negative Diskriminanten

DΞ=1 mod. 23: Systematischer Ansatz zur Behandlung und erste

notwendige Bedingungen fur Lδsbarkeit und Lόsungen

1. Betrachtet wird von nun an die diophantische Gleichung

mit einer quadratischen Ringdiskriminate Dy die den Bedingungen

D = l mod. 23, D < 0

genύgt. Die Ringdiskriminante D hangt mit der zugeordneten quadratischen

Kόrperdiskriminante wie folgt zusammen:

D = f2d mit / prim zu 2, d = 1 mod. 23 quadratfrei.

Fur die Behandlung der zu betrachtenden Gleichung wichtiger ist jedoch die

Darstellung ven D in der Form:

D = 1 - 2aA mit <z>3, A prim zu 2, A > 0.

Der Zahlring mit der Diskriminante D besteht aus den ganzen Zahlen des

Korpers von \l~d mit rationalem Rest mod. /, gegeben in Basisdarstellung als

*±ψl mit xsy mod. 2.

Die Quotienten der mod. / kongruenten Ringzahlen, als Hauptdivisoren betrach-

tet, bilden die Hauptklasse der Ringklasseneinteilung vom Fύhrer / im Bereich

der zu / primen Divisoren des Korpers von V d.

In diesem Zahlring lasst sich die zu betrachtende Gleichung wie folgt

schreiben:

2 - = ^ = ω 5 m i t ω

 X + ^ ΰ

wobei zunachst das Vorzeichen x wieder offen gelassen sei.
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Wegen der Bedingung D ^ 1 mod. 23 ist die Primzahl 2 im Korper von V~2

zerlegt, und zwar in zwei zum Fύhrer / prime, konjugierte Primdivisoren:

Dabei sei 3 von g durch die Norrnierungsvorschrift

D = - 1 mod a

unterschieden. Sei zuerst

f~l mod./

im Sinne der beschriebenen Ringklasseneinteilung, wobei e ein Teiler der Ring-

klassenanzahl h ist, so ist als fruheste Potenz f ein Hauptdivisor im Zahlring

mit der Diskriminante D. Dieser Hauptdivisor kann wie folgt angesetzt

werden -

^ mit Xι=yι mod. 22,

und

- xl-ylD
ωi =

Dabei ist Xι =yi mod. 22 eine Folge der getroffenen Normierung von z, und y\ >0

kann durch einen Vorzeichenfaktor an ωι erreicht werden.

Wegen der Bedingung D<0 ist die so bestimmte Zahl ωίt wie schon in

§ 1, 2 ausgefϋhrt, die einzige irrationale modifizierte Grundeinheit im dortigen

Sinne, hier im Zahlring mit der Diskriminante D.

Fiir eine Losung der vorgelegten Gleichung sei jetzt das vorher noch off en

gelassene Vorzeichen von x durch die Vorschrift

Λ Ξ I mod. 22 oder also ω == 0 mod. 3

normiert. Da ω wegen des Koeffizienten 1 bei VD nicht durch 2 teilbar ist,

hat man dann ω ψ 0 mod. 3. Im Hinblick auf ωω = 2m ist so mit ω eine Potenz

von 8 allein, und zwar die Potenz

Auf Grund der Minimalwahl von ωχ = f ist dafiir notwendig und hinreichend,

dass m ein Vielf aches des Exponenten e ist:
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m = ne und dann ± ω = ωl.

Setzt man in Basisdarstellung

W1 - 2

so erhalt diese Bedingung durch Koordinatenvergleich die rationale Gestalt:

yn= ± 1 und dann xn = ± ΛΓ.

Damit ist die Bestimmung aller Lδsungen tn, x der vorgelegten Gleichung

darauf zuruckgefiihrt\ diejenigen Vielfachen m = ne des Exponenten e zu er-

mitteln, fur welche die Potenz ωl der modifizierten Grundeinheit die zweite

Koordinate yn= ±1 hat.

Das ist ganz analog zu dem in § 1,1 fur die spezielle Ramanujan-Nagellsche

Gleichung festgestellten Sachverhalt, nur dass dort speziell e = 1 ist.

Im folgenden werden die Lδsungen der vorgeleten Gleichung nur noch durch

Mitteilung von m oder auch nur n mitgeteilt; das zugehδrige x bestimmt sich

ja dazu nach dem angegebenen Schema.

2. Fur die weiteren Untersuchungen iiber die verbliebene Aufgabe sind

folgende beiden allgemeinen Schlussverfahren nύtzlich.

a) Es gel ten die Teilbakeitsregeln:

n\n' =* yn\yn>

und scharfer

n = (n\ n") =* yn = iy*, yn»).

Das ergibt sich ohne weiteres aus der auf der Hand liegenden Tatsache:

yn, = 0 mod yn ^ ωT Ξ= rationale Zahl mod. ynf.

Auf diese Weise erkennt man sofort, dass fύr das Vorhandensein einer

Lδsung notwendig ist:

jVi = 1 (und dann xx = l mod. 22 normiert).

Anders gesagt' Wenn uberhaupt eine Lδsung m = ne υorhanden sein soil, so

muss notwendig fur das kleinstmδgliche n = 1, also m = e eine Lδsung vorliegen*

Dass n = 1, also m = e keine Lδsung zu sein braucht, zeigt das Beispiel:

D ~ 10 mod. 24 - 1 (realisiert etwa durch D = - 95),
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in dem, wie man leicht feststellt, durchweg

#2-Z)ΞiΞ2m+2 mod. 2 4 - l

ist. Eine andere Serie solcher Beispiele, unter denen sich nach Dirichlet unend-

lich viele primzahlige befinden, ist:

D ΞΞ 31, 94, 121, 124, 151, 199, 229, 241 mod. 2s - 1 .

Diese Beispiele wurden von Browkin-Schinzel [8] angegeben, eine Arbeit, auf

die ich in § 4 noch zurύckkommen werde.

b) Analog zu § 1, 2 hat man auch hier lineare Rekursionsformeln zweiter

Ordnung fur die Folgen xny yn Ich formuliere sie hier gleich unter der fur

das Vorhandensein von Lδsungen notwendigen Voraussetzung yi = 1, die im

folgenden durchweg gemacht wird:

\=xΛ -2e{ mit {

Sie beziehen sich auf die Potenzfolge ωί mit

ωi = *±^D-9 ωiωi = * ^ = 2\ Xl s 1 mod. 22.

Entsprechende Formeln bestehen auch fur die Potenzfolgen ω\n\ ω]n°+1 mit

2 2

Die auf die zweiten Koordinaten y2 beziigliche Formel lautet:

(R) yn+i = Ui - 2e+1)^rt+2 - 2 2 % mit

Gerade diese letztere Rekursionsformel wird im folgenden von ausschlaggeben-

der Bedeutung sein.

3. Die Voraussetzung, dass fur n = 1 eine Losung vorliegen soil, bedeutet

das Bestehen der Gleichung:

Mittels der in 1 eingefϋhrten Darstellung

D = 1 - 2aΛ mit a > 3, A prim zu 2, A > 0

erhalt sie die Form '•>
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A ~ 1 + 2aΛ = 2e+2.

Aus dieser Form erkennt man, dass nur die beiden folgenden Falle moglich

sind '

Hauptfall Λ > 1 ; dann ist e>a, #i=Vl (und ^ - 1 ) .

Grenzfall A = l\ dann ist e = a - 2, #ι = 1.

Fur den Hauptfall folgt das aus der Abschatzung

2e+2>2aA>2a"\

Fur den Grenzfall folgt es daraus, dass die Gleichung

xl+yl(2a-l)=2e+2

ersichtlich zuerst fur e 4- 2 = a eine Losung hat, namlich x1 = 1, yι = 1.

Der Grenzfall entspricht fur primzahlige D——p den Mersenneschen Prim-

zahlen p = 2α — 1. Unter ihn fallt speziell der Ramanujan-Nagellsche Fall

D = - 7 ich nenne ihn im folgenden kurz:

Spezialf all A = 1, α = 3, e = 1, ΛΊ = 1.

Im Grenzfall ist neben der vorausgesetzten Losung

n = 1 mit jVi = 1, #i = 1

nach den Rekursionsformeln aus 2 auch

w = 2 mit y2 = ̂  = 1, ΛΓ2 = 1 - 2*"1

eine Losung. Im folgenden wird der Grenzfall stets ohne Einschluss des Spe-

zialfalls verstanden:

Grenzfall A = 1, Λ > 3 , e = a-2>l ΛΓI = 1.

4. Mittels der Teilbarkeitsregeln und Rekursionsformeln aus 2 ergeben

sich fast unmittelbar die folgenden Tatsachen:

/. Im Hauptfall ist fur jyw = 4-1 notwendig n = l mod. 2.

Beweis. Aus 2\n folgte y2\yn> also fur yn- ±1 notwendig auch y2 = ± 1,

wahrend doch im Hauptfall y2 = ΛΓi ^ ± 1 ist.

77. 7w Hauptfall und Grenzfall ist fur jede Losung n notwendig yn= 4-1,

wahrend im Spezialf all, von den beiden Lδsungen n = 1, 2 w«Y ^i, jy2 = 4-1 tf&-

gesehen, fur jede weitere Losung n notwendig yn = ( — l ) n /s£.
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Beweis. Nach der Rekursionsformel (R) hat man

^ s W - f 1 ) ^ mod. 22e,

also sicher

yn+4^yn+2 mod. 22

und damit

. j y2 mod. 22 fiir n = 0 mod. 2, ?i g:
n ~" I y mod 22y3 mod. 22 fur n = l mod. 2, w > 3 '

Hierin ist aber

mod. 2
2

2

2 e ( -f1 mod. 2 fiir g > l i

~ ~ * - l m o d . 22 fur β = l ' *

woraus man die Behauptungen abliest.

///. 7w Grenzfall gibt es nur die beiden trivialen Lδsungen n = 1, 2 m#

jy* = + 1 .

Beweis. Fur w = 1 mod. 2 hat man nach der Rekursionsformel (R) im

Grenzfall:

^ H Ξ ^ + 2 mod. 2e+'\

also

3; n Ξ > ; 3 = l - 2 e mod. 2e+1 fiir w > 3 ,

und daher sicher yn*?l fiir ungerade w > 2.

Fiir W Ξ O mod. 2 hat man nach den Teilbarkeitsregeln im Grenzfall '

. 4 = ^ ^4 = l ~ 2 e f l | ^ , ^ ,

W Ξ 2 mod. 4 =* vw/2!^n, wobei nach dem zuvor Gezeigten ^w/2^1

fur ^ > 6, also auch yn ±? 1 fur w > 6.

Damit hat man yn^l auch fiir gerade n>2.

Da nach II nur yn = + 1 in Frage kommt, ergibt sich zusammengenommen

die Behauptung.

IV. Im Spezialfall ist fur jede von den beiden trivialen Lδsungen n = 1, 2

verschiedene Lδsung notwendig n = l mod. 2,
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Beweis. Fur WΞΞO mod. 2 hat man nach der Rekursionsformel (R) im

Spezialfall

yn*i = (1 - 22)jyMt2 - 22yn mit y2 = lty0 = 0.

Daraus folgt ersichtlich

yn = 1 - 22 mod. 23 fur gerade w ̂  4,

und daher sicher yn * ± 1 fiir gerade w > 4, woraus sich die Behauptung ergibt.

Nach den damit erhaltenen Ergebnissen I-IV bleiben nur noch zu behandeln :

Hauptfall mit n == 1 mod. 2, yn ~ -t-1,

Spezialfall mit « = 1 woJ. 2, w^3, ^ = — 1

Das wird in den nachfolgenden § § 4-6 durch Kongruenzbetrachtungen nach

Primzahlpotenzmoduln geschehen, und zwar bieten sich dafύr in natϋrlicher

Weise die folgenden dem Problem eigentϋmlichen Primzahlen an:

die Primzahl 2,

die Primteiler der Diskriminante D,

die Primteiler der kleinsten Losung Xι (nur im Hauptfall).

Zuvor wird im folgenden § 3 noch kurz ausgefϋhrt, dass die Losungsanzahl der

betrachteten diophantischen Gleichung auf Grund tiefliegender allgemeiner Satze

aus der Theorie der diophantischen Approximationen jedenfalls endlich ist.

§ 3. Endlichkeit der Losungsanzahl

Schon Polya [9] hat aus dem Thue-Siegelschen Satz gefolgert, dass ganz

allgemein fiir jede ganze Nichtquadratzahl D die rational-exponentiell diophan-

tische Gleichung

X2-D=p? - - P7

mit gegebenen Primzahlen piy . . . , pr nur endlich viele Lδsungen x; m, . . ., nr

besitzt.

Man erhalt das am einfachsten aus dem Siegelschen Endlichkeitssatz fiir

ganzzahlige Losungen rationaler diophantischer Gleichungen vom Geschlecht

g > 1, wobei nur dessen einfach zuganglicher elliptischer Spezialfall g = 1

gebraucht wird [10].

G&be es namlich unendlich viele Lδsungen x; rtu . . . , nr, so waren dar-
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unter auch unendlich viele mit

nι = pi, . . « , nr = vr mod. 3

fίir mindestens ein System kleinster nicht-negativer Reste v\y . . . , vr mod. 3.

Setzt man dann

P = jf>i1 P7,

so hatte die rationale diophantische Gleichung

xz-DPy5

vom Geschlecht 1 unendlich viele ganzzahlige Lδsungen x, y.

Es ist das ύbrigens genau dieselbe Zurϋckfuhrung der gegebenen rational-

exponentiellen auf eine rationale diophantische Gleichung, mittels derer Mordell

[7] im Ramanujan-Nagellschen Spezialfall die in § 1, 3 geschilderte Bestimmung

aller Losungen durchgefiihrt hat.

§ 4. Notwendige Bedingung fiir die Losungen durch Kongruenz-

betrachtung nach Potenzen von 2 (Browkin-Schinzel [8])

Es wird hier fiir den Hauptfall eine Verscharfung der Bedingung n = 1

mod. 2 aus §2, I hergeleitet. Fiir den Spezialfall ist eine entsprechende Ver-

scharfung der Bedingung n~\ mod. 2 aus §2, IV nicht mδglich (und im Hin-

blick auf den Nagellschen Satz, der in § 5, VII durch Kongruenzbetrachtung nach

Potenzen von 7 bewiesen werden wird, auch nicht notig).

V. Fiir die im Hauptfall allein in Frage kommenden Lδsungen

n = l mod. 2 mit yn = 4-1

besteht (von der υorausge setzt en Lδsung n = l abgesehen) notwendig die Kon-

gruenz

n = ~j mod. 2e mit

Beweis. Aus der Rekursionsformel (R) in §2, 2 folgt die auch im Beweis

von §2, II zugrunde gelegte Kongruenz:

yn+4=(xl-2e+1)yn+2 mod. 22e.

Hier lassen wir die Rekursion ablaufen. Fiir n = l mod. 2 und n => 3 ergibt

das*
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yn =* \Xi — £ ) 2 3*3 = v#i — Z j 2 \Xι — z ) =t \X\ — Δ ) 2 + ( # i ) 2 Z mod. 2 .

Nach der vorausgesetzten, der Losung n = 1 entsprechenden Gleichung

hat man hierin fur die Basis des ersten Gliedes rechterhand:

xl - 2e+1 = l-2aA + 2e+1 = 1 - 2M',

wobei wegen ^ > a mit A auch A' prim zu 2 ist, und hieraus ergibt sich wegen

e ^ a ίux die Basis des zweiten Gliedes rechterhand.'

xl ΞE 1 mod. 2*.

Zusammengenommen wird damit:

yn = (1 - 2 β A')~ + 2e mod. 2e+a.

Auf der rechten Seite dieser Kongruenz ist das erste Glied jedenfalls = 1

mod. 2a. Ersichtlich kann nur dann yn = l sein, wenn die dyadische Ordnungs-

zahl des nach Abspaltung von 1 verbleibenden Restes mit der dyadischen

Ordnungszahl des zweiten Gliedes ϋbereinstimmt und sich iiberdies dieser Rest

mit dem zweiten Glied mod. 2e+a annulliert. Setzt man

n — 1
—2— = 2vwo mit z>2:0, no prim zu 2,

so lautet jene Restabsp ltung folgendermassen:

V JL Δ Ά. ) 2 — J[ — £ ΉQ/X n i O Q . u ,

wie man leicht durch voUstandige Induktion bestatigt. Demmach ist fur yn = 1

zunachst notwendig, dass

a~\r v = e

ist. Da dann 2a + vi-l = e-ha — 1 ist, wird jedenfalls

yn = l - 2a+vnQAf + 2e Ξ 1 - 2a~1(n- 1 )A' + 2e mod. 2e^a'\

Demnach ist fur yn = 1 weiter notwendig, dass die Kongruenz

(n-l)A' =2e~a+ί mod. 2e

besteht, und dies lαuft nach der Definition von A' auf die Behauptung hinaus.
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§ 5. Notwendige Bedingung f iir die Lδsung durch

Kongruenzbetrachtung nach Potenzen eines

Primteilers von D (Eigene Untersuchung)

1. Die nach §2, 4 noch zu betrachtenden Falle •

Hauptfall mit n = 1 mod. 2, yn = + 1,

Spezialfall mit n = l mod. 2, n ̂ 3 , yn= - 1

werden hier simultan behandelt.

Sei p ein Primteiler von D; es ist p*2 wegen D = l mod, 23 und j£> kein

Teiler von Xi im Hinblick auf die vorausgesetzte Gleichung xl - D = 2e+2. Man

hat dann in erster Naherung:

und daher

> n-1

7 # Ξ w [ τ mod. p,

wie fur den Spezialfall bereits in §1, 3 vermerkt. Sei nun q die in ^-9— ««/•

gehende Ordnung der Restklasse ~~ mod. p bezuglich der aus den beiden Rest-

klassen ± 1 bestehenden Untergruppe, also jedenfalls

Dann kommt es fίir yn mod. p nur auf n mod. 2qp an. Wie aus dem Ansatz

n = i + 2qj mod. 2qp mit i mod. 2#, y mod. p

klar ist, durchlauft

(ψ)n 1 (*)i * mod. p

fiir jede feste Restklasse i mod 2 q bei laufendem .7 mod. p genau ein voiles

Restsystem mod. p. Seien insbesondere m (i = 1, . . . , q) die # kleinsten posi-

tiven Reste mod. 2qp mit

m = 1 mod. 2 j + 1 mod. p im Hauptfall ^

(also *Ξ=1 mod. 2) * — 1 mod. >̂ im Spezialfall

Dann liegt die erste Aussage des folgenden Satzes auf der Hand
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VI. Notwendig fur eine L'όsung n im Hauptfall, sowie im Spezialfall mit

n^3 isty dass n einer der q Restklassen

n = n% mod. 2 qp

angehδrt.

In jeder dieser Restklassen gibt es hδchstens eine Lδsung n.

Beweis. Es bleibt nur noch die zweite Aussage zu beweisen. Sei n'>n

mit n1 ΞΞ n mod. 2 qp. Neben der hierin enthaltenen Kongruenz

n* = n mod. 2 q

mit der Folgerelation

( f Γ »(-£)"»<*•*
sei genauer

n' = n mod. pr mit maximalem r, wobei r 2:1.

In

ist dann, wie gleich begriindet wird, einerseits

andererseits

( ^ ) " ' " Π = l + ( « ' - « ) ^ mod. ί '".

Fίir ersteres potenziere man zunachst mit 2qy dann r mal nacheinander mit p,

und zuletzt noch mit n

o ~™ \ fίir letzteres potenziere man zunachst r mal nach-

einander mit p und dann mit —v̂ —

Unter Beachtung von

ω^D^(ψ)y/D mod.

erhalt man demnach
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Daraus ergibt sich

und zwar formal zunachst nur mod. pryJDt aber da alles rational, dann auch

mod. p r + \ Waren nun beide yn, 3V = { 1 \ J™ Speϊlίfall 1' S 0 f θ l g t e h i e r a u s

n ' - « 5 θ mod. pr+1, im Widerspruch zu der maximalen Wahl von r. Somit

konnen nicht beide n, nf Losungen sein, wie behauptet.

2. Aus VI folgt leicht der Nagellsche Satz:

VII. Im Spezialfall gibt es ausser den beiden trivialen Losungen n = 1, 2

nur noch die drei Losungen n = 3, 5, 13.

Beweis. Fur D = - 7 hat man p = 7, Xi = 1, q - 3. Der Ansatz

n = i+6j mod. 6 7 mit I Ξ I , 3, 5 mod. 6, j mod. 7

ergibt

y ) 1 s - 1 mod. 7

genau fur

/L = 2, y8 Ξ 0, Λ s 0 mod. 7,

also

wι s 13, W 3 Ξ3, Λ5 Ξ 5 mod. 6 7.

Die kleinsten positiven Reste 13, 3, 5 dieser Restklassen mod. 6 7 sind Losungen.

Nach VI sind sie dann die einzigen nicht-trivialen Losungen.

Der vorstehende Beweis von VI ist durch Systematisierung und Verallge-

meinerung der von Nagell fiir den Spezialfall verwendeten Schlussweise ent-

standen. Er ist fiir den Spezialfall wesentlich identisch mit dem Beweis von

Chowla-Dunton-Lewis [6].

Mir scheint, dass die in der Ramanujanschen Vermutung zunSchst sehr

ϋberraschende und unbegreifliche Funfzahl der Losungen einerseits durch die

Abspaltung der allgemein im Grenzfall vorhandenen beiden trivialen Losungen

und andererseits durch die vorstehenden Beweise von VI und VII an Begreiflich-
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keit gewinnt. Im ubrigen nimmt ja der Spezialfall im Hinblick auf das Ergebnis

§ 2, III fur den Grenzfall und das spatere Ergebnis § 6, IX fur den Hauptfall

tatsachlich eine singulare Ausnahmestellung ein.

§ 6. Notwendige Bedingungen fur die Lδsungen durch Kongrunenz

betrachtung nach Potenzen eines Primteilers von X\ (kleinste

positive Losung) (Apery [11] nebst eigener Erganzung)

1. Nachdem der Spezialfall durch § 5, VII erledigt ist, braucht nur noch

der Hauptfall betrachtet zu werden, in dem fur eine Losung notwendig ist:

« = 1 mod. 2, yn= + 1, X\ ^ ± 1

Sei p ein (in diesem Falle sicher vorhandener) Primteiler von Xι\ es ist

p # 2 wegen Xι = l mod. 22 und p kein Teller von D im Hinblick auf die vor-

ausgesetzte Gleichung x\ - D = 2e+2. Man hat dann in erster Naherung :

Fur W Ξ I mod. 2 folgt daraus•*

v§-) •(ψp — *•
t> — 1 D

Sei n u n k die in ^—2— aufgehende Ordnung der Restklasse 2 τ mod. p bezuglich

der aus den beiden Restklassen ± 1 mod. p bestehenden Untergruppe, so dass

also zuerst

' == e mod. ./> mit ε2 = 1

ist. Da fiir eine Losung n notwendig yn = l mod. p ausfallt, ergibt sich zunachst

einmal:

VIII. Notwendig fur eine Losung n im Hauptfall isty dass n der Restklasse

n = l mod. 2 k

angehδrty und wenn man dementsprechend

setztt dass
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ist.

In Verscharfung der zum Ausgang genommenen Kongruenz mod. p wird

nunmehr die voile Binomialreihe betrachtet:

Sie kann mit der Abkiirzung

2

Pi = -yj-. wo Pi s 0 mod. p\

in der folgenden Form geschrieben werden *

Dabei wurde aus einem nachher hervortretenden Grunde die obere Summations-

beschrankung 2v ^ n fortgelassen, so dass sich die Reihe formal ins Unendliche

erstreckt. Setzt man ferner die Definitionskongruenz von k in die Form:

?2 \k

^) 1 ++ P2 mit P 2 Ξθmod. p,

so hat man nach VIII fίir den an yn getretenen Faktor die Binomialreihe

(πf^1 = ( 1 + Λ)' = Σ ( l
 )PΪ = i + Σ ( * )PΪ.

\LJ / vgo^ v ' vgo \v I

Die fur eine Lδsung n = 2kt + 1 notwendige (und auch hinreichende) Bedingung

yn = 1 transformiert sich damit in die Bedingung, dass t der folgenden Reihen

gleichung genύgt:

2. Aus dieser Bedingung wird jetzt ein Ergebnis von Apery [11] gefolgert,

das unter alien bisher erzielten Ergebnissen zu der in dieser Arbeit behandelten

Fragestellung am starksten ist:

IX. Irn Hauptfall kann es ausser der vorausgesetzten Lδsung n-1 hόch-

stens noch eine weitere Lδsung n geben, und zwar hδchstens dann, wenn zwi-

schen den p-adischen Ordnungszahlen

und fe> = u)p(P2) = )
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die Ungleichung

2hί^h2

besteht.

Beweis. In den beiden unendlichen Reihen links und rechts in (9ΐ) werde

t als Unbestimmte aufgefasst. Die Reihen sind dann aktual unendlich, indem

die Binomialkoeffizienten ί J bzw. f J eine Folge von Polynomen der

Grade 2v bzw. v bilden. Die Zahlnenner dieser Polynome sind {2v)\ bzw. v\.

Nach der Theorie der ^-adischen Exponentialreihe sind nun die ^-adischen

Reihen

Σ T A
 u n d Σ 4( 2 ) ! Ί

konvergent, und ihre Anfangsglieder haben jeweils niedrige ^-adische Ordnungs-

zahl als alle ihre weiteren Glieder. Demnach kann man die beiden Reihen aus

(9t) als Potenzreihen in t mit ganz->adischen Zahlkoeffizienten auffassen, die

sogar samtlich durch p teilbar sind noch genauer bestehen fur diese beiden

Potenzreihen nach dem Gesagten die Kongruenzen:

(ί?) Σ ( 2 * ί + 1 ) i?3iW(2*t+l)Pi mod.

Σ(

Bei dieser Auffassung wird die Reihengleichung (3?) zu einer ^-adischen

Potenzreihengleichung. Ihre Lδsungen im ursprϋnglichen Sinne durch natϋr-

liche Zahlen t sind gewiss auch ganz-^-adische Lδsungen der ^-adischen

Potenzreihengleichung (aber nicht notwendig umgekehrt). Es geniigt demnach

zu zeigen, dass die ^>-adische Potenzreihengleichung ausser der n -1 entspre-

chenden Lδsung £=0 hδchstens noch eine weitere ganz-^-adische Lδsung

besitzt.

Der Lδsung £ = 0 entspricht der in alien Binomialkoeffizienten links und

rechts auftretende Linearfaktor t. Durch Wegdivision dieses Faktors werden

die Kongruenzen ($) zu:

Σ-

ί )^Ξ*(2«+DP, mod.
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1st zunachst 2hi>h-2, so ist die erste Reihe sicher =0 mod. phz+1, wahrend

die zweite Reihe = P 2 $ 0 mod. ph2+1 ist. Demnach konnen die beiden Reihen

fur kein ganz-^-adisches t einander gleich werden.

Ist ferner 2hι^h2, so dividiere man beide Reihen noch durch Pi. Dadurch

werden die beiden Kongruenzen (£') zu

>±(2kt + 1)PΓ1^2k2t + k mod. p.
fei t \ Iv I

i ί ' j - f s ξ mod. ph'-**L+1, also sicher mod. p.

Die Forderung, dass die beiden Reihen fur ein ganz-^-adisches t einander gleich

werden, bekommt daher, indem man alle sicher durch p teilbaren Glieder auf

die rechte Seite nimmt, die Gestalt

•TV

mit ganz-i>-adischen cv. Eine derartige Gleichung hat aber hochstens eine

ganz-^-adische Losung. Denn gabe es zwei verschiedene t, tf, so sei

t — V = 0 mod. pr mit maximalem r (2^0).

Da dann auch durch weg f - i ' v s 0 mod. pr ist, folgte durch Subtraktion der

beiden Gleichungen

2 k2(t ~ tf) = 0 mod. ^) r + 1.

Da 2 & als Teller von i> — 1 prim zu ^ ist, widerspricht das der maximalen Wahl

von r.

3. Aus dein vorstehenden Beweis lasst sich, wie ich erganzend ausflihren

mδchte, noch eine zu § 5, VI analoge Kongruenzaussage liber die moglicherweise

vorhandene Losung n > 1 herausholen :

X. Die im Falle 2h^h2 moglicherweise vorhandene Losung n>l liegt not-

wendig in der Restklasse

Beweis. Es genϋgt, durch scharfere Abschatzung der vorstehend vernach-

lassigten Reihenglieder mit ^ 2 zu zeigen, dass die im Modul der Kongruenzen
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(£), (flO, (ff'O auftretende zusatzliche Potenz ί 1 durch />2Λl"1 ersetzt werden

kann. Denn dann kann aus (W) durch Vergeich der rechten Seiten fur eine

eventuelle Lδsung n > 1 unter Beachtung von n = 2 kt -f 1 auf die behauptete

Kongruenz geschlossen werden.

Die erforderliche scharfere Abschatzung, sogar mit pH* statt p1 fiir die zweite

Reihe, erhalt man durch Betrachtung der Glieder mit p^2 linkerhand in (fi")

wie folgt.

Zweite Reihe. Zu betrachten sind die Glieder

Bekanntlich [12] ist

wp{{ f )):>Max (wp(t)-wp(v), 0)

und daher

( ( ' )) -wp(v), -wP(t))= -Min(wp(v),ivp(t)).

Dabei ist

p^pWp^ S 1 + wP{v)(p - 1) > 1 + 2 ^( i ;) , also Wpiv)^^—,

daher auch

und somit

. * / / = 2

Demnach wird

~

oder also

wp(G(J)>2h2-2h1 fur
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wie behauptet.

Erste Reihe. Zu betrachten sind die Glieder

Zunachst ist

Γ ~ ^ fur
ttfc(^-)>-iffo(2*) = -*; ,(*) δ |

Z P L 0 ί ϋ x P

ersteres nach dem vorher Gezeigten. Analog wie vorher ist ferner

T^l-i))-'Min(U)P(2V"1)*

dabei

daher sicher

ri -1 fur ^(2ι;-l)>0i

1 0 fur II ̂ I I - I ) =0f

Schliesslich ist ersichtlich entweder W/>(2 v) = 0 oder ^ ( 2 u - 1) = 0 (oder beides).

Demnach wird in jedem Falle

l fur v>2y

wie behauptet.

§ 7. Schluss: Bemerkungen ϋber Verallgemeinerung auf ungerade

Primzahlbasen, auf positive Diskriminanten, sowie ίiber

effektive Entscheidung der Losbarkeit

1. Es liegt nahe, die vorstehend ausfϋhrlich behandelte Fragestellung auf

Primzahlbasen / ^ 2 zu verallgemeinern. Die zu behandelnde diophantische

Gleichung lautet dann.

xz-D = lm mit D prim zu /, (ψ) =1, D<0.

Auch fiir diese Gleichung wurde von Apery [13] durch eine zu § 6, 2 ganz analoge
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Schlussweise bewiesen, dass in jedem Falle hδchstens zwei Lδsungen vor-

handen sind: ein Ausnahmefall von der Art des Ramanujan-Nagellschen Spe-

zialfalles tritt hier nicht auf. Es dύrfte nicht schwer sein, dies Ergebnis durch

Kongruenzkriterien fur die Losungsexponenten n analog zu den hier in §§ 4-6

hergeleiteten zu erganzen.

Speziell im Falle D = - 1, also 1 = 1 mod. 22, ist fίir die Lδsbarkeit notwen-

dig, dass die Gleichung

losbar ist. Man weiss bis heute nicht, ob es unendlich viele Primzahlen / mit

dieser Eigenschaft gibt.

Was die Z U D Ξ I mod. 23 analoge Forderung (-y-j = 1 betrifft, so sorgt sie

dafϋr, dass / im quadratischen Zahlkorper von ^D in zwei konjugierte Prim-

divisoren zerfallt und somit die durch Zulassung von Primdivisoren von / modi-

fizierte Einheitengruppe ύberhaupt einen unendlichen Zyklus nicht-rationaler

modifizierter Einheiten enthalt. Lasst man diese Forderung fallen, wie es von

einem elementarzahlentheoretischen Standpunkt aus angebracht erscheinen mag

und auch von einigen Autoren getan wurde, so lasst sich in den hinzukommen-

den Fallen die Entscheidung iiber die Losbarkeit und die Bestimmung der

Lδsungsgesamtheit in ganz elementarer Weise vollstandig durchfiihren.

2. Viel schwieriger dύrfte eine Verallgemeinerung auf Diskriminanten

D>0 sein. Dann ist namlich die durch Zulassung von Primteilern von / modi-

ίizierte Einheitengruppe in bezug auf ihre rationale Untergruppe nicht mehr

zyklisch, sondern vom Rang 2. Es kommt namlich zu der hier interessierenden

modifizierten Grundeinheit ωx die gewδhnliche Grundeinheit ei hinzu. Die fίir

alles weitere grundlegende Reduktion der Fragestellung in § 2, 1 beruhte nun

aber wesentlich auf der Zyklizitat der genannten Gruppe. Im nicht-zyklischen

Falle wϋrden durch das Hereinspielen von ε-i erhebliche Komplikationen eintreten.

Einige Ergebnisse hierzu siehe bei Chowla-Dunton-Lewis [14].

Ganz Entsprechendes gilt in noch starkerem Masse auch fur die Verallge-

meinerung auf aus mehreren Primzahlpotenzen zusammengesetzte Zahlen

βΐ1 ' ' ' Prr anstelle von /m, wie sie bei dem Endlichkeitsnachweis in § 3 zugrunde

gelegt wurde.

3. Schliesslich sei noch auf das Problem der effektiven Entscheidung iiber
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die Lδsbarkeit hingewiesen. Dieses Problem konnte Schinzel [15] mittels eines

tiefliegenden Hilfssatzes von Gelfond [16] losen, namlich durch die untere

Abschatzung

\yn\ >\ω1\
n-los2i~2n fur n^no(ε)

bei beliebig vorgebbarem ε>0, in der die Schranke ΛoU) effektiv angebbar ist.

Man beachte dabei

|coi|3 = ίoiωi •=• 2e (bzw. le).

Die Bedeutung der ϋber den Aperyschen Satz § 6t IX hinaus hergeleiteten

Kongruenzbedingungen aus §§ 4~6 liegt darin, dass man mit ihrer Hilfe bei

numerisch bekannter, aber sehr grosser Schranke no{ε) die Suche nach der

moglicherweise vorhandenen Lδsung n>\ auf einen Bruchteil aller mδglichen

Werte reduzieren kann.
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