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Abstract. The Mellin transform of the ¢bre integral is calculated for certain quasihomogeneous
isolated complete intersection singularities (above all, unimodal singularities of the list by Giusti
andWall).We show the symmetry property of the Gauss^Manin spectra (Theorem 3.1) and shed
light on the lattice structure of the poles of the Mellin transform that are expressed by means
of some topological data of the singularities (Theorem 4.3, Theorem 5.2). As an application
of these results, we express the Hodge number of the ¢bre in terms of the Gauss^Manin spectra.
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0. Introduction

Ici on calcule concre' tement le syste' me de Gauss^Manin de l’inte¤ grale-¢bre associe¤ e
aux singularite¤ s isole¤ es d’intersection comple' te (SIIC) quasihomoge' ne.
D’abord nous ¢xons la situation. Pour les deux varie¤ te¤ s complexes

X ¼ ðCnþk; 0Þ;S ¼ ðCk; 0Þ;

on regarde une application quasihomoge' ne d’intersection comple' te,

f :X ! S ð0:1Þ

telle que

Xs:¼ fðx1; . . . ; xnþkÞ 2 X ; f1ðxÞ ¼ s1; . . . ; fkðxÞ ¼ skg:
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C’est a' dire que f1ðxÞ; . . . ; fkðxÞ sont des polyno“ mes quasihomoge' nes par rapport a' un
poids et dimX0 ¼ nX 1: On suppose en plus que f posse' de une singularite¤ isole¤ e a'
l’origine, i.e. df ðxÞ ¼ 0 pour x 2 X0 si et seulement si x ¼ 0:
Dans ce travail, notre but est de de¤ crire les solutions explicites du syste' me de

Gauss^Manin associe¤ a' SIIC quasihomoge' nes pour certains cas de courbe espace,
i.e. n ¼ 1; k ¼ 2: Ici nous nous servons de la transforme¤ e deMellin d’inte¤ grales-¢bres
parce que elle permet de mieux visualiser les proprie¤ te¤ s importantes de singularite¤ s
SIIC. Cette situation a incite¤ certains auteurs comme C. Sabbah [21, 22], D. Barlet
[6], F. Loeser [16] a' poursuivre des recherches sur la transforme¤ e de Mellin
d’inte¤ grales ¢bres qui e¤ taient, entre autres, motive¤ s par une ide¤ e de P. Deligne rep-
roduite dans [20].
Le plan de cet article est le suivant. Dans le ‰1, selon Greuel et Hamm [12], on

introduit les espaces vectoriels sur lesquels le syste' me de Gauss^Manin associe¤ a'
SIIC quasihomoge' ne de dimension arbitraire sera de¤ ¢ni et repre¤ sente¤ au moyen
des matrices implicitement de¤ ¢nies. Les re¤ sultats du ‰2 montrent le calcul concret
du syste' me de Gauss^Manin associe¤ aux singularite¤ s isole¤ es simples d’intersection
comple' te (SISIC) Sm; Um;Tm;Wm;Zm ðmX 5Þ de la liste de M. Giusti [10]. Je tiens
a' noter que le calcul effectue¤ par S. Guzev [13] sert a' l’e¤ tablissement de re¤ sultats
de cette section.
Dans le ‰3, les spectres du syste' me de Gauss^Manin associe¤ a' SISIC sont de¤ ¢nis et

la syme¤ trie entre eux est e¤ tablie. On note que la syme¤ trie des spectres de la structure
de Hodge mixte sur la cohomologie relative d’une SIIC a e¤ te¤ de¤ montre¤ e par
W. Ebeling et J. Steenbrink [9]. Notre approche est diffe¤ rent de celui de Ebeling^
Steenbrink, puisque nos objets principaux sur lesquel la transformation de
monodromie agit sont les espaces V et F de Greuel^Hamm. Dans le ‰4, la trans-
forme¤ e de Mellin de l’inte¤ grale-¢bre est de¤ crite au moyen des spectres mentionne¤ s.
Pour cela, on re¤ sout une e¤ quation aux diffe¤ rences ¢nies. L’interpre¤ tation de
l’inte¤ grale-¢bre comme fonction hyperge¤ ome¤ trique ge¤ ne¤ ralise¤ e au sens de
Mellin^Barnes^Pincherle est donne¤ e. Les po“ les de la transforme¤ e de Mellin donnent
des informations sur la b	 fonction en 2-variables introduite par Sabbah [21]. Dans
le ‰5, en se servant du caracte' re assez universel des calculs pour SISIC, on ge¤ ne¤ ralise
des re¤ sultats des ‰2 et ‰3 aux se¤ ries des singularite¤ s ‘non-resonantes’ et unimodales.
Dans le ‰6, on exprime le nombre de Hodge de la ¢bre de Milnor hpqðXsÞ au moyen
des spectres de Gauss^Manin obtenus dans ‰3, ‰5.

1. Les espaces vectoriels V et F de Greuel^Hamm

1.1. On reprend la situation et les notations de ‰0. Dans cette section, on pre¤ pare
quelques lemmes sur l’intersection comple' te

Xs:¼ fðx1; . . . ; xmÞ 2 X ; f1ðxÞ ¼ s1; . . . ; fkðxÞ ¼ skg;
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de dimension n ¼ m	 kX 0 qui est de¤ ¢nie par une collection de polyno“ mes
quasihomoge' nes f1ðxÞ; . . . ; fkðxÞ:
D’abord on commence par munir nos objets des poids quasihomoge' nes. De' s que

f1; . . . ; fk sont des polyno“ mes quasihomoge' nes, on peut attribuer aux variables
x1; . . . ; xm les poids quasihomoge' nes. Notons les poids de ces variables par

wðx1Þ ¼ w1; . . . ;wðxmÞ ¼ wm; ð1:1:1Þ

ou' w1; . . . ;wm sont les entiers positifs de pgdc e¤ gal a' 1. On utilisera la notation
wðf1Þ ¼ p1; . . . ; wðfkÞ ¼ pk; en sorte que p1X p2X 
 
 
 X pk: Il est naturel de de¤ ¢nir
le champ d’Euler

E ¼ w1x1
@

@x1
þ 
 
 
 þ wmxm

@

@xm
; ð1:1:2Þ

de telle sorte que

EðfjÞ ¼ pjfj pour j ¼ 1; . . . ; k:

On peut associer a' une fonction ou une forme holomorphe quasihomoge' ne x son
poids quasihomoge' ne et on le note par wðxÞ:

1.2. Pour calculer le syste' me de Gauss^Manin associe¤ aux singularite¤ s note¤ es
ci-dessus, nous introduisons les deux espaces vectoriels V et F ;

F :¼
Onþ1
X

df1 ^ On
X þ 
 
 
 þ dfk ^ On

X þ iEðO
nþ2
X Þ

; ð1:2:1Þ

ou' iE signi¢e contraction avec le champ d’Euler E de¤ ¢ni par (1.1.2).

V :¼
On
X

df1 ^ On	1
X þ 
 
 
 þ dfk ^ On	1

X þ dOn	1
X þ f1On

X þ 
 
 
 þ fkO
n
X

: ð1:2:2Þ

L’espace V a e¤ te¤ , par exemple, introduit par Greuel^Hamm [12]. Ils s’en servirent
a¢n de calculer le nombre de Milnor m et le polyno“ me caracte¤ ristique de la
monodromie de Picard^Lefschetz pour f ; une singularite¤ isole¤ e d’intersection com-
ple' te quasihomoge' ne. Du lemme 3.6 de [12] on de¤ duit que rangCV est e¤ gal au nombre
deMilnor m de la singularite¤ . Dans leur formule, PV ð1Þ ¼ m pour le cas n > 0: Le Satz
3.1 de [12] donne la se¤ rie de Poincare¤ PV ðtÞ;

PV ðtÞ ¼ Rest¼0
t	mþk	1

tþ 1

Ym
i¼1

1þ ttwi

1	 twi
Yk
j¼1

1	 tpj

1þ ttpj
þ t

" #
: ð1:2:3Þ

Quant a' l’espace F ; on doit sa de¤ ¢nition essentiellement a' S. Guzev [13].
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1.3. Par les propositions suivantes, on voit l’utilite¤ de l’espace F pour le calcul de
Gauss^Manin. Introduisons un autre espace vectoriel F:

F:¼
Om
X

df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ On
X þ f1O

m
X þ 
 
 
 þ fkO

m
X
:

On introduit un espace vectoriel ~FF qui est e¤ videmment isomorphe a' F:

~FF ¼ OX=hJ ð f Þ; f1; . . . ; fki;

ou' J ð f Þ l’ideal jacobien des mineurs d’ordre k:

J ð f Þ:¼
@ð f1; . . . ; fkÞ
@ðxi1 ; . . . ; xik Þ

; 1W i1 < 
 
 
 < ikW nþ k
� �

:

Pour fjðxÞ 2 ~FF; on a fjðxÞdx 2 F. Nous notons par

Crð f Þ :¼ fx 2 X; df1ðxÞ ^ 
 
 
 ^ dfkðxÞ ¼ 0g;

l’ensemble de¤ ¢ni par l’ide¤ al J ð f Þ.
Selon la construction de Brieskorn^Greuel [11], introduisons un module

00H ¼ f�Om
X=df1 ^ 
 
 
 ^ dfk 
 dð f�On	1

X Þ ffi
Om
X

df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ dOn	1
X

;

qui est identi¢e¤ a' un OS	 module du rang m (Proposition 2.6 [11]). En fait,

LEMME 1.1. Si f1; . . . ; fk sont des polyno“ mes quasihomoge' nes qui de¤ ¢nissent SIIC,
l’espace vectorielF est isomorphe a' un autre espace vectoriel 00H=ð f1; . . . ; fkÞ; le re¤ seau
de Brieskorn.
De¤ monstration. Prenons a un e¤ le¤ ment non nul de Om

X admettant la de¤ composition

a ¼ oþ
Xk
i¼1

fiji þ df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ dc;

avec c 2 On	1
X ;ji 2 Om

X ; pour

o ¼ df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ f;

avec f 2 On
X :

Alors,

a ¼
Xk
i¼1

fiji þ df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ ðdcþ fÞ:

L’e¤ nonce¤ du lemme se re¤ duit a' la nullite¤ de a dans 00H=ð f1; . . . ; fkÞ:On peut supposer la
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de¤ composition de la forme f 2 On
X selon le poids quasihomoge' ne

f ¼
XL
j¼1

wðfjÞ
	1
ðdiE þ iEdÞðfjÞ ¼

XL
j¼1

fj

ou' wðfjÞ ¼ ðc1j þ c0Þ=c avec c; c0; c1; les entiers strictement positifs. Avec cette
notation, la forme a s’e¤ crit

a ¼
Xk
i¼1

fiji þ df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ dcþ
XL
j¼1

wðfjÞ
	1
ðdiE þ iEdÞfj

 !" #

� df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ d cþ
XL
j¼1

wðfjÞ
	1iEðfjÞ

 !
þ iE

XL
j¼1

wðfjÞ
	1dfj

 !" #

�
XL
j¼1

wðfjÞ
	1df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ iEðdfjÞ;

� ð	1Þkþ1iE
XL
j¼1

wðfjÞ
	1df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ dfj

" #
� 0 dans 00H=ð f1; . . . ; fkÞ;

car df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ dfj 2 Omþ1
X ffi 0: &

De ce lemme il suit que rangCF ¼ m:Nous notons les e¤ le¤ ments de la base de F par
fjðxÞdx; 1W jW m: Ici et par la suite on utilise la notation x ¼ ðx1; . . . ; xmÞ;
dx ¼ dx1 ^ 
 
 
 ^ dxm: Notons aussi la base de l’espace F par ~oioi; 1W iW m:
Nous soulignons ici le caracte' re topologiquement invariant des espaces F et F:

1:4:

PROPOSITION 1.2. Si on de¤ ¢nit le champ d’Euler comme (1.1.2), l’application iE
done¤ e par la contraction avec E; iE : F ! V induit un isomorphisme entre les deux
espaces vectoriels F et V.
De¤ monstration. (1) Surjectivite¤ . Si on prend une forme quasihomoge' ne o 2 V , en

vertu de la quasihomoge¤ ne¤ ite¤ de o,

wðoÞo ¼ iEðdoÞ þ dðiEoÞ:

Cela veut dire, pour do=wðoÞ 2 F ;

iE
do
wðoÞ

	 

� o dans V :

Ici on note wðoÞ le poids de la forme o:
(2) Injectivite¤ . Supposons pour o 2 F ;

iEðoÞ ¼ df1 ^ f1 þ 
 
 
 þ dfk ^ fk þ dcþ f1o1 þ 
 
 
 þ fkok;
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avec f1; . . . ;fk;c 2 On	1
X ; o1; . . . ;ok 2 On

X : �cCa veut dire,

diEðoÞ ¼ df1 ^ ðdf1 þ o1Þ þ 
 
 
 þ dfk ^ ðdfk þ okÞ þ f1do1 þ 
 
 
 þ fkdok

¼ wðoÞo	 iEðdoÞ:

Ou bien

o �
1

wðoÞ
ðf1do1 þ 
 
 
 þ fkdokÞ dans F :

D’autre part, puisque

p1f1do1 ¼ iEðdf1 ^ do1Þ þ df1 ^ iEðdo1Þ;

on a

f1do1 � 0 dans F :

D’une facI on analogue,

fi doi � 0 dans F ; 2W iW k: &

1.5. En tenant compte de la Proposition 1.2, nous notons une base de V par oi telle
que oi ¼ iEð ~ooiÞ; 1W iW m: Dans la suite on entend par ~oioi une forme concre' te
quasihomoge' ne telle que ðdiE þ iEdÞð ~oioiÞ ¼ ‘i ~oioi; avec le poids quasihomoge' ne
‘i ¼ wðoiÞ qui ¢gure dans les termes de la se¤ rie de Poincare¤ (1.2.3),
PF ðtÞ ¼ PV ðtÞ: On se sert de la me“ me convention pour la base fjðxÞdx 2 F: C’est
a' dire ~oioi est une forme repre¤ sentant une classe d’e¤ quivalence, pas une classe
d’e¤ quivalence elle me“ me.

PROPOSITION 1.3. Pour chaque ~oioi; on a la de¤ composition suivante:

~oioi ^ df1 ^
‘

_
 
 
 ^ dfk �
Xm
j¼1

Pð‘Þij ð f Þfjdx modðdf1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ dOn	1
X Þ; ð1:5:1Þ

avec

Pð‘Þij ðf Þ 2 C½ f1; . . . ; fk� et fjðxÞdx 2
00H=ðf1; . . . ; fkÞ ffi F;

pour

1W i; jW m; 1W ‘W k et df1 ^
‘

_
 
 
 ^ dfk ¼
k̂

i 6¼‘

dfi:

De¤ monstration. D’apre' s la condition d’intersection comple' te sur f , pour chaque
a 2 Onþk; il existe la de¤ composition:

a ¼ Pð f1; . . . ; fkÞdxþ df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ b;
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pour certain polyno“ me Pðs1; . . . ; skÞ 2 C½s1; . . . sk� et b 2 dOn	1
X : L’unicite¤ de la

de¤ composition de¤ coule du fait que 00H est un OS-module libre de rang m engendre¤
des ge¤ ne¤ rateurs ¢nis (Korollar 4.9, [11]). On applique ce raisonnement a¤ la forme

a ¼ ~oioi ^ df1 ^
‘

_
 
 
 ^ dfk: La conclusion se de¤ duit imme¤ diatement de l’isomorphisme
entre }H=ðf1; . . . ; fkÞ et F: &

1:6:Nous abordons le calcul du syste' me de Gauss^Manin a' la manie' re de Greuel [11]
pour oi 2 V : Nous notons d’ailleurs par ci une n-forme me¤ romorphe telle que

df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ ci ¼ fiðxÞdx; 1W iW m;

pour une base fjðxÞdx 2
00H=ð f1; . . . ; fkÞ ffi F:Alors on peut de¤ duire de la Proposition

1.3 la relation suivante:

doj ¼ diEð ~oojÞ � j ~ooj

�
Xm
q¼1

Pð1Þjq df1 ^ cq 	
Xm
q¼1

Pð2Þjq df2 ^ cq þ 
 
 
 þ ð	1Þ
k	1

Xm
q¼1

PðkÞjq dfk ^ cq

 !

modððdf1; . . . ; dfkÞdOn	1
X Þ: ð1:6:1Þ

Pour obtenir (1.6.1), on utilise la relation de¤ duite de la Proposition 1.3:

d ~ooj � 0 modððdf1; . . . ; dfkÞdOn
X Þ;

et LEð ~oioiÞ ¼ ‘i ~oioi pour LE; la de¤ rive¤ e de Lie de E avec ‘i:¼ wð ~oioiÞ; le poids de la forme.
La relation (1.6.1) implique que la de¤ rive¤ e de la forme oi;

doj � df1 ^ bð1Þj þ df2 ^ bð2Þj þ 
 
 
 þ dfk ^ bðkÞj modððdf1; . . . ; dfkÞdOn	1
X Þ;

ð1:6:2Þ

avec des formes me¤ romorphes bðiÞj qui posse' dent leurs po“ les le long du lieu critique

Crð f Þ ¼ fx 2 X; df1ðxÞ ^ 
 
 
 ^ dfkðxÞ ¼ 0g:

La relation (1.6.2) est une expression du syste' me de Gauss^Manin a' la Greuel
p. 249 [11] adopte¤ e a' notre situation. Pour le voir, on remarque:

bðiÞj � ð	1Þ
j	1‘j

Xm
q¼1

PðiÞjqcq

" #
modðdOn	1

X Þ:

L’e¤ nonce¤ sur les po“ les des formes bðiÞj de¤ coule du fait que df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ cq 2 Om
X :

Voir le lemme 1.12 et la discussion a' la p. 249 de [11].

1.7. De' s que l’expression (1.6.1) ne donne que la relation entre doj et cj; elle est peu
convenable pour le calcul concret du syste' me de Gauss^Manin. Il est donc
souhaitable d’e¤ tablir la relation entre dcj et cj; ou bien doj et oj : Dans ce but,
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on va chercher des relations entreoj et cj: Si on applique iE du co“ te¤ gauche au (1.6.1),

iEðdojÞ ¼ iE diEð ~ojojÞ ¼ ðiE dþ diEÞiEð ~oojÞ ¼ ‘joj

¼ ‘j iEð ~oojÞ �
Xk
i¼1

ð	1Þi	1 pi
Xm
q¼1

PðiÞjq ficq 	
Xm
q¼1

PðiÞjq dfi ^ iEðcqÞ

" #

modððdf1; . . . ; dfkÞOn	1
X ; ðð f1; . . . ; fkÞdOn	1

X Þ: ð1:7:1Þ

Ici on a utilise¤ la formule iEðiEðoÞÞ ¼ 0.

1.8. La situation ci-dessus se simpli¢e si l’on regarde la relation entre des inte¤ gralesR
gðsÞ cq; au lieu de celle entre des formes. On de¤ ¢nit l’inte¤ grale-¢bre Ifq;g prise le long
d’un cycle e¤ vanescent g dont l’ambigu|« te¤ dans l’homologie HnðXsÞ ne sera precise¤ e
qu’ulte¤ rieurement (voir ‰4 The¤ ore' me 4.3),

Ifq;gðsÞ: ¼
Z
gðsÞ

cq ¼
1
2pi

	 
kZ
@gðsÞ

df1 ^ 
 
 
 ^ dfk ^ cq
ð f1 	 s1Þ 
 
 
 ð fk 	 skÞ

¼
1
2pi

	 
kZ
@gðsÞ

fqdx

ð f1 	 s1Þ . . . ð fk 	 skÞ
;

ð1:8:1Þ

ou' @gðsÞ 2 HnðX n XsÞ est un cycle obtenu a' l’aide de @; l’ope¤ rateur de cobord de
Leray. Quant a' l’ope¤ ration de Leray, on renvoie au livre de F. Pham [19], ou bien
a' celui de V. A. Vasiliev [26].

1.9. De (1.7.1) on de¤ duit:

‘j

Z
gðsÞ

oj ¼
Xm
q¼1

Xk
i¼1

ð	1Þi	1pisiP
ðiÞ
jq ðsÞ

" #
Ifq;gðsÞ: ð1:9:1Þ

Cette relation est une conse¤ quence imme¤ diate d’application de la de¤ ¢nition de
l’inte¤ grale-¢bre (1.8.1) a' (1.7.1):

Z
gðsÞ

df1 ^ iEðcjÞ ¼
1
2pi

	 
kZ
@gðsÞ

df1 ^ 
 
 
 ^ dfk
ð f1 	 s1Þ 
 
 
 ð fk 	 skÞ

^ df1 ^ iEðcjÞ ¼ 0:

D’une facI on analogue,

Z
@gðsÞ

df1 ^ 
 
 
 ^ dfk
ð f1 	 s1Þ . . . ð fk 	 skÞ

dfi ^ iEðcjÞ ¼ 0; 2W iW k;Z
@gðsÞ

df1 ^ 
 
 
 ^ dfk
ð f1 	 s1Þ . . . ð fk 	 skÞ

^ ð fjdoÞ ¼ 0; 1W jW k; o 2 On	1
X :
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On fait comparaison entre la relation

d

Z
gðsÞ

oj ¼ ‘j
Xm
q¼1

Xk
i¼1

ð	1Þi	1PðiÞjq ðsÞdsi

" #
Ifq;gðsÞ; ð1:9:2Þ

obtenue de (1.6.1) avec la relation (1.9.1). Pour de¤ river (1.9.2) de (1.6.1), on utilise
l’e¤ galite¤ :

@

@s‘

Z
gðsÞ

oj ¼

Z
gðsÞ

doj

df‘
; ‘ ¼ 1; . . . ; k:

Voir [11].
En re¤ sultat nous obtenons les e¤ quations suivantes entre IfqðsÞ et ð@=@s‘ÞIfq ;

1W ‘W k (on se passe de pre¤ ciser le cycle gðsÞ sinon des cas exige¤ s):

Xm
q¼1

Xk
i¼1

ð	1Þi	1pisiP
ðiÞ
jq

" #
@=@s‘Ifq

ð1:9:3Þ

¼
Xm
q¼1

ð‘j 	 p‘ÞP
ð‘Þ
jq 	 p‘s‘

@

@s‘
Pð‘Þjq þ

X
i 6¼‘

ð	1Þi	1pisi
@

@s‘
PðiÞjq

 !
Ifq ; 1W jW m:

C’est un syste' me d’e¤ quations qui donnent la connexion (syste' me) de Gauss^Manin.

1.10. Pour e¤ noncer la proposition dans une forme plus simple, nous introduisons les
notations suivantes:

IV ¼
Z

o1; 
 
 
 ;

Z
om

	 

; IF ¼ ðIf1ðsÞ; . . . ; Ifm

ðsÞÞ:

On introduit les m� m matrices de¤ ¢nies comme suit: LV ¼ diagð‘1; . . . ; ‘mÞ avec

‘i ¼ wðoiÞ; Pð1ÞðsÞ ¼ ðPð1Þjq ðsÞÞ; . . . ;P
ðkÞðsÞ ¼ ðPðkÞjq ðsÞÞ; 1W j; qW m:

THEŁ OREØ ME 1.4. (1). Pour une application quasihomoge' ne f :X ! S aux singu-
larite¤ s isole¤ es d’intersection comple' te de dimension n; le syste' me de Gauss^Manin
pour IF est de¤ crit par les syste' mes suivants

d
Xk
i¼1

ð	1Þi	1pisiPðiÞðsÞIF

" #
¼ LV

Xk
i¼1

ð	1Þi	1PðiÞðsÞdsi

" #
IF; ð1:10:1Þ
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ou bien,

Xk
i¼1

ð	1Þi	1pisiPðiÞðsÞ

 !
@

@s‘
IF

¼ LVPð‘ÞðsÞ 	
@

@s‘

Xk
i¼1

ð	1Þi	1pisiPðiÞðsÞ

 !" #
IF;

ð1:10:2Þ

1W ‘W k:
(2) La valeur critique D de de¤ formation Xs est donne¤ par D ¼ fs 2 S:DðsÞ ¼ 0g avec

DðsÞ ¼ det
Xk
i¼1

ð	1Þi	1pisiPðiÞðsÞ

 !
: ð1:10:3Þ

(3) Le syste' me (1.10.1) est un syste' me holono“ me d’e¤ quations diffe¤ rentielles.

De¤ monstration. (1) Dans l’expression introduite, la de¤ marche note¤ e ci-dessus peut
e“ tre interpre¤ te¤ e comme suit. La relation (1.9.2) signi¢e

dIV ¼
Xk
i¼1

ð	1Þi	1PðiÞðsÞdsi

 !
IF: ð1:10:4Þ

En revanche la relation (1.9.1) entra|“ ne

LV IV ¼
Xk
i¼1

ð	1Þi	1pisiPðiÞðsÞ

 !
IF: ð1:10:5Þ

En prenant la de¤ rive¤ e de (1.10.5) et comparant celle-ci avec (1.10.3), on obtient la
relation entre IF et dIF dont on peut de¤ duire (1.10.1) et (1.10.2).
(2) Il est e¤ tabli par Greuel que le syste' me de Gauss^Manin associe¤ a' Xs posse' de son

po“ le le long de la valeur critique de l’application f : D’autre part, il est clair que
(1.10.1) et (1.10.2) s’e¤ crivent comme des syste' mes de Pfaff avec le po“ le D ¼
fs 2 Ck; detð

Pk
i¼1ð	1Þ

i	1pisiPðiÞðsÞÞ ¼ 0g:
(3) Des e¤ nonnce¤ s ci-dessus, il est e¤ vident que la varie¤ te¤ caracte¤ ristique de

l’e¤ quation (1.10.1) est un ¢bre¤ cotangent:

T�DS ¼ fðs; sÞ 2 T
�S;DðsÞ ¼ 0; hs; grad DðsÞi ¼ 0g:

Puisque dimT�DS ¼ k; (1.10.1) est un syste' me holono“ me avec une varie¤ te¤ caracte¤ ris-
tique lagrangienne. &

Il faut remarquer ici que le syste' me de Gauss^Manin est comple' tement de¤ termine¤
par les matrices PðiÞðsÞ; 1W iW k introduites dans la Proposition 1.2.
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2. Liste des syste' mes de Gauss^Manin pour les singularite¤ s isole¤ es simples
d’intersection comple' te de courbe espace

Dans cette section, on calcule le syste' me de Gauss^Manin associe¤ aux singularite¤ s
isole¤ es simples d’intersection comple' te, dans le cas important celui de la courbe
espace, i.e. n ¼ 1; k ¼ 2;m ¼ 3: La forme normale des singularite¤ s isole¤ es simples
d’intersection comple' te (SISIC) a e¤ te¤ obtenue par M.Giusti [10]. Par la suite, on
e¤ tablit une liste des notions ne¤ ce¤ ssaires pour de¤ crire le syste' me de Gauss^Manin
associe¤ aux SISIC comme (1.10.1) et (1.10.2).

(0) Polyno“ mes f1 et f2;
(1) Poids des variables,

w1:¼ wðx1Þ; w2:¼ wðx2Þ; w3:¼ wðx3Þ; p1:¼ wð f1Þ; p2:¼ wð f2Þ;

(2) L’espace vectoriel F ;
(3) L’espace vectoriel ~FF de¤ ¢ni dans 1:3,
(4) Les matrices Pð1Þ et Pð2Þ;
(5) La fonction de¤ ¢nissant la valeur critique DðsÞ pour la de¤ formation Xs.

Pour la description de la matrice Pð2ÞðsÞ du 4. ci-dessus, on se sert d’une expression
comme suit:

Pð2ÞðsÞ ¼ QðsÞ � V � S; ð2:1Þ

ou' les matrices composantes sont dans GLðm;C½s�Þ: Notamment, QðsÞ indique une
matrice diagonale avec les e¤ le¤ ments monomiaux en les variables s1; s2; V est une
matrice diagonale d’e¤ le¤ ments rationnels,

S ¼

s1 0 0 0
0 s2 0 0

0 0 . .
.

0
0 0 0 sm

2
664

3
775:

Ici on a note¤ par sk 2 SLðnk;ZÞ; 1W kWm la matrice de permutation d’ordre nk;

sk ¼

0 0 
 
 
 0 1
1 0 
 
 
 0 0

0 1 
 
 
 ..
. ..

.

..

. ..
. . .

.
0 0

0 0 
 
 
 1 0

2
666664

3
777775;

telle que snkk ¼ idnk : Dans la suite, on de¤ crit Pð2ÞðsÞ par les donne¤ es QðsÞ;V et
n1; n2; . . . ; nm telles que

Pm
i¼1 nk ¼ m: Dans les cas ci-dessous, les matrices Pð1Þ et

Pð2Þ sont toutes les deux matrices semblables a' des matrices diagonales. On a choisi
la nume¤ rotation de la base de ~FF de sorte que Pð1Þ soit une matrice diagonale.
Par la suite, nous notons tout simplement dx1dx2; dx2dx3, etc., au lieu de
dx1 ^ dx2; dx2 ^ dx3 a¢n d’e¤ conomiser les colonnes.

TRANSFORME¤ E DE MELLIN 129

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594


Le cas S2mþ3;mX 1:
0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x

2
2 þ x

2m
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x2x3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ m; wðx2Þ ¼ m; wðx3Þ ¼ 1; p1:¼ wð f1Þ ¼ 2m;

p2:¼ wð f2Þ ¼ mþ 1;

2.
F ¼ fx3dx1dx2; x3dx3dx1; x33dx3dx1; . . . ; x

2m	1
3 dx3dx1

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m

; dx1dx2;

dx3dx1; x23dx3dx1; . . . ; x
2m	2
3 dx3dx1

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m

; dx2dx3g:

3.
~FF ¼ f1; x23; . . . ; x

2m
3

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{mþ1

; x2; x3; x33; . . . ; x
2m	1
3

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m

; x1g;

wðfjÞ ¼ f0; 2; . . . ; 2m
zfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflffl{mþ1

;m; 1; 3; . . . ; 2m	 1
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m

;mg:

4.
Pð1Þ ¼ diagðs2; 1; 1; . . . ; 1

zfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflffl{2mþ1

; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s2; . . . ; s2
zfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflffl{m

; 1; 1 s2; . . . ; s2
zfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflffl{m	1

; 1Þ; n1 ¼ n2 ¼ mþ 1; n3 ¼ 1:

V ¼ diagð2m; 2; . . . ; 2
zfflfflfflffl}|fflfflfflffl{m

; 2m; 2; . . . ; 2
zfflfflfflffl}|fflfflfflffl{mþ1

Þ

5.
DðsÞ ¼ s22

	s1
mþ 1

	 
mþ1
	

s22
m

	 
m !2
:

Le cas S2mþ4;mX 1
0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x

2
2 þ x

2mþ1
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x2x3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 2mþ 1; wðx2Þ ¼ 2mþ 1; wðx3Þ ¼ 2; p1:¼ wð f1Þ ¼ 2ð2mþ 1Þ;

p2:¼ wð f2Þ ¼ 2mþ 3:

2.
F ¼ fx3dx1dx2; x3dx3dx1; x33dx3dx1; . . . ; x

2m	1
3 dx3dx1

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m

;

dx1dx2; dx3dx1; x23dx3dx1; . . . ; x
2m
3 dx3dx1

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{mþ1

; dx2dx3g:

3.
~FF ¼ f1; x23; . . . ; x

2m
3

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{mþ1

; x2; x3; x33; . . . ; x
2mþ1
3

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{mþ1

; x1g;

wðfjÞ ¼ f0; 4; . . . ; 4m
zfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflffl{mþ1

; 2mþ 1; 2; 6; . . . ; 2ð2mþ 1Þ
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{mþ1

; 2mþ 1g:
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4.
Pð1Þ ¼ diagðs2; 1; 1; . . . ; 1

zfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflffl{2mþ2

; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s2; . . . ; s2
zfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflffl{m

; 1; 1; s2; . . . ; s2
zfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflffl{m

; 1Þ; n1 ¼ 2mþ 3; n2 ¼ 1:

V ¼ diagð2mþ 1; 2; . . . ; 2
zfflfflfflffl}|fflfflfflffl{m

; 2mþ 1; 2; . . . ; 2
zfflfflfflffl}|fflfflfflffl{mþ2

Þ:

5.
DðsÞ ¼ s22

s1
2mþ 3

	 
2mþ3
þ

s22
2mþ 1

	 
2mþ1 !
:

Le cas T7:
0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x

3
2 þ x

3
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x2x3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 3; wðx2Þ ¼ 2; wðx3Þ ¼ 2; p1:¼ wð f1Þ ¼ 6; p2:¼ wð f2Þ ¼ 4:

2. F ¼ fx3dx1dx2; x23dx3dx1; dx1dx2; x3dx3dx1; x2dx1dx2; dx3dx1; dx2dx3g:

3. ~FF ¼ f1; x33; x2; x
2
3; x

2
2; x3; x1g: wðfjÞ ¼ f0; 6; 2; 4; 4; 2; 3g:

4. Pð1Þ ¼ diagðs2; 1; 1; 1; 1; 1; 0Þ;

Q ¼ diagðs22; 1; 1; s2; 1; s2; 1; s2; 1Þ;

n1 ¼ n2 ¼ n3 ¼ 2; n4 ¼ 1;

V ¼ diagð3; 3; 3; 3; 3; 3; 2Þ:

5. DðsÞ ¼ s22ðs
2
1 	 4s

3
2Þ
3:

Le cas T8:
0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x

3
2 þ x

4
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x2x3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 6; ðx2Þ ¼ 4; wðx3Þ ¼ 3; p1:¼ wð f1Þ ¼ 12; p2:¼ wð f2Þ ¼ 7:

2. F ¼ fx3dx1dx2; x23dx3dx1; dx1dx2; x3dx3dx1; x2dx1dx2; dx3dx1; x
3
3dx3dx1; dx2dx3g:

3. ~FF ¼ f1; x33; x2; x
2
3; x

2
2; x3; x

4
3; x1g;

wðfjÞ ¼ f0; 9; 4; 6; 8; 3; 12; 6g:

4. Pð1Þ ¼ diagðs2; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s22; 1; s2; s2; 1; s
2
2; 1Þ; n1 ¼ 7; n2 ¼ 1;

V ¼ diagð4; 3; 4; 3; 4; 3; 3; 1Þ:

5. DðsÞ ¼ s22ð3
344s71 	 7

7s122 Þ:

Le cas T9:
0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x

3
2 þ x

5
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x2x3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 15; wðx2Þ ¼ 10; wðx3Þ ¼ 6; p1:¼ wð f1Þ ¼ 30; p2:¼ wð f2Þ ¼ 16:
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2. F ¼ fx3dx1dx2; x23dx3dx1; x2dx1dx2; dx3dx1;

x33dx3dx1; dx1dx2; x3dx3dx1; x
4
3dx3dx1; dx2dx3g:

3. ~FF ¼ f1; x33; x
2
2; x3; x

4
3; x2; x

2
3; x

5
3; x1g;

wðfjÞ ¼ f0; 18; 20; 6; 24; 10; 12; 30; 15g:

4. Pð1Þ ¼ diagðs2; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s22; s2; 1; s2; 1; s2; s
2
2; 1Þ; n1 ¼ 8; n2 ¼ 1;

V ¼ diagð5; 3; 5; 3; 3; 5; 3; 3; 2Þ:

5. DðsÞ ¼ s2ð5533s81 	 2
24s152 Þ:

Le cas U7:

0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x2x3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x1x2 þ x33 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 4; wðx2Þ ¼ 5; wðx3Þ ¼ 3; p1:¼ wð f1Þ ¼ 8; p2:¼ wð f2Þ ¼ 9:

2. F ¼ fx3dx2dx3 þ x1dx3dx1; x23dx3dx1 þ x1dx1dx2;

x23dx2dx3 þ x1x3dx3dx1; dx3dx1; dx2dx3; dx1dx2; x3dx3dx1g:

3. ~FF ¼ f1; x1x23; x3; x1; x2; x
2
3; x1x3g; wðfjÞ ¼ f0; 10; 3; 4; 5; 6; 7g:

4. Pð1Þ ¼ diagðs1; 1; s1; 1; 1; 1; 1Þ;

Q ¼ diagð1; s2; 1; 1; 1; 1; 1Þ; n1 ¼ 7;

V ¼ diagð3; 14 ; 3; 1; 2;
1
3 ; 1Þ:

5. DðsÞ ¼ 222s91 	 3
15s82:

Le cas U8:

0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x2x3 þ x
3
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x1x2 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 3; wðx2Þ ¼ 4; wðx3Þ ¼ 2; p1:¼ wð f1Þ ¼ 6; p2:¼ wð f2Þ ¼ 7:

2. F ¼ fx1dx2dx3; x1x3dx3dx1 	
x1
3
dx1dx2;

x1x3dx2dx3; dx3dx1; dx2dx3; x3dx3dx1 	 1
3 dx1dx2; x1dx3dx1; dx1dx2g:

3. ~FF ¼ f1; x21x3; x3; x1; x2; x1x3; x
2
1; x

2
3g; wðfjÞ ¼ f0; 8; 2; 3; 4; 5; 6; 4g:

4. Pð1Þ ¼ diagðs2; 1; s2; 1; 1; 1; 1; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s2; 1; 1; 1; 1; 1; 1Þ; n1 ¼ 7; n2 ¼ 1;

V ¼ diagð2; 	13 ; 2; 1; 2; 	13 ; 1; 3Þ:

5. DðsÞ ¼ s32ð2
439s71 	 7

7s62Þ:

Le cas U9:

0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x2x3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x1x2 þ x43 ¼ 0:

132 SUSUMU TANABEŁ

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594


1. wðx1Þ ¼ 5; wðx2Þ ¼ 7; wðx3Þ ¼ 3; p1:¼ wð f1Þ ¼ 10; p2:¼ wð f2Þ ¼ 12:

2. F ¼ fx3dx2dx3 þ x1dx3dx1; x33dx3dx1 þ x1dx1dx2; x
3
3dx2dx3 þ x1x

2
3dx3dx1;

x3dx3dx1; dx2dx3; dx1dx2; x23dx3dx1; x
2
3dx2dx3 þ x1x3dx3dx1; dx3dx1; g:

3. ~FF ¼ f1; x1x33; x
2
3; x1x3; x2; x

3
3; x1x

2
3; x3; x1g;

wðfjÞ ¼ f0; 14; 6; 8; 7; 9; 11; 3; 5g:

4. Pð1Þ ¼ diagðs1; 1; s1; 1; 1; 1; s1; 1Þ;

Q ¼ diagð1; s2; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1Þ; n1 ¼ 4; n2 ¼ 5;

V ¼ diagð3; 15 ; 3; 1; 8;
1
4 ; 1; 3; 1Þ

5. DðsÞ ¼ ð55s61 	 2
436s52Þ

2:

Le cas W8:

0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x22 þ x1x3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x
3
3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 6; wðx2Þ ¼ 5; wðx3Þ ¼ 4; p1:¼ wð f1Þ ¼ 10; p2:¼ wð f2Þ ¼ 12:

2. F ¼ f3x1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2; x23dx2dx3 þ x1dx1dx2;

3x1x3dx2dx3 þ 2x23dx1dx2; dx2dx3; dx1dx2; x3dx2dx3; dx3dx1; x3dx3dx1g:

3. ~FF ¼ f1; x1x23; x3; x1; x
2
3; x1x3; x2; x2x3g;

wðfjÞ ¼ f0; 14; 4; 6; 8; 10; 5; 9g:

4. Pð1Þ ¼ diagð6s2; 5; 6s2; 1; 1; 2; 0; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s2; 1; 1; 1; 1; 1; 1Þ; n1 ¼ 6; n2 ¼ n3 ¼ 1;

V ¼ diagð5; 1; 5; 12 ;
1
3 ; 1; 1; 2Þ:

5. DðsÞ ¼ s42ð5
5s61 	 2

233s52Þ:

Le cas W9:

0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x22 þ x1x3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x2x
2
3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 5; wðx2Þ ¼ 4; wðx3Þ ¼ 3;

p1:¼ wð f1Þ ¼ 8; p2:¼ wð f2Þ ¼ 10:

2. F ¼ fx1dx2dx3 þ x3dx1dx2; x2x3dx2dx3 þ x1dx1dx2; x1x2dx2dx3 þ x2x3dx1dx2;

dx3dx1; x3dx2dx3; 2x1dx3dx1 þ x2dx1dx2; dx2dx3; dx1dx2; x2dx2dx3g:

3. ~FF ¼ f1; x1x2x3; x2; x23; x1x3; x3; x1; x2x3; x1x2g;

wðfjÞ ¼ f0; 12; 4; 6; 8; 3; 5; 7; 9g:

4. Pð1Þ ¼ diagð2s2; 4; 2s2; 1; 2; s1; 2; 2; 2Þ;

Q ¼ diagð1; s2; 1; . . . ; 1Þ; n1 ¼ 5; n2 ¼ 4;

V ¼ diagð2; 1; 2; 2; 1; 5; 1; 1; 1Þ

5. DðsÞ ¼ s32ð2
12s51 	 5

5s42Þ
2:
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Le cas Z9:
0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x

2
2 þ x

3
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x1x2 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 3; wðx2Þ ¼ 3; wðx3Þ ¼ 2;

p1:¼ wð f1Þ ¼ 6; p2:¼ wð f2Þ ¼ 6:

2. F ¼ fx1dx2dx3; x1dx3dx1; dx2dx3; dx3dx1; x1x3dx2dx3;

x1x3dx3dx1; x3dx2dx3; x3dx3dx1; dx1dx2g:

3. ~FF ¼ f1; x21; x2; x1; x3; x
2
1x3; x2x3; x1x3; x

2
3g;

wðfjÞ ¼ f0; 6; 3; 3; 2; 8; 5; 5; 4g:

4. Pð1Þ ¼ diagðs2; 1; 1; 1; s2; 1; 1; 1; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s2; 1; 1; 1; s2; 1; 1; 1Þ; n1 ¼ n2 ¼ n3 ¼ n4 ¼ 2; n5 ¼ 1;

V ¼ diagð2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 2; 1Þ:

5. DðsÞ ¼ s32ðs
2
1 	 4s

2
2Þ
4:

Le cas Z10:
0. f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x2x

2
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x22 þ x
3
3 ¼ 0:

1. wðx1Þ ¼ 7; wðx2Þ ¼ 6; wðx3Þ ¼ 4; p1:¼ wð f1Þ ¼ 14; p2:¼ wð f2Þ ¼ 12:

2. F ¼ f3x2dx3dx1 þ 2x3dx1dx2; x1dx2dx3 þ x3dx1dx2; x3dx3dx1; dx1dx2; dx3dx1;

x1x2dx2dx3 þ x2x3dx1dx2; 3x2x3dx3dx1 þ 2x23dx1dx2; 2x
2
3dx3dx1

þ x2dx1dx2; dx2dx3; x3dx2dx3g:

3. ~FF ¼ f1; x33; x2x3; x
2
3; x2; x2x

3
3; x3; x2x

2
3; x1; x1x3g;

wðfjÞ ¼ f0; 12; 10; 8; 6; 18; 4; 14; 7; 11g:

4. Pð1Þ ¼ diagð6s2; 3; 2; 3; 2; 3; 6s2; 7; 0; 0Þ;

Q ¼ diagð1; s1; 1; 1; 1; s1; 1; s2; 1; 1Þ; n1 ¼ 8; n2 ¼ n3 ¼ 1:

V ¼ diagð7; 2; 1; 2; 1; 2; 7; 2; 1; 1Þ:

5. DðsÞ ¼ s21s
4
2ð7

7s61 	 2
833s72Þ:

3. Les spectres du syste' me de Gauss^Manin

Pour les singularite¤ s simples SISIC, on peut mettre en e¤ vidence les informations
topologiques sur la singularite¤ a' partir des syste' mes (1.10.1) et (1.10.2). Nous
formulons ce fait comme suivant.
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3.1.

THEŁ OREØ ME 3.1. (1) Le syste' me de Gauss^Manin pour IF associe¤ aux singularite¤ s
isole¤ es simples d’intersection comple' te de courbe espace s’e¤ crit sous la forme suivante:

P0ð1Þðs1Þ s1idm
@

@s1
	
1
p1
LF

	 

IF ¼

p2
p1
s2P0ð2Þðs2Þ

@

@s1
IF; ð3:1:1Þ

ou' P0ð1Þðs1Þ; une matrice diagonale, et P0ð2Þðs2Þ; une matrice semblable a' une matrice
diagonale.

1
p1
LF ¼ diagfl1; . . . ; lmg; lj ¼ wðcjÞp1:

D’une facE on analogue:

P0ð2Þðs2Þ s2idm
@

@s2
	
1
p2
LF

	 

IF ¼ p1p2s1P0ð1Þðs1Þ

@

@s2
IF: ð3:1:2Þ

(2) (la syme¤ trie des spectres). Notons s 2 Sm la permutation telle que:

~ll1W ~ll2W 
 
 
 W ~llm;

alors il existe un nombre rationnel ~ll0 tel que

~ll0 	 ~lli ¼ ~llm	i 	 ~ll0; 1W iW m:

DEŁ FINITION 1. Nous appelons les rationnels f ~l1l1; . . . ; ~lmlmg 2 ð1=p1ÞZX 0 les spectres
du syste' me de Gauss^Manin (3.1.1). D’une facI on analogue,

p1
p2

~l1l1; . . . ;
p1
p2

~lmlm

� �
2
1
p2

ZX 0

les spectres du syste' me (3.1.2).

Remarque 1. La proprie¤ te¤ de syme¤ trie des spectres de la structure de Hodge mixte
de la cohomologie relative associe¤ e a' SIIC a e¤ te¤ de¤ montre¤ e par W. Ebeling et
J. Steenbrink [9]. Les calculs concrets ont e¤ te¤ acheve¤ s par ce dernier pour les
singularite¤ s isole¤ es unimodales d’intersection comple' te [24].
Notre approche est diffe¤ rent de celui de Ebeling^Steenbrink, puisque nos objets

principaux sur lesquel la transformation de monodromie agit sont les espaces V
et F de Greuel^Hamm. En ge¤ ne¤ ral la dimension de la cohomologie relative est plus
grande que le nombre deMilnor de la singularite¤ X0 car une structure supple¤ mentaire
intervient dans la cohomologie relative. Notamment ils regardent une de¤ formation
d’une SIIC de¤ pendant de deux parame' tres:

ð f ; gÞ: ðXs; xÞ ! ðC2; 0Þ;
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en sorte que la fonction g de¤ ¢nisse une singularite¤ isole¤ e d’hypersurface non-
de¤ ge¤ ne¤ re¤ e. C’est la cohomologie de la ¢bre de Milnor de g qui intervient dans la
cohomologie relative.

3.2. De¤ monstration. (1) D’abord on observe la possibilite¤ d’e¤ tendre la connexion de
Gauss^Manin sur un module plus grand que F : On regarde un module
F 0 ¼ F ½1=f1; 1=f2� au lieu de F ; et choisit sa base ~oioi

0; ð1W iW mÞ de telle sorte
que la relation suivante analogue a' ð1:10:5Þ ait lieu pour IF 0 ¼ ð

R
gðsÞ iEð ~oo

0
1Þ; . . . ;R

gðsÞ iEð ~oo
0
mÞÞ:

LF 0IF 0 ¼ ðp1s1P0ð1Þðs1Þ 	 p2s2P0ð2Þðs2ÞÞIF; ð3:2:1Þ

ou' LF 0 ¼ diagð‘01; . . . ; ‘
0
mÞ; et ‘

0
i ¼ wð ~oo0iÞ.

Pour le voir, on de¤ ¢nit les formes ~oioi
0; comme suit:

~oioi
0 ¼

~oioi

f Zi1 f
di
2

si
Pð1Þi;j ðsÞ

sZi1 s
di
2

2 C½s1; s	11 �; et
P0ð2Þi;j ðsÞ

sZi1 s
di
2

2 C½s2; s	12 �;

Zi; di ¼ 0; 1; 2; . . . :

Nous nous servirons des notations

P0ð1Þðs1Þ ¼ diagðs	Z11 s	d12 ; . . . ; s
	Zm
1 s	dm2 Þ � Pð1Þðs1; s2Þ;

P0ð2Þðs2Þ ¼ diagðs	Z11 s	d12 ; . . . ; s
	Zm
1 s	dm2 Þ � Pð2Þðs1; s2Þ:

C’est a' dire:

P0ð1Þðs1Þ ¼ diagðs~ZZ11 ; . . . ; s
~ZZm
1 Þ � diagðpð1Þ1 ; . . . ; pð1Þm Þ;

P0ð2Þðs2Þ ¼ diagðs
~dd1
2 ; . . . ; s

~ddm
1 Þ � diagðpð2Þ1 ; . . . ; pð2Þm Þ 
 S;

ð3:2:2Þ

ou' pð‘Þi ; ð1W iW m; ‘ ¼ 1; 2Þ sont des rationnels et S une matrice comme dans ð2:1Þ:
Cette ope¤ ration est faisable pour toutes les Pð1Þ;Pð2Þ calcule¤ es dans ‰2 car il existe
au plus des entiers uniques j1; j2 2 ½1; m� tels que

~ooj ^ df1 ¼ Pð2Þjj2 ð f Þfj2ðxÞdx; ~ooj ^ df2 ¼ Pð1Þjj1 ð f Þfj1 ðxÞdx

pour chaque j 2 ½1; m�:
En bref, on arrive a' l’expression (3.2.1), si on multiplie la matrice

diagðs	Z11 s	d12 ; . . . ; s
	Zm
1 s	dm2 Þ du co“ te¤ gauche a' ð1:10:5Þ: On obtient par une manie' re

analogue a' (1.6.1):

@

@s1
IF 0 ¼ P0ð1Þðs1ÞIF: ð3:2:3Þ
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D’autre part, ayant diffe¤ rentie¤ l’expression (3.2.1), on obtient:

‘0i
@

@s1

Z
gðsÞ
iEð ~oioi

0Þ ¼
Xm
j¼1

p1P
0ð1Þ
ij þ p1s1

@

@s1
P0ð1Þij

	 

Ifjþ

þ
Xm
j¼1

p1s1P
0ð1Þ
ij ðs1Þ 	 p2s2P

0ð2Þ
ij ðs2Þ

� � @

@s1
Ifj ;

c’est-a' -dire,

LF 0
@

@s1
IF 0 ¼ p1P0ð1Þðs1Þ þ p1s1

@

@s1
P0ð1Þ

	 

IFþ

þ p1s1P0ð1Þðs1Þ 	 p2s2P0ð2Þðs2Þ
� � @

@s1
IF;

ð3:2:4Þ

En suite, on remarque que la relation suivante:

~o0io
0
i ¼

X
1W i;jW m

P0ð1Þij ^ df1
fjdx1 ^ dx2 ^ dx3

df1 ^ df2

	 

	

	
X

1W i;jW m

P0ð2Þij ^ df2
fjdx1 ^ dx2 ^ dx3

df1 ^ df2

	 


donne une relation entre les e¤ le¤ ments de matrices LF;LF 0 et P0ð1Þ:

LF 0;i ¼
E�ðP

0ð1Þ
ij Þ

P0ð1Þij

þ p1 þ LF;j ¼
E�ðP

0ð2Þ
ij Þ

P0ð2Þij

þ p2 þ LF;j;

ici

E� ¼ p1s1
@

@s1
þ p2s2

@

@s2
;

le champ d’Euler sur S. Ce dernier entra|“ ne

Xm
j¼1

ð	LF 0;i þ p1 þ LF;jÞP
0ð‘Þ
ij þ E�ðP

0ð‘Þ
ij Þ ¼ 0; ‘ ¼ 1; 2:

Autrement dit,

P0ð1ÞðLF 	 LF 0 þ p1 
 idmÞ þ E�ðP0ð1ÞÞ ¼ 0 ð3:2:5Þ

P0ð2ÞðLF 	 LF 0 þ p2 
 idmÞ þ E�ðP0ð2ÞÞ ¼ 0: ð3:2:6Þ

En somme, ð3:2:3Þ; ð3:2:4Þ; et ð3:2:5Þ nous me' nent a' conclure ð3:1:1Þ:
La de¤ monstration de (3.1.2) est paralle' lle a' celle de (3.1.1), en tenant compte de

ð3:2:6Þ:
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(2) Nous introduisons ici la notation

jwj:¼ w1 þ w2 þ w3 et jpj:¼ p1 þ p2:

Puisque

lj ¼
1
p1
ðwðfjÞ þ jpj 	 jwjÞ;

il suf¢t de de¤ montrer la syme¤ trie entre les poids des e¤ le¤ ments de l’espace ~FF:
On peut de¤ duire de [2, 3], 3.4 que la se¤ rie de Poincare¤ P ~FFðtÞ de l’espace vectoriel ~FF

s’e¤ crit comme suit:

P ~FFðtÞ ¼ tjpj	jwj þ ð1	 tjpj	jwjÞ
ð1	 tp1 Þð1	 tp2 Þ

ð1	 tw1Þð1	 tw2 Þð1	 tw3Þ
: ð3:2:6Þ

Il est facile de voir que le polyno“ me P ~FFðtÞ a coef¢cients syme¤ triques par rapport au
terme central tjpj	jwj: &

4. L’expression explicite de la transforme¤ e de Mellin de l’inte¤ grale-¢bre

Dans cette section, nous essayons d’e¤ tablir une expression explicite de la transforme¤ e
de Mellin de l’inte¤ grale-¢bre au moyen des invariants topologiques de singularite¤ s.

4.1. L’EDF ET SES SOLUTIONS EXPLICITES

D’abord on e¤ tablit les e¤ quations aux diffe¤ rences ¢nies (EDF) pour la transforme¤ e de
Mellin Mfj ðz1; z2Þ de Ifj ðs1; s2Þ:

Mjðz1; z2Þ ¼
Z
g
Ijðs1; s2Þs

z1
1 s

z2
2 ds1ds2

pour un certain g qui e¤ vite les po“ les de Ijðs1; s2Þ (on note MjðzÞ et IjðsÞ au lieu
de Mfj ðz1; z2Þ; Ifj ðs1; s2Þ pour alle¤ ger l’e¤ criture). Il est e¤ vident que l’inte¤ grale
Mjðz1; z2Þ est bien de¤ ¢nie pour <z1;<z2 >> 0; j=z1j; j=z2j >> 0 gra“ ce a' la re¤ gularite¤
de tous ses points singuliers y compris l’in¢ni de l’e¤ quation diffe¤ rentielle satisfaite
par les inte¤ grales Ijðs1; s2Þ (voir The¤ ore' me 3.1). Cette de¤ marche est bien formule¤ e
dans [16] ‰1, sous le terme de ‘transformation de Mellin alge¤ brique’.
On applique la transformation de Mellin a' la relation (3.1.1). Alors on en tire

l’EDF entre Mjðz1; z2Þ. A l’aide des ~ZZk; ~ddk de¤ ¢nis dans (3.2.2) et nk introduit dans
le ‰2, elles s’expriment comme suit:

ðz1 þ ~ZZk þ lk þ 1ÞMkðz1 þ ~ZZk; z2Þ ¼ ~vvkz1M½k	1�ðz1 	 1; z2 þ 1þ ~ddkÞ; ð4:1:1Þ

ou'

~vvk 2 Qn1 þ n2 þ 
 
 
 þ nm þ 1W kW n1 þ 
 
 
 þ nmþ1;
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et

½k	 1� ¼ k	 1 si n1 þ n2 þ 
 
 
 þ nm þ 1 < kW n1 þ 
 
 
 þ nmþ1;

et

½k	 1� ¼ n1 þ n2 þ 
 
 
 þ nmþ1

si

k ¼ n1 þ n2 þ 
 
 
 þ nm þ 1:

L’e¤ quation (4.1.1) se de¤ duit du fait que l’inte¤ grale Ikðs1; s2Þ est lie¤ e a' l’autre inte¤ grale
Ik0 ðs1; s2Þ; par une relation non-triviale si et seulement si

n1 þ n2 þ 
 
 
 þ nm þ 1W k; k0W n1 þ 
 
 
 þ nmþ1;

i.e. si et seulement si elles sont toutes les deux d’un bloc de taille nmþ1: Nous disons
que la relation de re¤ currence (4.1.1) se ferme pour

fn1þn2þ


þnmþ1ðxÞ; . . . ;fn1þ


þnmþ1 ðxÞ:

On va repre¤ senter par le signe � l’une des singularite¤ s simples d’intersection comple' te
de courbe espace, i.e. � ¼ Sm;Um;Tm;Wm;Zm ðmX 5Þ:
Pour chaque singularite¤ �; on de¤ signe par dj la coordonne¤ e du point d’intersection

du diagramme de Newton du facteur irre¤ ductible du discriminant DðsÞ avec l’axe
zj; j ¼ 1; 2:
Par re¤ currence, on obtient de (4.1.1) une EDF pourMkðz1; z2Þ: Quant aux cas Sm;

nous renvoyons les lecteurs a' [4].

LEMME 4.1. Soit � une des singularite¤ s de la liste de Giusti (i.e. SISIC courbe
espace). Alors pour chaque singularite¤ �; la transforme¤ e de Mellin Mkðz1; z2Þ de
l’inte¤ grale -¢bre Ikðs1; s2Þ avec n1 þ n2 þ 
 
 
 þ nm þ 1W kW n1 þ 
 
 
 þ nmþ1; satisfait
l’EDF suivante:

Mkðz1 þ d1; z2 	 d2Þ

¼ Vm
Yn1þ


þnmþ1

j¼k

1
Lð�; k; j; z1Þ

�
Yk	1

j¼n1þ


þnm

1
~LLð�; k; j; z1Þ

�

�
Ynmþ1
j¼1

ðz1 þ jÞMkðz1; z2Þ;

ð4:1:2Þ

ou' Vm ¼
Qn1þn2þ


þnmþnmþ1

j¼n1þn2þ


þnmþ1 vj; produit d’e¤ le¤ ments de la matrice diagonale V ¼
diagðv1; . . . ; vmÞ de la liste de ‰2.

Lð�; k; j; z1Þ ¼ z1 þ lj þ ðj 	 kÞ þ dk;jd1; kW jW n1 þ 
 
 
 þ nmþ1;

~LLð�; k; j; z1Þ ¼ z1 þ lj þ ðj 	 kÞ þ nmþ1 þ 1; n1 þ 
 
 
 þ nm þ 1W jW k	 1;
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avec dk;j; delta de Kronecker. Les donne¤ es lj; d1; d2 sont classe¤ es pour chaque
singularite¤ � dans la liste du ‰2.

Pour re¤ soudre l’e¤ quation (4.1.2), on e¤ tablit un lemme.

LEMME 4.2. L’e¤ quation aux diffe¤ rences ¢nies

Mðzþ aÞ ¼ c 

Yn
j¼1

ðzþ bjÞ
ðzþ gjÞ

MðzÞ;

admet une solution comme suit:

MðzÞ ¼ c
z
a 

Yn
j¼1

G 	
z
a
	
gj
a

� �
G 	

bj
a

	 


G 	
z
a
	
bj
a

	 

G 	

gj
a

� � gðzÞ;

avec une fonction pe¤ riodique gðzÞ ¼ gðzþ aÞ:

A l’aide du lemme 4.2, on obtient une expression explicite de MkðzÞ: Avant de
formuler le the¤ ore' me, introduisons la notationMfk;gqðzÞ; 1W k; qW m qui correspond
a' la transforme¤ e de Mellin de l’inte¤ grale Ifk;gqðs1; s2Þ prise le long d’un cycle
e¤ vanescent gq que l’on n’a pas precise¤ dans (1.8.1):

Ifk;gq ðs1; s2Þ ¼
1
2pi

	 
2Z
@gqðsÞ

fkdx1 ^ dx2 ^ dx3
ð f1 	 s1Þð f2 	 s2Þ

:

Et

Mfk;gq ðz1; z2Þ ¼
Z
g
Ifk;gqðs1; s2Þs

z1
1 s

z2
2 ds1ds2

pour un certain 2-cycle re¤ el g qui e¤ vite les po“ les de Ifk;gqðsÞ:

THEŁ OREØ ME 4.3. Dans la situation de¤ crite ci-dessus, pour n1 þ n2 þ 
 
 
 þ nmþ
1W kW n1 þ 
 
 
 þ nmþ1; on a l’expression suivante:

Mfk;gqðzÞ ¼ V
z1
d1
m �

Yn1þ


þnmþ1

j¼k

G 	
1
d1
Lð�; k; j; z1Þ

	 

�

�
Yk	1

j¼n1þ


þnm

G 	
1
d1

~LLð�; k; j; ; z1Þ
	 


�
Ynmþ1
j¼1

G 	
1
d1
ðz1 þ jÞ

	 
	1
�

�
z2 	 zq
d2

þ
z1
d1

	 
	1
gðz1Þ; ð4:1:3Þ
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avec zq 2 ZX 0; 1W qW m; et z1 ¼ 0: Ici gðz1Þ est une fonction me¤ romorphe pe¤ riodique
telle que gðz1Þ ¼ gðz1 þ d1Þ:
De¤ monstration. Il suf¢t d’appliquer lemme 4.2 a' (4.1.2). Quant aux zq; ils sont

de¤ termine¤ s par l’e¤ quation de¤ terminante pour les exposants caracte¤ ristiques a'
s ¼ 0 du syste' me (1.10.1), (1.10.2) (la me¤ thode de Frobenius) [5]. Il est facile de voir
que la se¤ rie des exposants caracte¤ ristiques zq contient la se¤ rie des entiers
zq ¼ 0; 1; 2; . . . : &

Nous notons suppðMfk;gqÞðz1; z2Þ � ð1=d2ÞQz1 � ð1=d1ÞQz2 des points d’intersection
des droites polaires

1
d1
Lð�; k; j; z1Þ;

1
d1

~LLð�; k; j; z1Þ; d1z2 þ d2z1 2 ZX 0:

En liaison avec le The¤ ore' me 3.1, nous remarquons que d2=d1 ¼ p1=p2:C’est les points
de suppMfk;gq ðz1; z2Þ qui vont essentiellement contribuer a' la transformation inverse
de Mellin de Mfk;gqðz1; z2Þ qui nous permet de re¤ cupe¤ rer Ifk;gqðs1; s2Þ: Si on choisit
la fonction me¤ romorphe pe¤ riodique gðz1Þ dans (4.1.3) en sorte que la transformation
inverse de Mellin deMfk;gq ðz1; z2Þ ait sens (cf. l’astuce de No« rlund de ‰4.2 ci-dessus),
alors on verra facilement la proprie¤ te¤ suivante de cet ensemble. Ici on fait attention a'
l’ine¤ galite¤ nj W d1; j ¼ 1; 2; :::

COROLLAIRE 4.4. Pour un cycle e¤ vanescent quelconque g; l’ensemble suppðMfk;gÞ

ðz1; z2Þ consiste en les points de la forme

	li þ a;
d2
d1
ðli þ bÞ

	 

; 1W iW m; ða; bÞ 2 Z2

qui sont contenus dans un co“ ne Gk

Gk ¼ ðz1; z2Þ 2 C2; z1X 	 lk 	 d1;
z1
d1
þ
z2
d2

X 0
� �

de sommet ð	lk 	 d1; ðd2=d1Þðlk þ d1ÞÞ:

Si on regarde plus pre¤ cisement la projection projz1 ðMf1;gðz1; z2ÞÞ sur l’axe z1 de
suppðMfk;gÞðz1; z2Þ, les suites suivantes s’obtiennent:

projz1 ðMf1;gðz1; z2ÞÞ  f	l1 	 d1;	l2 	 1;	l3 	 2; . . . ; 1	 n1 	 ln1g þ d1ZX 0;

projz1 ðMf2;gðz1; z2ÞÞ  f	l2 	 d1;	l3 	 1;	l4 	 2; . . . ; 1	 n1 	 l1g þ d1ZX 0:

..

.

projz1 ðMfk;gðz1; z2ÞÞ  f	lk 	 d1;	lkþ1 	 1;	lkþ2 	 2; . . . ; 1	 nm 	 l½k	1�gþ

þ d1ZX 0;
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pour k tel que n1 þ n2 þ 
 
 
 þ nmW kW n1 þ 
 
 
 þ nmþ1: La notation ½k	 1� est la
me“ me qu’au de¤ but de la section.

Remarque 2. Il est opportun d’e¤ voquer ici le travail [25] de A.N.Varchenko qui a
de¤ ¢ni, dans le cas des singularite¤ s isole¤ es d’hypersurface associe¤ es au germe
f : ðCn

x; 0Þ ! ðC; 0Þ; le poids d’une forme holomorphe o de la facI on suivante:

aðoÞ ¼ inf a 2 Q;
1
ta

Z
gðtÞ

o
df

	 

! 0 lorsque t! 0

� �
¼ minfa 2 Q; il existe 0W kW n	 1 tel que Ak;a 6¼ 0g

du de¤ veloppement asymptotiqueZ
gðtÞ

o
df
!
X
l2L

X
a2LðlÞ

X
0W kW n	1

Ak;ataðlog tÞkg;

ou' gðtÞ est un cycle e¤ vanescent lorsque t! 0;

LðlÞ ¼ fb > 	1; expð	2pibÞ ¼ lg;

L ¼ f les valeurs propres l de la monodromie de Picard^Lefschetz de la singularite¤
f ðxÞ ¼ 0 g:
Il est facile de voir que dans notre situation le bord du co“ ne Gk introduit dans le

Corollaire 4.4 correspond a' aðoÞ de Varchenko. En particulier, si la valeur critique
de f est constitue¤ e d’un cusp (et d’une droite en position ge¤ ne¤ rique) notre li donne
la monodromie de Picard^Lefschetz de la singularite¤ .
A juste titre, on pourrait donner une autre de¤ ¢nition plus ge¤ ne¤ rale des spectres du

syste' me de Gauss^Manin au lieu de la De¤ ¢nition 1.

DEŁ FINITION 2. Les spectres du syte' me de Gauss^Manin associe¤ aux SIIC
courbe-espace quasihomoge' ne consistent en les donne¤ es suivantes: la partie de
l’ensemble des droites contenue dans le bord d’un co“ ne

S
g suppðMfk;gÞðz1; z2Þ;

1W kW m; ou' g parcourt tout les cycles e¤ vanescents de la singularite¤ .
D’apre' s cette nouvelle de¤ ¢nition, les spectres du syste' me (3.1.1) sont donne¤ s par le

bord d’ensembles ðfz1X 	 lk 	 d1g \ fd1z2 þ d2z1X 0gÞ; 1W kW m:

Remarque 3. Il faut remarquer que les re¤ seaux de l’ensemble suppðMfk;gÞðz1; z2Þ
donnent naissance a' la bonne k-¢ltration (k ¼ 2) introduite par C. Sabbah [20, 21].
Donc il suf¢t d’appliquer sa Proposition 1.2. de [21] a' cette bonne ¢ltration, pour

voir l’existence de l’ensemble L1 de formes line¤ aires et d’un polyno“ me a' une variable
bL;1 tels que

Y
L2L1

bL;1ðLðsÞÞ

" #
f s11 f

s2
2 ¼ P1 x1; x2; x3;

@

@x1
;
@

@x2
;
@

@x3
; s1; s2

	 

f s1þ11 f s22 ;
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pour les polyno“ mes f1; f2 traite¤ s dans cet article. Ici nous avons comme l’ensemble
L1; L1 ¼ fs1 þ lk þ d1 	 a; d1s2 þ d2s1 	 gg; avec certains a; g 2 ZX 0; et l1; . . . ; lm
les spectres du syste' me de Gauss^Manin. Il est naturel de conside¤ rer le polyno“ meQ

L2L1 bL;1ðLðsÞÞ ci-dessus comme la b	fonction en 2-variables.
Quant a' l’EDF correspondant aux de¤ calages en s2; elle s’obtient d’une facI on ana-

logue en partant du syste' me (3.1.2).

Y
L2L2

bL;2ðLðsÞÞ

" #
f s11 f

s2
2 ¼ P2 x1; x2; x3;

@

@x1
;
@

@x2
;
@

@x3
; s1; s2

	 

f s11 f

s2þ1
2 ;

ou'

L2 ¼ s2 	
d2
d1

lk 	 b; d1s2 þ d2s1 	 g
� �

;

avec certains b; g 2 ZX 0: Les notations sont les me“ mes que celles de L1:

4.2. L’INTEŁ GRALE-FIBRE EN TANT QU’UNE FONCTION HYPERGEŁ OMEŁ TRIQUE

GEŁ NEŁ RALISEŁ E

D’ailleurs il serait utile de voir le re¤ sultat du The¤ ore' me 4.3 en liaison avec la notion
des fonctions hyperge¤ ome¤ triques ge¤ ne¤ ralise¤ es (FHG) au sens de Mellin^Barnes^
Pincherle [5, 18]. Par cette formulation la FHG de Gauss s’exprime par l’inte¤ grale,

1
2pi

Z z0þi1

z0	i1
ð	sÞz

Gðzþ aÞGðzþ bÞGð	zÞ
Gðzþ gÞ

dz; 	<a;	<b < z0:

Pour assurer la convergence de la transforme¤ e de Mellin inverse de Mfk;gðzÞ de
(4.1.3):Z

P
s	z1	11 s	z2	12 Mfk;gðzÞdz1dz2; ð4:2:1Þ

on ve¤ ri¢e que l’EDF (4.1.2) admet la solutionMfkðzÞ telle que pour un certain e > 0;

jMfkðzÞ j< Ck expð	e j Im z jÞ lorsque Im z!1;

dans un secteur d’ouverture < 2p:

Pour voir l’existence d’une solution de l’EDF avec de¤ croissance exponentielle, on
recourt a' une astuce de No« rlund [18]. Sa technique consiste en un choix du facteur
gðz1Þ de (4.1.3) qui doit e“ tre une fonction me¤ romorphe de pe¤ riode d1: Si on note
z ¼ 	ðz1=d1Þ; notre analyse de (4.2.1) est reduite a' l’e¤ tude de l’inte¤ graleZ z0þi1

z0	i1
szgðzÞ

Yn
j¼1

Gðzþ ajÞ
Gðzþ rjÞ

dz: ð4:2:2Þ
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LEMME 4.5. Si on choit une des fonctions suivantes gþðzÞ (resp. g	ðzÞ) en tant que
gðzÞ; alors l’inte¤ grand de (4.2.2) est de de¤ croissance exponentielle lorsque Im z tend
vers 1 dans le secteur 0W arg z < 2p; (resp. 	pW arg z < p:)

g$ðzÞ ¼ 1þ e$2pibn
Yn
j¼1

sin 2pðzþ ajÞ
sin 2pðzþ rjÞ

;

avec bn ¼ 	1þ
Pn

j¼1ðrj 	 ajÞ
De¤ monstration. Il suf¢t de se rappeler

Yn
j¼1

Gðxþ iyþ ajÞ
Gðxþ iyþ rjÞ

! const: j y j	ðbnþ1Þ

lorsque y!$1: Ici, on se sert de la formule de Binet:

logGðzþ aÞ ¼ logGðzÞ þ a log z	
a	 a2

2z
þOðj z j	2Þ

si j z j>> 1; (Whittaker^Watson, Chapter XII, Example 44). Le facteur j s	ðxþiyÞ j¼
r	xeyy; pour s ¼ reiy donne la contribution exponentiellement de¤ croissante dans
chaque cas. &

Ainsi on a de¤ montre¤ la convergence de l’expression (4.2.1) pour un certain P qui
est obtenu comme un produit du chemin d’inte¤ gration dans Cz1 et celui dans Cz2 :

PROPOSITION 4.6. L’inte¤ grale- ¢bre Ifk;gq ðzÞ des SISIC prise le long d’un cycle
e¤ vanescent gq est une FHG au sens de Mellin^Barnes^Pincherle de¤ ¢nie par
l’expression suivanteZ

P
s	z1	11 s	z2	12 Mfk;gqðzÞdz1dz2;

pour le Mfk;gq ðzÞ qui appara|“ t en (4.1.3) avec gðz1Þ ¼ gþð	ðz1=d1ÞÞ introduit dans
Lemme 4.5.

5. Des cas unimodaux et des autres cas accessibles

Malgre¤ le caracte' re restrictif de calculs faits dans les sections pre¤ cedentes, nos
de¤ marches s’appliquent aux autres cas qui contiennent des se¤ ries in¢nies.
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5.1. LE CAS NON-REŁ SONANT

On regarde l’application quasihomoge' ne suivante,

f1ðx1; x2; x3Þ ¼ xq11 þ x
q2
2 þ x

q3
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x1x2 ¼ 0
ð5:1:1Þ

ou' on impose la condition que les poids wi et wj ( 1W i; jW 3) soient premiers entre
eux. Nous l’appelons le cas non-re¤ sonant. Selon la notation du ‰2, p1 ¼ q1w1 ¼
q2w2 ¼ q3w3; p2 ¼ w1 þ w2: Pour voir l’analogie du cas (5.1.1) avec les cas de
singularite¤ s isole¤ es simples de courbe espace, on e¤ tablit l’enonce¤ suivant:

LEMME 5.1. Pour ð f1; f2Þ de (5.1.1) sous l’hypothe' se sur les poids w1;w2;w3 comme
ci-dessus, les matrices Pð1Þ;Pð2Þ de¤ ¢nies dans la Proposition 1.2 sont semblables a'
des matrices diagonales. Plus pre¤ cisement, pour chaque 1W jW m; il existe au plus
des uniques j1 et j2 tels que

~ojoj ^ df2 ¼ Pð1Þjj2 fj2dx1 ^ dx2 ^ dx3; ð5:1:2Þ

~ojoj ^ df1 ¼ Pð2Þjj1 fj1dx1 ^ dx2 ^ dx3 ð5:1:3Þ

avec Pð1Þjj2 6¼ 0;Pð2Þjj1 6¼ 0 et j1 6¼ j2: En revanche pour chaque indice j, on trouve au plus
des entiers uniques ~j1j1; ~j2j2 tels que

~oo~jj2
^ df1 ¼ Pð2Þ~j2j2j fjðxÞdx1 ^ dx2 ^ dx3; ð5:1:4Þ

~oo~jj1 ^ df2 ¼ Pð1Þ~j1j1j fjðxÞdx1 ^ dx2 ^ dx3 ð5:1:5Þ

avec Pð2Þ~j2j2j 6¼ 0;Pð1Þ~j1j1j 6¼ 0.

De¤ monstration. Nous faisons la comparaison entre les poids des termes. On
de¤ montre le cas (5.1.2). Le cas (5.1.3) se de¤ montre d’une manie' re similaire.
S’il existe un autre terme a' part de fj2 (disons fj02 ) qui participe a' la de¤ composition

(5.1.2), leurs poids satisfont les relations suivantes:

‘j þ p2 ¼ wðPð1Þjj2 Þ þ wðfj2Þ þ w1 þ w2 þ w3

¼ wðPð1Þjj02 Þ þ wðfj02Þ þ w1 þ w2 þ w3:
ð5:1:6Þ

Remarquons que wðPð1Þjj2 Þ;wðP
ð1Þ
jj02
Þ 2 p1ZX 0 þ p2ZX 0:Donc la diffe¤ rence des poids de

deux formes wðfj2Þ et wðfj02Þ doit appartenir au re¤ seau des entiers p1Zþ p2Z:

TRANSFORME¤ E DE MELLIN 145

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594


Maintenant on se souvient de la formule de la se¤ rie de Poincare¤ de l’espace ~FF;
(3.2.6). Pour le cas (5.1.1), elle devient,

P ~FFðtÞ

¼ tðq3	1Þw3 þ ð1þ tw3 þ 
 
 
 þ tðq3	2Þw3 Þ�

� ð1þ tw2 þ 
 
 
 þ tq2w2 þ tw1 þ 
 
 
 þ tðq1	1Þw1Þ:

ð5:1:7Þ

De la formule (5.1.7), il est facile de voir que

wðfj2Þ 	 wðfj02Þ 62 p1ZX 0 þ p2Z>0 ¼ qiwiZX 0 þ ðw1 þ w2ÞZ>0:

Cela veut dire que Pð1Þjj2 =P
ð1Þ
jj02
62 s2C½s� si P

ð1Þ
jj02
6¼ 0: Autrement dit, si on trouve deux

indices j2; j02 pour lesquels (5.1.6) sont ve¤ ri¢e¤ , alors ils sont pour ces indices:

wðfj2Þ ¼ kw3 þ p1;wðfj02 Þ ¼ kw3; 0W kW q3 	 1;

d’apre' s (5.1.7). Cette relation entra|“ ne que Pð1Þjj2 ¼ cf1P
ð1Þ
jj02
pour certain constant c:

~ojoj ^ df2 ¼ ðP
ð1Þ
jj02
fj02 þ P

ð1Þ
jj2 fj2 Þdx1 ^ dx2 ^ dx3

¼ Pð1Þjj02 ðfj02 þ cf1fj2 Þdx1 ^ dx2 ^ dx3:
ð5:1:8Þ

Il faut remarquer ici que le terme de gauche est un mono“ me pour les singularite¤ s
de¤ ¢nies par (5.1.1), par contre le terme de droite doit e“ tre essentiellement polynomial
sinon c ¼ 0: Donc il faut qu’un seul terme Pð1Þjj02 fj02 prenne part a' la de¤ composition
(5.1.8).
Pour voir que les indices j1; j2 de (5.1.2), (5.1.3) sont diffe¤ rents, il faut calculer

l’espace F :

PF ðtÞ

¼ ð1þ tw3 þ 
 
 
 þ tðq3	1Þw3Þtw1þw2 þ tw3 ð1þ tw3 þ 
 
 
 þ tðq3	2Þw3Þ�

� ðtw2 þ 
 
 
 þ tq2w2 þ tw1 þ 
 
 
 þ tðq1	1Þw1Þ:

Des formes qui pourraient produire la situation avec j1 ¼ j2 dans (5.1.2),(5.1.3) sont
celles dont les poids appartiennent au re¤ seau w1 þ w2 þ w3 þ w1ZX 0 þ w2ZX 0þ

w3ZX 0: Par le calcul direct des formes de F ; les uniques formes qui satisfont cette
condition sont x2xi3dx3dx1 2 F ð0W iW q3 	 2Þ: Cela ache' ve la de¤ monstration de
(5.1.2) et d’une facI on analogue (5.1.3). D’apre' s une comparaison des se¤ ries de
Poincare¤ s PF ðtÞ et P ~FFðtÞ on peut conclure (5.1.4), (5.1.5) en tenant compte de (5.1.2),
(5.1.3). &

On remarque ici que la condition de nonre¤ sonance a e¤ te¤ essentiellement utilise¤ e
pour que le terme de gauche de (5.1.8) soit monomial.
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5.2. LA LISTE DE WALL ET D’ALEKSANDROV

Pour les singularite¤ s d’intersection comple' te pas ne¤ cessairement simples, les re¤ sultats
analogues aux The¤ ore' mes 3.1, 4.3 et 4.4 sont valables. Notamment la se¤ rie des
singularite¤ s unimodales de la liste de Wall [27]:

Pk;‘; kX ‘X 2; m ¼ kþ ‘þ 1;

f1ðx1; x2; x3Þ ¼ xk1 þ x
‘
2 þ x

2
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x1x2 ¼ 0;

G2mþ6;mX 3

f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x2x
m
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x22 þ x
3
3 ¼ 0;

G2mþ3;mX 3

f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x
m
3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x22 þ x
3
3 ¼ 0;

FZ6mþ6

f1 ¼ x1x3 þ x33 þ x
3mþ1
2 ;

f2 ¼ x1x2;

FZ6mþ8

f1 ¼ x1x3 þ x33 þ x
3mþ2
2

f2 ¼ x1x2:

On remarque la structure du module F analogue a' celle des cas Sm;Tm ( pour Pk;‘)
et des cas Z10 (G2mþ3 et G2mþ6). C’est-a' -dire:

Pk;‘

F ¼ fdx1dx2; x2dx3dx1;

dx2dx3; x2dx2dx3; . . . ; x‘	22 dx2dx3
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{‘	1

; dx3dx1; x1dx3dx1; . . . ; xk	11 dx3dx1
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{k

g;

w1 ¼ 2‘; w2 ¼ 2k; w3 ¼ k‘; p1 ¼ 2k‘; p2 ¼ 2ðkþ ‘Þw;
~FF ¼ f1; x1; . . . ; xk	11 ; x2; . . . ; x‘2; x3g;

wðfjÞ ¼ f0; 2‘; . . . ; 2ðk	 1Þ‘; 2k; . . . ; 2k‘; k‘g:
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G2mþ6

F ¼ fdx2dx3; x3dx2dx3; dx3dx1; dx1dx2; x3dx3dx1;

3x2dx3dx1 þ 2x3dx1dx2;x3ð3x2dx3dx1 þ 2x3dx1dx2Þ; . . . ; xm	23 ð3x2dx3dx1 þ 2x3dx1dx2Þ
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m	1

;

x2ðmx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2Þ; x2x3ðmx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2Þ; . . . ; x2xm	23 ðmx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2Þ
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m	1

;

mx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2;x3ðmx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2Þ;mx23dx3dx1 þ x2dx1dx2g;

w1 ¼ 2mþ 3; w2 ¼ 6; w3 ¼ 4; p1 ¼ 2ð2mþ 3Þ; p2 ¼ 12;
~FF ¼ f1; x3;x23; . . . ; x

mþ1
3 ;x2; x2x3 
 
 
 ; x2xmþ13 ;x1; x1x3g;

wðfjÞ ¼ f4i; 6þ 4i ð0W iWmþ 1Þ; 2mþ 3; 2mþ 7g:

G2mþ3

F ¼ fdx2dx3; x3dx2dx3; dx1dx2; x3dx1dx2;x23dx1dx2; dx3dx1; x3dx3dx1; . . . ; x
m	2
3 dx3dx1

zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m	1

;

mx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2; x3ðmx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2Þ; . . . ; xm	23 ðmx1dx2dx3 þ 2x3dx1dx2Þ
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m	1

g;

w1 ¼ m; w2 ¼ 3; w3 ¼ 2; p1 ¼ 2m; p2 ¼ 6;
~FF ¼ f1; x3;x23; . . . ; x

mþ1
3 ;x2; x2x3 
 
 
 ; x2xm	23 ;x1; x1x3g;

wðfjÞ ¼ f2i ð0W iWmþ 1Þ; 3þ 2j ð0W jWm	 2Þ;m;mþ 2g:

FZ6mþ6

F ¼ fdx3dx1; x3dx2dx3; xi2ð3x3dx2dx3 	 dx1dx2Þ;

0W iW 3m	 1; x1ðdx1dx2 	 3x3dx2dx3Þ;

x1dx1dx3; x
j
2dx2dx3; 0W jW 3m; x2dx3dx1g;

w1 ¼ 2ð3mþ 1Þ; w2 ¼ 3; w3 ¼ 3mþ 1; p1 ¼ 6mþ 5; p2 ¼ 3ð3mþ 1Þ;
~FF ¼ fx1; x23; x

2
1; x

i
2; 0W iW 3mþ 1; xk2x3; 0W kW 3mg;

wðf1Þ ¼ f2ð3mþ 1Þ; 4ð3mþ 1Þ; 3i; 0W iW 3mþ 1; 3kþ 3mþ 1; 0W kW 3mg:

FZ6mþ8

F ¼ fdx3dx1; x3dx2dx3; xi2ð3x3dx2dx3 	 dx1dx2Þ;

0W iW 3m; x1ðdx1; dx2 	 3x3dx2dx3Þ;

x1dx1dx3; xk2dx2dx3; 0W kW 3mþ 1; x2dx3dx1g;

w1 ¼ 2ð3mþ 2Þ; w2 ¼ 3; w3 ¼ 3mþ 2; p1 ¼ 6mþ 7; p2 ¼ 3ð3mþ 2Þ;
~FF ¼ fx1; x23; x

2
1; x

i
2; 0W iW 3mþ 2; xk2x3; 0W kW 3mþ 1g;

wðfjÞ ¼ f2ð3mþ 2Þ; 2ð3mþ 2Þ; 4ð3mþ 2Þ; 2i; 0W iW 3mþ 2;

2kþ 3mþ 2; 0W kW 3mþ 1g:
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On trouve chez A. G. Aleksandrov [1] une se¤ rie des singularite¤ s U2mþ1 ( dans [27]
on trouve J6mþ7; J6mþ9) dont le syste' me de Gauss^Manin peut e“ tre calcule¤ d’une
facI on analogue au cas U7;U9:

U2mþ1;mX 5

f1ðx1; x2; x3Þ ¼ x1x2 þ xm3 ¼ 0;

f2ðx1; x2; x3Þ ¼ x21 þ x2x3 ¼ 0;

F ¼ fdx2dx3; dx1dx2; xm	13 dx3dx1 þ x1dx1dx2;dx3dx1; x3dx3dx1; . . . ; xm	23 dx3dx1
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m	1

;

x3dx2dx3 þ x1dx3dx1; x3ðx3dx2dx3 þ x1dx3dx1Þ; . . . ; xm	23 ðx3dx2dx3 þ x1dx3dx1Þ
zfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl}|fflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflfflffl{m	1

g;

w1 ¼ mþ 1; w2 ¼ 2m	 1; w3 ¼ 3; p1 ¼ 3m; p2 ¼ 2mþ 2;
~FF ¼ f1; x3; x23; . . . ; x

m	1
3 ; x1; x1x3 
 
 
 ; x1xm	13 ; x2g;

wðfjÞ ¼ f3i;mþ 1þ 3i ð0W iWm	 1Þ; 2m	 1g:

Par un calcul semblable a' celui des ‰2, ‰3, on obtient un analogue des The¤ ore' mes
3.1 et 4.4. On reprend la notation,

Ik;gðsÞ ¼
1
2pi

	 
2Z
@gðsÞ

fkdx1 ^ dx2 ^ dx3
ð f1 	 s1Þð f2 	 s2Þ

;

Mk;gðzÞ ¼
Z
P
Ik;gðs1; s2Þs

z1
1 s

z2
2 ds1ds2;

pour un certain P qui e¤ vite les po“ les de Ik;gðsÞ; et IF ¼ ðI1;gðs1; s2Þ; . . . ; Im;gðs1; s2ÞÞ: En
somme, le calcul des cas traite¤ s dans 5.1 et 5.2 donnent le re¤ sultat suivant.

THEŁ OREØ ME 5.2. (1) Le syste' me de Gauss^Manin pour IF associe¤ aux singularite¤ s
isole¤ es d’intersection comple' te de courbe espace des cas non-re¤ sonants (5.1.1),
Pk;l;G2mþ6;G2mþ3; FW13; FW19;K13 FZ6mþ6; FZ6mþ8; HD13;HD14; K14 de la liste
de Wall et U2mþ1 de la liste d’Aleksandrov s’e¤ crit sous la forme suivante:

P0ð1Þðs1Þ s1idm
@

@s1
	
1
p1
LF

	 

IF ¼

p2
p1
s2P0ð2Þðs2Þ

@

@s1
IF; ð5:2:1Þ

ou' P0ð1Þðs1Þ: une matrice diagonale, et P0ð2Þðs2Þ: une matrice semblable a' une matrice
diagonale.

1
p1
LF ¼ diagfl1; . . . ; lmg; lj ¼

wðfjÞ þ w1 þ w2 þ w3 	 p1 	 p2
p1

:

D’une facI on analogue:
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P0ð2Þðs2Þ s2idm
@

@s2
	
1
p2
LF

	 

IF ¼

p1
p2
s1P0ð1Þðs1Þ

@

@s2
IF; ð5:2:2Þ

avec les spectres fl1; . . . ; lmg posse¤ dant la proprie¤ te¤ de syme¤ trie.
(2) Soit � une des singularite¤ s suivantes: cas non-re¤ sonants (5.1.1), Pk;l; G2mþ6;

G2mþ3; U2mþ1; FW13; FW19; K13: Alors on a la formule suivante de la transforme¤ e
de Mellin de l’inte¤ grale-¢bre Mk;gqðzÞ associe¤ e a' �. Pour chaque fk 2 ~FF, on trouve
des ensembles d’entiers I ðkÞ1 6¼ ; et I ðkÞ2 6¼ ; tels que I ðkÞ1 \ I ðkÞ2 ¼ ;; I ðkÞ1 [ I ðkÞ2 �

½1; m�; k 2 I ðkÞ1 et

Mk;gq ðzÞ ¼ V
z1
d1 ðkÞ

k

Y
i2I ðkÞ1

G 	
1

d1ðkÞ
Lð�; k; i; z1Þ

	 

�

�
Y
j2I ðkÞ2

G 	
1

d1ðkÞ
~LLð�; k; j; z1Þ

	 
 YjI ðkÞ1 jþjI
ðkÞ
2 j

t¼1

G 	
1

d1ðkÞ
ðz1 þ tÞ

	 
	1
�

� ðp2ðz2 	 zqÞ þ p1z1Þ
	1gðz1Þ

ou' on utilise les notations ci-dessous:

Lð�; k; i; z1Þ ¼ z1 þ li þ ði 	 kÞ þ dk;id1ðkÞ;

~LLð�; k; j; z1Þ ¼ z1 þ lj þ ðj 	 kÞþ j I
ðkÞ
1 j þ j I ðkÞ2 j þ1;

ou' dk;j delta de Kronecker, d1ðkÞ; zq 2 ZX 0;Vk 2 Q; gðz1Þ une fonction me¤ romorphe
pe¤ riodique telle que gðz1 þ d1ðkÞÞ ¼ gðz1Þ. Les rationnels (spectres) lj sont de¤ ¢nis
comme lj ¼ wðfjÞ þ jwj 	 jpj=p1.
(3) Soit � une des singularite¤ s suivantes de la liste de Wall: FZ6mþ6;FZ6mþ8;

HD13;HD14; K14. Alors, pour chaque fk 2 ~FF on trouve des ensembles d’entiers
I ðkÞ1 6¼ ;; I ðkÞ2 6¼ ;; I ðkÞ3 et un entier ~kk 2 ½1; m� tels que

I ðkÞ1 \ I ðkÞ2 ¼ ;; I ðkÞ2 \ I ðkÞ3 ¼ ;; I ðkÞ1 \ I ðkÞ3 ¼ f ~kkg; I ðkÞ1 [ I ðkÞ2 [ I ðkÞ3 � ½1; m�

avec lesquels la transforme¤ e de Mellin Mk;gqðzÞ s’e¤ crit sous la forme suivante:

Mk;gq ðzÞ ¼ V
z1þtk
d1 ðkÞ

Y
i2I ðkÞ1

G 	
1

d1ðkÞ
Lð�; ~kk; i; z1 þ tkÞ

	 

�

�
Y
j2I ðkÞ2

G 	
1

d1ðkÞ
~LLð�; ~kk; j; z1 þ tkÞ

	 

�

�
YjI ðkÞ1 jþjI

ðkÞ
2 j

t¼1

G 	
1

d1ðkÞ
ðz1 þ tþ tkÞ

	 

�

�
Y

r2I ðkÞ3 nf
~kkg

z1 þ ~aar
z1 þ ~bbr

 !
ðp1ðz1 þ tkÞ þ p2ðz2 	 zq þ skÞÞ

	1gðz1Þ
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ou' sk; tk 2 Z et soit ~aar 2 Z; ~bbr 2 fl1; . . . ; lmg þ Z soit ~aar 2 fl1; . . . ; lmg þ Z; ~bbr 2 Z.
Ici on utilise la notation fl1; . . . ; lmg þ Z ¼ fl 2 R: il existe li tel que
l � li mod Zg: Les autres notations sont celles de l’e¤ nonce¤ 2.

Premie' re partie de la de¤ monstration: Preuve des e¤ nonce¤ s 1 et 2 pour Pk;l; G2mþ6;
G2mþ3; U2mþ1; FW13; FW19;K13: On se rappelle que l’argument de la de¤ monstration
du The¤ ore' me 4.1 5.3 s’appuyait sur ðaÞ le fait que les e¤ le¤ ments des matrices
Pð1Þ;Pð2Þ sont monomiaux, ðbÞ apre' s un changement de base de ~FF et F , on peut
supposer que Pð1ÞðsÞ est une matrice diagonale et que Pð2Þ ¼ (matrice diagonale)
�S avec S 2 SLðm;ZÞ telle que Sm ¼ idm.
Les e¤ nonce¤ s 1 et 2 se de¤ duisent de ðaÞ et ðbÞ:

Preuve de (a). D’abord on se souvient de la se¤ rie de Poincare¤ PV ðtÞ; ð1:2:3Þ dans le
cas n ¼ 1; k ¼ 2;m ¼ 3;

PV ðtÞ ¼ ð1	 tp1Þð1	 tp2Þ
ðtw1 þ tw2 þ tw3 	 tp1 	 tp2 	 1Þ
ð1	 tw1Þð1	 tw2 Þð1	 tw3 Þ

þ 1: ð5:2:3Þ

Cela et la relation (1.4.1) donnent:

wðPð1Þij ðsÞÞ ¼ p2 þ wð ~oioiÞ 	 wðfjÞ 	 jwjW 2ðjpj 	 jwjÞ 	 wðfjÞ: ð5:2:4Þ

D’autre part, pour que un e¤ le¤ ment de Pð1Þij ðsÞ consiste de plusieurs mono“ mes, il faut
qu’il existe des paires de vecteurs entiers ða; bÞ 6¼ ða0; b0Þ 2 Z2

X 0 telles que:

wðPð1Þij ðsÞÞ ¼ ap1 þ bp2 ¼ a0p1 þ b0p2:

Pour les singularite¤ s de 5.1, 5.2 ci-dessus, il est impossible de trouver de telles paires
de vecteurs entiers positifs d’apre' s (5.2.4). Quant a' la matrice Pð2Þ le me“ me argument
fonctionne.

Preuve de (b). Le lemme 5.1 a de¤ ja' de¤ montre¤ la proprie¤ te¤ ðbÞ dans les cas
non-re¤ sonants.
A¢n de le prouver dans les cas unimodaux qui ¢gurent dans l’e¤ nonnce¤ 2, on

reproduit l’argument du lemme 5.1. Plus pre¤ cisement, il suf¢t de de¤ montrer la
validite¤ de la de¤ composition comme (5.1.8) a' laquelle en fait un seul terme prend
part. On va de¤ montrer que si on a une de¤ composition sous la forme suivante,

~ojoj ^ df2 ¼ ðP
ð1Þ
jj2 fj2 þ P

ð1Þ
jj02
fj02Þdx; ~ojoj ^ df1 ¼ ðP

ð2Þ
jj1 fj1 þ P

ð1Þ
jj01
fj01 Þdx; ð5:2:5Þ

alors Pð1Þjj2 ¼ 0 ou Pð1Þjj02 ¼ 0 (Pð2Þjj1 ¼ 0 ou Pð2Þjj01 ¼ 0). Il est e¤ vident qu’il y aurait au plus
deux termes a' droite de (5.2.5), car ~ojoj consiste au plus en deux termes.
La liste ci-dessus donne la de¤ monstration de l’e¤ nonce¤ ðbÞ pour les cas Pk;l;

G2mþ3;G2mþ6;U2mþ1:

TRANSFORME¤ E DE MELLIN 151

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594


Quant aux cas FW13;FW19;K13 il suf¢t de comparer les poids quasihomoge' nes des
formes ~ooj 2 F et ceux de fiðxÞdx;fiðxÞ 2 ~FF. (Il n’est pas ne¤ ce¤ ssaire de calculer toutes
les formes de F ):

FW3rþ1ðr ¼ 4; 6Þ:

f1 ¼ x1x3 þ xr2; f2 ¼ x1x2 þ x33;

wð ~oojÞ ¼ frþ 1þ 4ði þ 1Þ; 2ðrþ 1Þ þ 4ði þ 1Þ;

3ðrþ 1Þ þ 4ið0W iW r	 1Þ; 7rþ 3g;

wðfjðxÞdxÞ ¼ f4ðrþ 1Þ þ 4i; 5ðrþ 1Þ þ 4i; 6ðrþ 1Þ þ 4ið0W iW r	 1Þ; 7rþ 3g:

K13:

f1 ¼ x21 þ x
3
2x3; f2 ¼ x1x2 þ x23;

wð ~oojÞ ¼ f8; 10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 23g;

wðfjðxÞdxÞ ¼ f15; 18; 20; 21; 22; 23; 24; 25; 26; 27; 28; 30; 33g:

Pour que la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls se produise, il est ne¤ ce¤ ssaire
qu’il existe fj1 ;fj01 ;fj2 ;fj02 2

~FF; a; b; g; d; a0; b0; g0; d0 2 ZX 0; j1 6¼ j01; j2 6¼ j02 tels que

wð ~oojÞ þ p2 ¼ wðfj2 Þ þ ap1 þ bp2 þ jwj ¼ wðfj02 Þ þ a0p1 þ b0p2 þ jwj;

wð ~oojÞ þ p1 ¼ wðfj1 Þ þ gp1 þ dp2 þ jwj ¼ wðfj01Þ þ g0p1 þ d0p2 þ jwj:
ð5:2:6Þ

A¢n de voir ðbÞ, il suf¢t de le ve¤ ri¢er pour ~ooj 2 F qui satisfait (5.2.6). Il n’existe pas de
telle forme ~ooj 2 F dans les cas FW13;FW19. Dans le cas K13, on trouve les formes
satisfaisant (5.2.6) comme suit:

f ~oo15 ¼ 3x1dx2dx3 þ 2x2dx3dx1; ~oo18 ¼ x2 ~oo15; ~oo20 ¼ x3 ~oo15; ~oo23 ¼ x2x3 ~oo15g

ou' l’indice de chaque forme indique son poids quasihomoge' ne. On voit facilement
que la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls n’arrive pour aucune des formes
ci-dessus. On a donc de¤ montre¤ que dans les cas de FW13;FW19;K13, on trouve
au plus des entiers uniques j1; j2 2 ½1; m� pour chaque j 2 ½1; m� tels que

~ooj2 ^ df1 ¼ Pð2Þj2j ð f ÞfjðxÞdx; ~ooj1 ^ df2 ¼ Pð1Þj1j ð f ÞfjðxÞdx

avec Pð2Þj2j 6¼ 0;Pð1Þj1j 6¼ 0. L’e¤ nonce¤ (b) s’en de¤ duit imme¤ diatement.

Seconde partie: Preuve des e¤ nonce¤ s 1 et 3 pour les cas FZ6mþ6; FZ6mþ8; HD13;

HD14; K14. Dans ces cas, on trouve des formes fjðxÞdx;fj 2 ~FF et 1W i 6¼ i0W m tels
que

~ooi ^ dfl ¼ PðlÞij fjðxÞdx; ~ooi0 ^ dfl ¼ PðlÞi0jfjðxÞdx

avec PðlÞij 6¼ 0;PðlÞi0j 6¼ 0 et l 2 f1; 2g. Cela implique que ðbÞ n’est pas valable pour ces
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singularite¤ s. Pourtant on trouve parmi elles des sous-ensembles ~FF0:¼

ffj1 ; . . . ;fjng �
~FF et F0:¼ f ~ooi1 ; . . . ; ~ooing � F ; 2W nW m; tels que les matrices

Pð1Þ0 ðsÞ;P
ð2Þ
0 ðsÞ 2 GLðn;CÞ ' C½s� de¤ ¢nies comme dans (1.4.1) pour les formes de

F0 et fj1dx; . . . ;fjndx soient toutes les deux des produits d’une matrice diagonale
et d’une matrice de permutation. Bien entendu, pour la transforme¤ e de Mellin
MjkðzÞ de¤ ¢nie par le mono“ me fjk 2

~FF0 un e¤ nonce¤ parallel a' celui du The¤ ore' me
3.1 est valable.
Pour e¤ tablir l’ e¤ nonce¤ 1, on reproduit un argument similaire a' celui utilise¤ pour voir

ðbÞ dans les cas FW13;FW19;K13. Les formes satisfaisant (5.2.6) sont e¤ nume¤ re¤ es
ci-dessous. On e¤ tablit aussi une liste des poids quasihomoge' nes de ~oow 2 F , l’espace
~FF et des poids quasihomoge' nes fjðxÞdx;fjðxÞ 2 ~FF.

HD13: f1 ¼ x21 þ x
2
2x3;

f2 ¼ x1x2 þ x33;

wð ~oojÞ ¼ f9; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 22; 24g;
~FF ¼ f1; x3; x2; x1; x23; x2x3; x

2
2; x1x3; x1x2; x1x

2
3; x1x2x3; x1x2x

2
3g;

wðfjdxÞ ¼ f16; 20; 21; 23; 24; 25; 26; 27; 28; 29; 31; 32; 36g;

~oo12 ¼ dx1dx2;

~oo14 ¼ x2dx2dx3;

~oo16 ¼ x1dx2dx3 þ x2dx3dx1;

~oo18 ¼ x2x3dx2dx3 þ x1dx3dx1;

~oo20 ¼ 3x1x3dx2dx3 þ x23dx1dx2;

~oo24 ¼ x23 ~oo16:

HD14: f1 ¼ x21 þ x
3
2;

f2 ¼ x1x2 þ x33;

~oo17 ¼ x2dx2dx3;

~oo20 ¼ 3x1dx2dx3 þ 2x2dx3dx1;
~oo26 ¼ x2 ~oo20;

~oo23 ¼ x1dx3dx1 þ x22dx2dx3;

wð ~oojÞ ¼ f11; 14; 15; 16; 17; 19; 20; 21; 22; 23; 25; 26; 28; 31g;
~FF ¼ f1; x3; x2; x1; x23; x2x3; x

2
2; x1x3; x1x2; x2x

2
3; x

2
2x3; x

4
3; x1x

2
2; x2x

4
3g;

wðfjdxÞ ¼ f20; 25; 26; 29; 30; 31; 32; 34; 35; 36; 37; 40; 41; 46g:

TRANSFORME¤ E DE MELLIN 153

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1013775028594


K14: f1 ¼ x21 þ x
5
2;

f2 ¼ x1x2 þ x23;

wð ~oojÞ ¼ f11; 14; 15; 17; 18; 19; 21; 22; 23; 25; 26; 27; 29; 33g;
~FF ¼ f1; x2; x3; x22; x1; x2x3; x

3
2; x1x2; x

2
2x3; x

4
2; x1x

2
2; x

3
2x3; x1x

3
2; x1x

4
2g;

wðfjdxÞ ¼ f21; 25; 28; 29; 31; 32; 33; 35; 36; 37; 39; 40; 43; 47g;

~oo15 ¼ x2dx2dx3;

~oo19 ¼ x2 ~oo15;

~oo22 ¼ x22dx1dx2;

~oo21 ¼ 5x1dx2dx3 þ 2x2dx3dx1;
~oo25 ¼ x2 ~oo21;

~oo23 ¼ x32dx2dx3;

~oo27 ¼ x1dx3dx1 þ x42dx2dx3;

~oo29 ¼ x22 ~oo21;

~oo33 ¼ x32 ~oo21:

Ici l’indice de chaque forme indique son poids quasihomoge' ne. Le calcul direct
montre que la situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls ne peut se produire pour
aucune des formes ci-dessus. Cela de¤ montre l’e¤ nonce¤ 1 pour ces singularite¤ s.
Quant aux mono“ mes de ~FF n ~FF0, apre' s un calcul simple, on observe la situation

suivante. Pour les mono“ mes fjnþlðrÞ 2
~FF n ~FF0; 1W rW m	 n il existe au moins un

mono“ me fjnþlð0Þ 2
~FF0 et des mono“ mes fjnþlð1Þ ;fjnþlð2Þ ; . . . ;fjnþlðr	1Þ 2

~FF n ~FF0 tels que

ðz1 þ ~ZZjnþlðqÞ þ ljnþlðqÞ þ 1ÞMjnþlðqÞ ðz1 þ ~ZZjnþlðqÞ ; z2Þ

¼ ~vvjnþlðqÞz1Mjnþlðq	1Þ ðz1 	 1; z2 þ ~ddjnþlðqÞ þ 1Þ; q ¼ 1; . . . ; r
ð5:2:7Þ

pour certains ~ZZjnþlðqÞ ;
~ddjnþlðqÞ 2 ZX 0 et ~vvjnþlðqÞ 2 Q. En contraste avec le cas des mono“ mes

de ~FF0, la relation de re¤ currence (5.2.7) ne se ferme pas pour fjnþlðqÞ 2
~FF n ~FF0. Voir

(4.1.1). C’est-a' -dire qu’il n’existe pas d’indices 0W r00 < r0W r tels que une ðrþ 1Þ
e' me relation de re¤ currence comme (5.2.7) soit ve¤ ri¢e¤ e pour Mjnþlðr0 Þ et Mjnþlðr00 Þ ;

r00 6¼ r0 	 1. On note des mono“ mes de ~FF n ~FF0 ci-dessous:

FZ6mþ6;FZ6mþ8: ~FF n ~FF0 ¼ fx23g;

HD13: ~FF n ~FF0 ¼ fx1x2x3g;

HD14: ~FF n ~FF0 ¼ fx2x3; x1x3; x1x2; x22x3; x
4
3; x1x

2
2; x2x

4
3g;

K14: ~FF n ~FF0 ¼ fx2; x22x3; x
3
2x3g:
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En reproduisant l’argument du The¤ ore' me 4.3 il est facile de voir que

Mjnþlð0Þ;gqðzÞ ¼ V
z1

d1 ðjnþlð0ÞÞ

jnþlð0Þ

Y
j2I

ðjnþlð0ÞÞ

1

G 	
1

d1ðjnþlð0ÞÞ
Lð�; jnþlð0Þ; j; z1Þ

	 

�

�
Y

i2I
ðjnþlð0ÞÞ

2

G 	
~LLð�; jnþlð0Þ; i; z1Þ
d1ðjnþlð0ÞÞ

 !
�

�
Y

t2I
ðjnþlð0ÞÞ

1 [I
ðjnþlð0ÞÞ

2

G 	
ðz1 þ tÞ
d1ðjnþlð0ÞÞ

	 
	1
ðp2ðz2 	 zqÞ þ p1z1Þ

	1gðz1Þ

ð5:2:8Þ

avec les notations de l’e¤ nonce¤ 2. L’expression (5.2.8) et la relation de re¤ currence pour
fjnþlðqÞ ; q ¼ 0; 1; . . . ; r entra|“ nent le re¤ sultat. &

Remarque 4. D’apre' s la me¤ thode pre¤ sente¤ e ci-dessus au ‰4, on n’est pas susceptible
de re¤ soudre le syste' me de Gauss^Manin associe¤ aux SIIC unimodales quasi-
homoge' nes de courbe espace qui ne ¢gurent pas dans le The¤ ore' me 5.2.
Pour ces singularite¤ s, i.e. FT4;4;FW14;FW1;0;FW18;FZ6mþ7;FZ6m	1;0; J6mþ8;

Jmþ1;0;K1;0 de la liste de Wall, il existe au moins une forme ~ooj 2 F qui suscite la
situation (5.2.5) avec deux termes non-nuls. Par example, pour la singularite¤ FT4;4:

f1 ¼ x1x2 þ x33;

f2 ¼ x1x3 þ x32 þ lx2x23; l 6¼ 0:

On trouve trois formes ~oo6; ~oo7; ~oo8 du me“ me poids quasihomoge' ne i.e.

wð ~oo6Þ ¼ wð ~oo7Þ ¼ wð ~oo8Þ ¼ 4; car w1 ¼ 2;w2 ¼ w3 ¼ 1;

~oo6 ¼ 2x2dx1dx2 þ ð	4lx22 þ ð2l
2
þ 6Þx23Þdx2dx3;

df1 ^ ~oo6 ¼ lð	4f1 þ x1x3Þdx;

df2 ^ ~oo6 ¼ ð2f1 	 8x33Þdx;
~oo7 ¼ x1dx2dx3;

df1 ^ ~oo7 ¼ ð f1 	 x33Þdx;

df2 ^ ~oo7 ¼ x1x3dx:

~oo8 ¼ 2x2dx1dx2 	 lx3dx3dx1 	 ðlx22 þ ðl
2
þ 6Þx23Þdx2dx3;

df1 ^ ~oo8 ¼ 	lf2dx;

df2 ^ ~oo8 ¼ ð2f1 	 ð8þ 2l2Þx33Þdx;
~FF ¼ f1; x2; x3; x1; x22; x

2
3; x2x3; x1x3; x

3
3; x1x

2
2g:

On peut voir qu’il est impossible d’e¤ viter la situation (5.2.5) avec deux termes
non-nuls en choisissant une autre base de F et F.
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Les espaces vectoriels F ;F et les matrices Pð1ÞðsÞ;Pð2ÞðsÞ sont disponibles sur
demande pour toutes les SIIC unimodales quasihomoge' nes de courbe espace.

Remarque 5. Tout re¤ cemment, l’auteur a reussi a' obtenir le re¤ sultat suivant.
Les spectres du syste' me (1.10.1), de¤ ¢nis comme dans la De¤ ¢nition 2 consistent des

donne¤ es du type;

p1z1 þ p2z2 þ wðcjÞ þ p2 	 p1W 0

z1W 	 1 ou z2 W 	 1:

De cet e¤ nonce¤ , il suit facilement que les spectres du syste' me de Gauss^Manin associe¤
a' une ICIS quasihomoge' ne de courbe espace sont syme¤ triques par rapport a' une
droite. On peut ainsi en de¤ duire que le The¤ ore' me 6.1 ci-dessous est valable pour
ces singularite¤ s, si on pose li ¼ ð1=p1ÞwðciÞ; 1W iW m:
La de¤ monstration s’appuie sur une me¤ thode appele¤ e ‘‘Cayley trick’’ qui calcule la

cohomologie relative de Rham d’une SIIC (0.1) au moyen de la cohomologie d’une
hypersurface de¤ ¢nie comme suit:

Xf ¼ fðx1; . . . ; xnþk; y1; . . . ; ykÞ 2 Cnþ2k; y1ð f1ðxÞ 	 s1Þ þ . . . ykð fkðxÞ 	 skÞ ¼ 0g:

Le detail doit parâitre dans un travail suivant.

6. Nombre de Hodge des ¢bres de Milnor

On revient a' la situation des chapitres ‰0, ‰1. Soit Xs une ¢bre de Milnor de SIIC
courbe espace pour ðs1; s2Þ 2 S hors sa valeur critique. On regarde une varie¤ te¤ pro-
jective #XXs � Pðw1;w2;w3; 1Þ associe¤ e a' Xs:

#XXs:¼ fðx1; x2; x3Þ 2 Pðw1;w2;w3; 1Þ; f1ðx1; x2; x3Þ ¼ s1up1 ; f2ðx1; x2; x3Þ ¼ s2up2g:

C’est une clo“ ture de #XXs dans l’espace projectif Pðw1;w2;w3; 1Þ avec des poids comme
en (1.1.1). On prend le poids de la variable u e¤ gal a' 1:On peut consulter [7, 8] pour la
projectivisation d’une SIIC.
On note pgð #XXsÞ le genre ge¤ ome¤ trique de la courbe #XXs qui doit e¤ galer le rang

du groupe de cohomologie H1ð #XXs;O #XXs
Þ: Le genre ge¤ ome¤ trique de la ¢bre de

Milnor est un des invariants importants de la singularite¤ X0: On a une
expression assez simple de cet invariant au moyen des spectres du syste' me
de Gauss^Manin.
Nous nous rappelons ici que les nombres de Hodge hpqðXsÞ ¼ GrpFGr

W
pþqH

nðXsÞ (et
sa se¤ rie de Poincare¤ ) eux-me“ mes ont e¤ te¤ calcule¤ s par F. Hirzebruch pour le cas d’une
SIIC homoge' ne [15], ‰22 et par H. Hamm pour le cas d’une SIIC quasihomoge' ne de
dimension positive quelconque [14].
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THEŁ OREØ ME 6.1. Pour les singularite¤ s traite¤ es dans les The¤ ore' mes 4.3 et 5.2, on a les
formules suivantes

h01ðXsÞ ¼ h10ðXsÞ ¼ pgð #XXsÞ ¼ ]fi; li < 0g; ð6:1Þ

h11ðXsÞ ¼ pgðX0Þ ¼ ]fi; li ¼ 0g ð6:2Þ

ou' li; 1W iW m sont les spectres du syste' me de Gauss^Manin (3.1.1), (5.2.1).
De¤ monstration. (i) De¤ monstration de (6.1). Tout d’abord, rappelons que les

C	modules AX0 ;A #XXs
des polyno“ mes sur X0 et #XXs sont:

AX0 :¼ C½x1; x2; x3�=ð f1; f2Þ;A #XXs
¼ C½x1; x2; x3; u�=ð f1 	 s1up1 ; f2 	 s2up2 Þ:

Ces deux modulesAX0 ;A #XXs
sont munis d’une ¢ltration naturelle compatible avec le

poids wðgÞ de g 2 AX0 ;A #XXs
: Ici

E þ u
@

@u

	 

gðx1; x2; x3; uÞ ¼ wðgÞgðx1; x2; x3; uÞ

avec le champ de Euler introduit par (1.1.2). On peut regarder les se¤ ries de Poincare¤
PAX0 ðtÞ;PA #XXs

ðtÞ de¤ ¢nies par une ¢ltration de poids:

PAX0 ðtÞ ¼
X

ad¼]fgðx1;x2;x3Þ2AX0 ;wðgÞ¼dg

adtd ;

PA #XXs
ðtÞ ¼

X
ad¼]fhðx1;x2;x3;uÞ2A #XXs ;wðhÞ¼dg

adtd :

Selon Dolgachev [8] 3.4.4, elles satisfont la relation suivante:

PAX0 ðtÞ ¼ ð1	 tÞPA #XXs
ðtÞ

ou'

PAX0 ðtÞ ¼
ð1	 tp1 Þð1	 tp2 Þ

ð1	 tw1 Þð1	 tw2 Þð1	 tw3Þ
:

Par contre on a

P ~FFðtÞ ¼ tjpj	jwj þ ð1	 tjpj	jwjÞPAX0 ðtÞ ð6:3Þ

d’apre' s la formule d’Aleksandrov (3.4.6). Ici

jwj ¼ w1 þ w2 þ w3 et jpj ¼ p1 þ p2:

En somme

PA #XXs
ðtÞ ¼

P ~FFðtÞ 	 t
jpj	jwj

ð1	 tÞð1	 tjpj	jwjÞ
¼ ðP ~FFðtÞ 	 t

jpj	jwjÞ
X
jX 0

tj

0
@

1
A X

kX 0

tkðjpj	jwjÞ

0
@

1
A:

ð6:4Þ
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Le the¤ ore' me de Dolgachev cite¤ plus haut implique que le coef¢cient de tjpj	jwj	1 de
PA #XXs

ðtÞ donne le genre ge¤ ome¤ trique pgð #XXsÞ: Si on note le de¤ veloppement de P ~FFðtÞ:

P ~FFðtÞ ¼
X
jX 0

pj tj;

on de¤ duit de la relation ð6:4Þ;

pgð #XXsÞ ¼ 2p0 þ p1 þ 
 
 
 pjpj	jwj	1 	 1

¼ ]fpolynomes de ~FF de poidsW jpj 	 jwj 	 1g

¼ ]fpolynomes de ~FF de poids < jpj 	 jwjg:

L’unicite¤ de l’e¤ lement de poids 0 dans ~FF entra|“ ne la premie' re e¤ galite¤ . La dernie' re
egalite¤ donne (6.1) en utilisant les The¤ ore' mes 3.1 et 5.2.
(ii) De¤ monstration de (6.2). Quant a' la seconde e¤ galite¤ , on reproduit l’argument

bien utilise¤ depuis Steenbrink [23]. Voir aussi [7], [2], (5.4). SoitY ¼ #XXs n Xs:A partir
de la suite exacte


 
 
 !Hn	2ðY Þð	1Þ !Hnð #XXsÞ !HnðXsÞ !Hn	1ðY Þð	1Þ !Hnþ1ð #XXsÞ !
 
 
 ;

on obtient une suite exacte courte

0! Pnð #XXsÞ ! HnðXsÞ ! Pn	1ðY Þð	1Þ !; ð6:5Þ

ou'

Pnð #XXsÞ ¼ cokerðHn	2ðY Þð	1Þ ! Hnð #XXsÞÞ

Pn	1ðY Þð	1Þ ¼ kerðHn	1ðY Þð	1Þ ! Hnþ1ð #XXsÞÞ

qui s’appellent la partie primitive de la cohomologie correspondente. De (6.5), on
obtient

hp;nþ1	pðXsÞ ¼ Gr
p
FGrWnþ1H

nðXsÞ ¼ Gr
p
FP

n	1ðY Þð	1Þ ¼ hp	1;n	p0 ðY Þ:

Le dernier est calcule¤ par le The¤ ore' me 4.4, 3) de [2] qui dit que

h0;00 ðY Þ ¼ coefficient de tjpj	jwj de PAX0 ðtÞ;

qui est e¤ gal a' son tour au coef¢cient de tjpj	jwj de P ~FFðtÞ; par (6.3). La de¤ monstration
s’ache' ve si on se souvient de la de¤ ¢nition des spectres li des The¤ ore' mes 3.1 et 5.2.&
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