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SUR LES DIRECTIONS DE JULIA ET DE BOREL
DES FONCTIONS ALGEBROIDES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction.

L’extension aux fonctions algébroides du théoréme de Picard est faite
par Rémoundos [7] et aprés quelques années, celle de la théorie de Nevan-
linna aux fonctions algébroides dans |z] < 4 o est donnée par Selberg [9],
Ullrich [14] et Valiron [16]. Dans ce mémoire, on considére Dallure des
fonctions algébroides d’aprés la méthode derniére.

Soient f(z) une fonction algébroide dans [z] < + o définie par

1) P a @) e danz) =0

ou (z), + » +, a,(z) sont méromorphes dans |z] <<+ oo et au moins une desquels
n’est pas rationnelle, R, la surface de Riemann définie par f(z) comme
surface de recouvrement du plan fini, R;(r) la partie de R, sur [z| <7,
n(r,w) le nombre des pbdles de f(z)(w =) ou des racines de I’équation
f(z) —w =0 (w+ o) sur R,(r) en consideration de son ordre de multiplicité,
(et ainsi de suite),

= 1 {7 n{t,w) — n0,w) n(0,2)
N(r, w) = " SO ; dt + . log »
1 ot 177,_
Oz Snlob Fflrei) —w 40, w o,
m(r, w) =
1 + i0 _
onm (. log*1 7(reit) an, w = oo,

ou I'(r) la frontiere de R (r), T(r, f) = N(r, o) + mlr, ), T(r,w) = N(r,w) +
mr, w) (w+ ), n(r,R,;) le nombre des points ramifiés sur R (r) en consider-
ant Pordre du branche (et ainsi de suite) et

1 5’ n(t,Ry) — n(0,Ry)
t

1 n(0, R,)
n Jo n

N, R;) = dt + —=2 log ».
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2 NOBUSHIGE TODA

Alors, comme théorémes fondamentals, on sait:

[I1 Pour tout w, T(r,w) = T(r, f)+ OQ). (Selberg 191).
[II] Soient ay,ay - - +,a, q(=3) points sur la sphére de Riemann, alors sauf un
ensemble de mesure linéaire finie de 7,

(4= 2T(r, /) £ 3} Nir,a) + N, R,) + Olog 1T\r, 1)

(Selberg [91).
[II1] N, R;) < (2n — 2)T(r, f) + O(1) (Ullrich [14]).

On dit qu’une valeur a telle que 'ordre de N(r,a) est moins de celui
de f(z) est valeur exceptionnelle au sens de Borel, ou I'ordre de f(z) est
lim sup log T(r, f)/logr.

r—00

[IV] St f(2) est d’ordre positif, f(z) admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au
sens de Borel (Rémoundos [71).

On definie les directions de Julia et de Borel pour f(z) comme suivant

(Voir [18]):

1) On dit que J: argz =60 est une direction de Julia pour f(z) si
f(z) admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au sens de Picard dans
4.00) = {z; largz — 0] <e} ol e est un nombre positif quelconque.

2) On dit que B: argz = « est une direction de Borel pour f(z) si f(z)
admet au plus 2n valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans 4.(a) = {z;
largz —a| <e} ol ¢ est un nombre positif quelconque, quand Pordre de
f(z) est positif. Une valeur a telle que I'ordre de N(7,a; 4.) est inférieur &
celui de f(z) est dite valeur exceptionnelle au sens de Borel dans 4.(= 4.(«)).

N(r,a; 4,) =_i_ So n(t,a;de)in(o,a;de) dt + n(O,Z; 4e) 1og 7
ou n(r,a;4.) est le nombre des poles de f(z) dans 4.(a = o) ou des zéros de
f(z)—a=0 dans 4, (a+ ).

Pour les fonctions méromorphes dans [z]| <+ o, la discussion con-
cernant les directions de Julia et de Borel est faite presque complétement
par Julia [3], Ostrowski [4], Valiron [15], Biernacki [1], Rauch [5] et etc. .
Mais pour les fonctions algébroides, il n’y a pas de résultats importants sauf

deux résultats suivants:
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DIRECTIONS DE JULIA ET DE BOREL 3

THEOREME DE Ravch ([61). Soit f(z) une fonction algébroide entiére d’ordre fini
o >0 définie par équations (1).  Alors, il existe au moins une direction d’ordre p
pour les racines de f(2) —w =0 sauf peut-étre pour un ensemble de mesure linéaire
nulle de valeur w.  (“Entiére” veut dire que ay, -+ « +,a, sont tous fonctions entiéres.)

THEOREME DE VALIRON ([181). Si f(z) définie par (1) est d’ordre infini,
alors il existe une direction de Borel pour f(z).

Dans ce mémoire, on consideére le suivant: Dans le paragraphe 2, on
donne un exemple d’une fonction algébroide qui n’a pas de direction de
Julia. Le paragraphe 3 donne quelques conditions suffisantes pour que f(2)
ait une direction de Borel. Dans le paragraphe 4, on donne une améliora-
tion du Théoréme de Rauch. Dans le paragraphe 5, on donne un théoréme
pour une fonction algébroide qui admet 1’ensemble d’adhérence fine d’élé-
ments d’'un nombre fini et dans le paragraphe 6 une condition suffisante
pour qu’une fonction algébroide ait la propriété de Wiman. Dans le para-
graphe 7, on donne des résultats analogues a ceux dans les paragraphes 3
et 4 pour les algébroides dans |z] <1.

Qu’il me soit permis pour terminer cette introduction d’exprimer ici ma
reconnaissance & M. le Professeur Noshiro qui m’encourageait et & M, le
Professeur Matsumoto aupreés de qui j’ai trouvé une aide constante pendant

la préparation de ce travail.

2. Un exemple d’une fonction algébroide qui n’a pas de direc-

tion de Julia.
On donne ici un exemple d’une fonction algébroide qui n’a pas de direc-

tion de Julia.

Soit
I (1—2/q")
az) =" ou g>1,
n=0(1 + 2/q")

alors, a(z) est une fonction méromorphe dans |z]| < 4 o et exceptionnelle de
Julia ([4]). Cette fonction admet les propriétés suivantes:

1) Ja(z)] =1 sur P’axe imaginaire,

2) la(z)| <1 pour Rez>0 et |a(z)| > 1 pour Rez <0, et
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3) il existe deux nombres positifs m et M tels que

0<m=lalR)| <M<+

dans 4 = [z;

argz—%’<0} ol 0 <cosf <1/3,

Soit f(z) =¥a(z). Alors, par les propriétés 1), 2) et 3), il est facile &
voir que f(2) n’a pas de direction de Julia. Il faut démontrer 1), 2) et 3).
1) et 2) sont facile a voir. On démontre ici la propriété 3).

On sait 'inégalité

(2) 11— u]=e?® si Ju| <1/2.

Deux produits ﬁo(l—z/q") et IIO(1+ z/q") convergent absolument et
n= n=

uniformément au sens large dans [z] < + oo, par conséquent on peut changer
Pordre de produit dans [z] <7 <+ c pour 7 positif quelconque. Pour la

briéveté, on évalue |a(z)]? dans 4. Soit z =#(cosf + i sind), 0<f< %, alors

} 1—z/q" P _ r*—2rq"cosf +q*" _ ; _ 4rq™cosl
1+ z/¢" 7%+ 2rg"cosf + q** 7?4 2rq"cos@ + ¢*" ’
par conséquent,
e (1—_ 4rgicosd
la(2)] 11130(1 r® + 2rg"cosf + ¢** ) :

Pour 6 tel que cos§ <1/3, on a

4rq™cosd

T argrcosd + ¢ < Y%

de sorte que, d’apres l'inégalité (2), il est suffisant pour démontrer la pro-
priété 3) de voir que la série

- 4rq”cosf
(3) S ”,,z:“o r? 4+ 2rq"cosf + ¢q*”

est convergente. )
Soit n,>1 tel que g™ ' <r<q" (si r<1, n,=1). On divise la série
comme suivant:

8 4rq™cosf B _”{jl 4rg”cosd
§ ",,ZJO 72+ 2rq”cosf + ¢** — =, r*+ 2rqg”cosf + ¢**

> 4rq™cos
+,,§,o 7t + 2rq"cosf + q*"
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En estimant les deux termes, on a

-1 7ny—1 13
le pr < 4rq"cosf _ 4cosf n_ _4cosf | 1—g"
premier terme E‘,o = p Eo q p 1—g¢
_ 4cosf (g 1 ) _4qcosf
g—1 v g—1
et
le second terme < 3 }ﬂ]%sﬂmircosﬁ- > —1,T = 47 cosf - i — 1
n=ny q n=ny { q° 1— —
q
— 4rcosf | q - 4qcosd
g’ g—17= q—1"~
c’est-a-dire
_8gcosf
s= g—1 °

en conséquence,

la(z)lzgexP< 16gcosé )>exp<

g—1 q—D

de cela, on a linégalité

()=l Zon 2L

dans 4 facilement,

3. Conditions suffisantes pour que des algébroides aient des
directions de Borel.

On ne sait pas & mon regret s’il y a des directions de Borel pour les
algébroides f(z) d’ordre positif ou non en général. Dans ce paragraphe, on
donne quelques conditions suffisantes pour qu’une fonction algébroide dans

2] <+ o d’ordre p >0 admette au moins une direction de Borel.

LemMmE 1. Soit g(z) une fonction méromorphe dans |z| < + oo d’ordre fini p > 0.
Alors, il existe une direction J: argz =06, telle que pour 6>0 quelque soit petit,
dans 4,0,) = {z; largz — 0| <8} le fait suivant est réalisé: Si h(z) est une
Sfonction méromorphe dans |z] <+ oo d’ordre inférieur a p, alors

oo

1 =4
) Zelg=hid)rT =T

pour tout & positif plus petit que o avec deux exceptions possibles pour h(z) (Bier-

nacki [1]) et st g(z) est de type divergent et Sw Ti’;&fl) dr < 4 oo, alors,
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Ia = 1
(4" 2 TnG=h 40

=+00

avec deux exceptions possibles pour h(z) (Rauch [5]); ok z,(9=h; 4;) (v =1, 2,
3, -+ ) sont les zéros de g(z) — h(z) dans 4,(0,) sans considération de multiplicité.
(Voir [12].)

THFOREME 1.  Soit f(2) une fonction algébroide d’ordre fini p >0 définie par
L. 8 un seul des a(z), ay(z), + + -, a,(z) est d’ordre p et d’autres sont d’ordre
inférieur a p, il existe une direction J: arg z = 0, telle que f(z) satisfait & la relation

(5) i 1 = -4 oo

pour tout e positif plus petit que p sauf au plus 2n valeurs de a; de plus quand
f(z) est de type divergent, si un seul des coefficients est de type divergent d’ordre p
et d’autres sont de type convergent d’ordre p au plus, on peut changer (5) comme

’ o 1 _
(5" u§1—lz(a)l" =+
ot {2,(@)}5o, sont les zéros de f(z)—a ou les poles de f(z) si a=oo dans

450,) = {z; largz — 0,1 <3} okt 6> 0 quelconque.

Démonstration. a) Le cas ol au moins deux coefficients ne sont pas
constants.

Soit a(z) le coefficient de (1) d’ordre p. D’aprés le lemme 1, les
zéros de az) — h(z) satisfont & (4) sauf au plus deux k(z) d’ordre inférieur
a p. Soit

a” + a(R)a" + - - -+ @G (R)a"TF 4 g (R)a"TFT 4. - - 4 a,(2)
a™ Tk

’

hu(z) = -

a # 0, alors k,(z) est d’ordre inférieur & p pour a+0 et
{25 ax(2) — ho(2) = 0} = {25 a” + a,(2)a™ ™" + - - -+ a,(2) = 0},

C’est-a-dire, les zéros de f(z) — a coincident avec les zéros de ay(2) — 4,(2).
Par conséquent, en appliquant le lemme 1, sauf deux #k,, et h,, au plus,
les zéros de ax(z) — h,(z) satisfont a (4). Or, le nombre de g(+= a) tel que
ha(2) = hg(2) est au plus » — 2. En effet, supposons qu’il existe n — 1 valeurs

B Bas + 0 s Br-1. Soit
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a” + a(2)a"t + - -+ @ ()" + @ (2)a" T 4 e - -+ a,(2)

a™k
_ Bt a@Bi e+ @y (R)BTTF A+ @ (R)BTTETE A - - o+ a,(7)
— P T 4\%)5; T e n\%)
=_h(z) (i=1s2,39""n_1)9

alors,

o + a(2)a™t + o o+ R(Z)a"F 4. 0 o+ a,(z) =0,

B+ a(R)py - R(R)BTE A o a,(2) =0

(i=1,23 -++, n—1).

De ces n équatiOnS, al(z)9 s, @ea(2), ak-l-l(z)’ s, an(z) et h(2) reduisent
aux constants. C’est une contradiction a I’hypothése. Par conséquent, il
existe au plus 2(n —1)+2=2n (le “2” est pour 0 et o) valeurs qui ne
satisfont pas & (5). On peut démontrer le reste de la méme fagon en

appliquant la derniére partie du lemme 1.
b) Le cas ou un seul coefficient n’est pas constant.

Soit a,(z) le coefficient d’ordre p. Les zéros de axz) — a satisfont & (4)
sauf deux & au plus. Soient @, et a, deux valeurs exceptionnelles possibles.

Les racines des équations

w" + al(z)wn_1 + et FL - + an(z) =0,

w" + @Rt e a4 e +a,(z) =0
sont au plus 2n. Par conséquent, sauf ces 2z valeurs au plus, toutes les
autres satisfont & (5). Le reste de ce cas est aussi démontré de la méme

maniére en appliquant la derniére partie du lemme 1.
N.B. La direction J de ce théoréme est une direction de Borel pour

f(2).

THEOREME 2.  Soit f(z) une fonction algébroide d’ordre p>0. S8l existe
n — 1 valeurs exceptionnelles formelles finies, alors il y a une direction de Borel pour
f(2).  Ict, une valeur u exceptionnelle formelle finie veut dire que lordre de

Fu,z) =u™ +a,(2)u™* 4+ « « + + a,(z)

est inférieur a p.
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Démonstration. Soient wu,, sy, ts, * =+, U,y (n —1) valeurs exceptionnelles
formelles finies. Alors,

Fu,z2) =uf+ a(2ui™ + + -+ + a,(z) = 95(2) (i=1,2 +--,n—1)

sont d’ordre inférieur a p.
Soit # une valeur finie qui n’est pas égale aux u,, #,, *+*+, -y, alors

Flu,z) = u™ + a,(2)u™" + + « - + ay(2) = 9(2)

est d’ordre p. Résolvons ces équations par rapport aux a,(2), a(2), * * *,
a,-.(2) et a,(z), alors, on a

dj(Z) = ajg(z) + hj(z)y (.7 =1,2,3, ¢+, 14),

ol a; est un constant et z;(2) est une fonction méromorphe d’ordre inférieur

A

ap (=123, «-+,n). Léquation (1) reduit a
w" + @)W e e o+ h(2) F (@™t F e e s+ ay)g(2) =0.

Or, il existe au plus » valeurs w telles que, pour une fonction B(z)
méromorphe dans |z| < + oo,

W+ @ -+ Ra(2) gy,

aw™ -+ a,
En effet, soient vy, vy, * + +, v,, v,y telles valeurs différentes. Alors,
Ryt 4 oo o +hy(2) = (@™t + -+ o + a,)B(z) — 07},
(=12, -+, n+1).

En résolvant les premiéres n équations par rapport aux %,(z), %,(2), = + -,
ha(2), on a

hiz) =a;B(2)+B; (G=1,2, +++,n)

ol B; est un constant. Par conséquent

W+ (R e b hg(e) | W Bt e B oy

alw""1+"'+an alw"—*+"‘+0€n

C’est-a-dire que vy, vy, * * *, Vg v,y sont les racines de ’équation
w" + B+ e+ B =0

C’est une contradiction, parce que 1’équation algébrique de degré » admet
au plus #» racines distinctes.
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En utilisant ce fait, grace au lemme 1, on a ce théoréme en considé-
rant que

R

immeédiatement.

CoOROLLAIRE 1. Il existe une direction de Borel pour les fonctions algébroides
d’ordre p >0 qui admet 2n valeurs exceptionnelles au sens de Borel.

Le point ramifié n’a pas d’influence dans les discussions précédentes.
Ici, on considére le cas ou il y influe.

LemME 2.  Soient f(z) une fonction algébroide dans 2| <1 & k branches, R,
la surface de recouvrement sur |z| <1 définie par f(z) et a, ay -+, a q(=3)
points de w-sphére.  Alors, si le nombre d’éléments de {p € R;; f(p)=a;, i =1 ou
2 0u «-- ou q} est my et le nombre des points ramifiés sur R, est n,, on a

A

(g —2)S(r) = n, + n, + q—=7

ou

x(r) la partie de R, sur |z| <r et A est un constant dépendant de ay, a5, - - -, a,
seulement.

Démonstration. D’aprés une extension du théoréme fondamental d’Ahlfors
concernant la surface de recouvrement par Dufresnoy [2], Tumura [13] et
Sario-Noshiro [8], on a

(g—2)Sr)<n,+ n, + hL(r)

|y,
oy L 1 fret ©F

L=y | 120

I'(r) la frontiére de x(r) et h est un constant ne dépendant que de w-sphére
moins {a;, a5 ** -+, a,}.

1) Le cas ou (¢ —2)S(»') —n, —n, >0 pour tout #’ plus grand que 7.
En utilisant I'inégalité

https://doi.org/10.1017/50027763000024429 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000024429

10 NOBUSHIGE TODA

_as(r).
Liry =ar =75,
on a
llg — 2S(0) — ny — nat < RELER < e’ 450D

par conséquent

tody! iz 1 das@’)
1—r< S = . S
r 7 (g—2)* r n__ M Fn, |?
{ ') q—2 ]
524 1
= (qg—2)* mtn,
S(r) =2

C’est-a-dire

(= 2)S0) <+ no+ 2

ou A = hiz/(qg— 2).
2) Le cas ou il existe un #’ plus grand que 7 tel que (g —2)S(*) — n,
— 1y, <0,

On a immédiatement P'inégalité

A

(g —2)S(r) < (g — 2S(") <y + my <my+ 0o+ 77

LemMme 3. Soient f(z) une fonction algébroide dans 4, = {z; |argz} < a,} a
k branches, R, la surface de recouvrement sur 4, définie par f(z), d={z; |argz| <a}
o 0<a<ay, 4dr)=4d,n (2] <r), Adr) =40 (lz]l <7r), RYr) ou R r) la
partie de R, sur Ay(r) ou A(r) respectivement,

s d) = = L (f(Lree] Y
Str, f3 4) = S(r, 4) nR§§,)<1+1f(rew)|2>rd'd¢’

T(r, f; 4) = T(r,4) = % S;ﬂ%ﬂ dr,

nlr,a; 4,) le nombre des zéros de f(z)—a ou des poles de f(2) st a= oo sur
Ri(r),

N, a; A°)=—Ilc“S: n(r,a; Ao)r—n(O,a;Ao) dr + n(o,;:; 4) 1og 1,
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n(ryRy; 4,) le nombre des points ramifiés de R,(r) et

N(r,R,; Ao) — _Ilc_ S: n(r, Rf; Ao) ;‘ n(Ony; Ao) dr + _75_(09_ka; Ao) 10g7’,

alors on a
(@—2)S(r, 4) = 3 zf:l n(2r, a3 4o) + 3n(2r, R, 45) + O(log7)
et

(¢ — 2)T(r, ) £33 N(2r, a5 4) + 3N(2r, Ry 4) + O((log )2,

Démonstration. Soient h=y2, r,=h" (1=0,1,2,3, -++), pour v=2

4, ={z;|argz| <a et r,., < |2] =<7,}
4) = {z; largz| <a, et 7, , < |2] =7,.},

RYv) (ou R,(v)) la partie de R, sur 4° (ou 4,),

n? le nombre des points de R}(v) tels que ses images par f(z) sur w-sphére
sont aj, @, -+ *, ¢ et n, le nombre des points ramifiés sur R9(v).
Représentons 4% conformément sur [¢{] <1 comme le centre de 4° cor-

respond a 0, alors il existe un constant x tel que 'image de 4, est contenu
dans |¢] <k pour tout ». Puisque S, n’est pas changé par une transfor-
mation conforme, en appliquant le lemme 2, on a

(¢—2)S, =nd+nl+— 2
1—«

et
(=225, =3 a0 + S+ 0tw)
= Z’:‘.znﬂ + X’:}Zn}, + O(logr,).

En utilisant

”

31S, = Slray 4) = S(ry 4), 3309 <333 nlraus, a3 40

y=2
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et

ygz ”,1, = 3n(7ps1 Rf; 4,),

on a
(2= 2)S(ray 4) =3 3] nlFarsy @53 40) + 31(rnesy Ry5 40) + Ollogr,).

Pour tout », il y a un # tel que r,.,<r<r,  Pour ce #n,
S(r,4) < S(r,, 4)
et
Vorr = W2y = 20,y <27,

par conséquent
(q—2)S(r, 4) <3 i‘éln(m, a;; 49) + 3n(2r, R,; 4g) + O(log )
et
(q—2)T(r,4) < 3i=é1 N(@r,a;5 do) + 3N (2r, R, ; 45) + O((log 7)?).

Comme une conséquence de ce lemme, on a

THEOREME 3.  Soient f(z) ume fonction algébroide d’ordre p >0 définie par
(1), R, la surface de recouvrement de |z| <+ co définie par f(z). S Pordre des
points ramifiés de R, est moins de celur de f(z), alors il existe une direction J:
argz = 0, telle que, pour ¢ positif quelque soit petit, il existe au plus deux valeurs
exceptionnelles au sens de Borel dans 4.(0,) = {z; largz — 0,] < e} pour f(z).

Démonstration. 11 existe une direction J: argz =6, telle que ’ordre de
T(r,4.(6,)) est p pour e positif quelconque. Soit ¢, un nombre quelconque
plus grand que ¢. En appliquant le lemme 3 pour 4.(f,) et 4c(f,), s’il y
a au moins trois valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans 4.(0,), par
Phypothese, 'ordre de T(r, 4.(0,)) devienne plus petit que p. C’est une con-
tradiction. On a le résultat.

4. Amélioration du théoréme de Rauch.
Dans ce paragraphe, on améliore et généralise le théoréme de Rauch
qui est cité dans I'introduction.
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On utilise les mémes notations dans le paragraphe précédent et on met
4.0)={z; largz— 0] <e} et E={0; 0=0=<2x et T(r,4.(0), f) est d’ordre p
pour tout >0}, ou f(z) est une fonction algébroide dans [z] <4+ o a n
branches d’ordre p définie par (1).

Lemme 4. L'ensemble E est fermé, par conséquent, il est compact.

Démonstration.  Soit {0,}5-, une suite quelconque qui converge vers 6,
et qui est contenue dans E. On démontre que 6, appartient & E. Pour

un ¢ >0 quelconque, il existe un #, tel que pour tout z plus grand que
Mg, ON a

T(T, Ae(ﬂo)) 2 T(’" AE'(ﬂn))y

si ¢ est suffisamment petit. Cette inégalité signifie que §, appartient a E.
Cela veut dire que E est fermé.

TuEOREME 4.  Soit f(2) une fonction algébroide dans |z| <+ oo d’ordre
0<p <+ oo défimie par (1). Alors, on a le résultat suivant:

1) Le cas oit E se compose d’un nombre fint d’éléments.

Il existe une divection J: argz =0, telle que, pour ¢ positif quelconque f(2)
admet au plus un nombre fini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans 4.(0,).

2) Les autres cas.

Il existe une divection J: argz =0y telle que, pour e positif quelconque, f(z)
admet au plus dénombrablement infini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel
dans 4.(6%).

Démonstration. 1) Soit E = {6,,0,, - -+, 8,} et V(r)=#"" ol p(r) est
Pordre précisé de T(r, f). Il admet les propriétés suivantes: i) lim p(r)=p,

ii) lim —‘I;gf)ﬁ = oun k> 1, i) V() = T(r, f) pour tout 7z,
iv) limsupT(r, f)IV(r) =1, v) p(») est continue, dérivable a droite et a
gauche de quelque point et lim p’()rlog» =0 (Voir Valiron [19]).

Pour ¢ un nombre positif quelconque, on a

©) Tlr, £) £ 3 T, 460) + T(r, 4)

ou 4" ={ CJ 4.0}, Alors T(r,4’) est d’ordre inférieur 2 p. En divisant
=1

les deux cotés de (6), on a
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T(r, f) & T(r,4.6,)) T(r,4")
Vi =2 Ve TV

et puis, en considérant les limites supérieures des deux cotés, on a

1 =lim sup Ié'(i,)i) f_‘,lim sup 1(1%,4—9(01'))
¥ - =1

¥ > r)

parce que T(r,d) est d’ordre inférieur & p. Par conséquent, il existe un i,
tel que

Q) lim sup L2 4:(60,) ]

1
¥ >0 Vi) = a

En appliquant le lemme 3 dans le paragraphe 3 pour 4.4;), on a

(0 = AT(r, 4,00,) =3 53 N(2r, a3 42+ 3N(2r, Ry5 47 + O(log 1))

ou 4% est au lieu de 4, dans le lemme 3.

En divisant les deux cotés par V(r) et prenant les limites supérieures,

on a
__ T(f, A (01,0)) . N(zr9 d,;; Ag) SN N(Zr’ Rf; Ag)
(0= 2 im =2yt =8 Blim =pey S 4 alim =g
N(Z?’, a;, A ) . N(Zi’, Rf; Ag) T V(Z?’)
= 3121 lim ——=p b= + 3 lim == o= lim 0,

grace au théoréme du point ramifié,

7= N(2r,a;; 4)) T(@r, f) 177 V@)

2 lim = S+ s(an—2) Lim g lim
- e A0
=3é 1 w+3(2n_2)20.

i=1r->c0 V(?’)

Si a, ay, -+, a, sont les valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans

(- 2) -1 < 302n — 22",

C’est-a-dire
q=2+ 3a2°(2n — 2),

de sorte que le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans
4% est au plus 2 + [3a2°(2n — 2)1.
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L’indice i, est dépendent de ¢, mais i, est au plus @, par conséquent,
pour une suite e > e, > e3> o >, > -+ 00 =0, il existe un i, = i,(e,)

m=1,2,3 --+, Dans les discussions précédentes, si on prend
Agm = Azem(aio) m = 1, 2’ 39 ey

on a le résultat.

2) On démotre ici le cas ot E n’est pas fini. Soient ¢ > 0 quelconque
fixe et § un élément de E. Soit E’ un ensemble sur |z| =1 tel que ei®
appartient a E’ quand 0 appartient a E, alors E’ est compact et E'coéJEAe(é),
par conséquent, il existe un nombre fini de 0, soient 6, 6,, - - -, 03¢ tels
que

A
E c ~U1Ae(0i)

ou g = fe).

D’aprés 1) dans cette démonstration, il existe un i, tel que le nombre
des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans 4:.(6,,) est au plus
2+4[382°(2n — 2)]l. Pour une suite ;> ¢, > ¢+ >, > -+ =0, Oon a une
suite de 0: {0,}5-, qui admet la propriété précédente. Puisque E est fermé,
il existe au moins un point d’accumulation de {0,}7-, dans E. Soit §; un
tel point. On peut supposer que 8, converge vers 6. Il existe un m, tel

que pour tout m plus grand que m,,
4.(00) D 4e,(0,,).

Cela veut dire que le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel
dans 4.(0}) est au plus 2 +[38,2°(2n — 2)] olt B, = fle,).  Soit g =lim g,

M—>00

alors, le nombre des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans 4,.(95) est
au plus 2+ [38'2°(2n — 2)], qui est fini ou dénombrablement infini.

5. Relations entre ’ensemble d’adhérence fine et la distribu-
tion des valeurs d’une fonction algébroide.

Dans ce paragraphe, on donne quelques résultats un peu différents des
théorémes précédents.

Soit C,(c0) D’ensemble d’adhérence fine de f(z) en o qui est défini

comme suivant: Soit V = {v; voisinage fin de o dans le plan}, alors

Cile) = 0 7W")
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ol v’ est ’ensemble le plus grand sur R, dont la projection sur le plan est
v. L’ensemble C,() est non-vide, compact dans la sphére de Riemann
([11]).  Alors, on sait que 1) C,(c0) est total ou se compose d’au plus n
points et dans ce cas f(z) n’a pas de valeurs exceptionnelles au sens de
Picard; 2) si C,(c) ne contient pas o, chaque coefficient de (1) admet une
limite fine finie ([11]). En utilisant ce fait, on a le

THEOREME 5. Soit f(2) une fonction algébroide dans |z] < + oo & n branches

définie par (1). ST C,(c0) nest pas total, il existe m(< n) directions J,: argz=0,,

vy Int argz =0, telles que f(z) n’a pas de valeurs exceptionnelles au sens de
Picard dans

m

As =,ylde(0i) 01\4 As<01) = {z; lm"gz— 01] <8}

pour e positif quelcongue et m est le nombre des éléments de C (o) moins le nombre
déléments de C (o) lels que
Aoy(2) = af + a,(2)al™ + -+ - - + a,(2)

est rationnelle ot a, appartient @ C (o).

Démonstration. On peut supposer que C,(e0) ne contient pas linfini en
considérant quelque transformation linéaire. Soient ay, a,, * * +, an, les élé-
ments de C (o) tels que

A(2) = at + a(2)a™ 4 - 0 0+ a,(2)

n’est pas rationnelle (i =1, 2, -+ -, m). Soient b,e'* et d,e'’(n =1,2,-- )
les zéros et les poOles de A;(z) respectivement. Alors il existe une valeurs 6,
qui est un point d’accumulation de {z,} et {y,} a la fois ([11]).  A;(2)
admet la limite fine 0 en o. Soient J;: argz =80, i=1,2, -+, m, alors
ces J; sont les directions que 'on cherche. En effet, soit a & C,(), alors

Au(2) = a” + ay(2)a" " + - -+ aa(2)
admet la limite fine finie g, 0. Par conséquent
A (lw— B >7) olt 0 <7 <|B]

est effilé en oo, contient toutes les pOles de A,(z) sauf un nombre fini et
la somme des angles vu de l'origine de A'(Jw— f.|>7) N (lz] > 1) tend
vers 0 pour [ —+ oo quand A,(z) n’est pas rationnelle ([10]). Si A.(z) est

2

rationnelle, e est pris par f(z) ol f(z) est co grace a D'égalité
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Ae) = T (= £2),

ou fy(z) (i =1,2, +++, n) sont les branches de f(z), de sorte que «+ a,,
oy ***, an, oo est pris par f(z) Pinfini fois dans 4, exprimé dans le théo-
réme. a;, @ ***, a, et co sont pris par f(z) dans 4, linfini fois grace a
sa définition. On a le résultat.

Le “m” dans ce théoréme ne peut pas étre repetissé en général. En
effet, on donne un exemple.

ExempLE. Soit fi(2) une fonction méromorphe non rationnelle dans
|z] <4 oo admettant la limite fine 0 en o telle que sa toute pdle est sur
argz =6; (i =1,2, +++, n) ou 0, 0; si i+ j. Pour n valeurs u,, uy, * - -,
u, différentes les unes les autres, on résolve les équations

u:,'t_l—al(z)urit—l 4o +an(z) = fz(z)> 1=1,2, +++, m,

par rapport aux a,(z), a,(z), * * ¢+, a,(z). On définie une fonction algébroide
f(z) par

P aR) "+ s Fanz) =0.

Alors, C (o0) = {uy, ttyy =+, #a}; Ji» Jo» *++, Jau sont différentes les unes
les autres et on ne peut pas repetisser “x’’, puisque si on le repetisse, au
moins une valeur exceptionnelle apparait dans 4..

COROLLAIRE 2. Soit f(z) une fonction algébroide dans |z| <+ oo a n

branches definie par (1). Si C,(c0) nlest pas total, f(z) admet une direction de
Julia.

6. Théoréme de type wimanien.

Pour une fonction algébroide dans |z] <+ o, le théoréme de type
wimanien n’existe pas généralement. On donne, ici, une condition suffisante
pour qu’un théoréme de type wimanien soit vrai.

LemMe 5. Soit ¢(z) une fonction entiére d’ordre 0 <p <1/2 et ¢ un nombre
positif quelconque plus petit que p.  Alors il existe une suite {r )5, telle que
re T+ oo et logm(ry) =70 on m(r) =lnr!1in lo(2)]. (Voir [8]).

Z|=r

LemMmE 6. Soit
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et s+, =0

une équation algébrique telle que a,+ 0. Alors les racines zy, 2y, * + +, 2, de celle

équation satisfont &

m1n<n1/:@:’ n_lx/E]:, ey __Jj{nJ_ = min |z;].

nla] n|@y] 15isn

Démonstration. On sait que

(8) lrgaéx lzzl gmax("lall’ l/ﬁlazly c 0y Wﬂ‘;;l)-

Or, 1)z, (i =1,2, -+ +, n) sont les racines de I'équation

AR T B R P )
a, an a,

En appliquant (8) pour cette équation, on a

. el ol L, )
11’51112}; Il/z'zl g max( Ia“[l b ,\/ lanl ’ ’ ~/ Ianl b

par conséquent,

min(,, w/:L;iz;L gy B 1 E N [ R O e P

n n|a,| nl|a,_, 1<ign

THEOREME 6.  Soit f(2) une fonction algébroide entiére, c’est-d-dire, tous
coefficients de (1) sont entiers, d’ordre 0 <p <1/2. S8t a,(2) est d’ordre p et si
d’autres coefficients sont d’ordre moins de p, alors, 1l existe une suite {rYp-, telle que
e T oo et |f(2)] >+ oo sur |z| =r, quand k tend vers + oo,

Démonstration. Soient p,, ps, * * *, pn-y les ordres de a,(2), a,(2),  + +, a,-1(2)
respectivement, alors, par I’hypothése, p;,<p (i =1,2, «+++, n—1). Soit
e>0 tel que p;+e<p—e pour tout ;. D’aprés la définition d’ordre
d’une fonction entiére, il existe un 7, tel que pour tout r plus grand que
o,

log My(r) < yevte

ou Mr)= Inr}ax laz)] (1 =1,2, ¢+, n—1).
Z|l=7r
Grace au lemme 5, il existe une suite {rJ;., telle que 7,1 o et

log m,(ri) = 2 pour tout & ol m,(r) = |rrln_n |an(2)].
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Il y a un k, tel que pour tout % plus grand que %, on a
log M(r,) < 7% <#?° < logm,(ry),
de sorte que, sur |z]| =7,

M -€ +& -& -p+2e
DT < exp (= gt +720) = exp (= 727 (L — 7270,

Puisque p; + 2¢ — p <0, le terme dernier tend vers 0 quand % tend vers co
pour tout ;. En conséquence, sur [z| =7,

] la@)] -
J lagr =T

quand % tend vers o pour tout i. En vertu du lemme 6,

[ f(2)] > + o0 sur |z]| =7

quand % tend vers oo,

N.B. Ce théoréme n’est pas vrai toujours méme si ordre de f(z) est

moins de 1/2.

7. Algébroides dans le cercle unité.
Soit f(z) une fonction algébroide d’ordre p dans [z] <1 définie par

9) P a@ft s an(z) =0
ou az), + ++, a,(z) sont méromorphes dans |z] <1.
On sait que, en utilisant les mémes symboles dans le paragraphe 1,

(10) T(r, f) =T(r,w) + OQ1)

pour tout w et

) (¢ = 2T(r, /) £ 3 Nlryw) + Nir, R;) + S(r)

ol wy, wy * -+, w, sont ¢(=3) points de la sphére de Riemann et S(») =
O(og T(r, f))+0(log 1/(1—r)) sauf un ensemble 4, de r tel que Sdrd(ll(l—r))<+00;
en conséquence, f(z) admet au plus 2z valeurs exceptionnelles au sens de
Borel quand p est positif.

On considére dans ce paragraphe une précision du dernier résultat
précédent. Pour cet effet, on donne une définition:
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Le point z,= eifo est un point de Borel pour f(z) si et seulement si,
pour tout ¢ >0, N(r,w; 4.(6,)) est d’ordre p sauf au plus 2x valeurs de w,
quand Pordre de f(z) est p positif oit 4.(6,) ={z; [z] <1 et |argz — 0,|<e}.

Pour les fonctions méromorphes dans [z| <1 d’ordre positif, Valiron [17]
a donné la définition du point de Borel et obtenu beaucoup de résultats;
surtout, il a trouvé qu’une fonction méromorphe d’ordre fini p >0 dans
[z] <1 admet au moins un point de Borel sur la circonférence de ce cercle.

Ici, on donne quelques conditions suffisantes pour qu’une fonction algé-
broide admette au moins un point de Borel et un autre résultats analogue au
théoréme 4 dans le paragraphe 4 sans démonstrations parce que lon peut
démontrer de la méme maniére.

LemMe 7. Soit h(2) une fonction méromorphe d’ordre fini p >0 dans |z| <1,
Alors, il y a un point z, sur |z| =1 et une droite ] passant par z,, qui peut étre
confondue avec la tangente au cercle, tels que, soit A4 un domaine angulaire arbitraire
qui contient J et qui est borné par deux droites passant par z,, 9(2) une fonction
méromorphe dans |z| <1 et {z,(h = g; 4} les zéros de h(z) — g(z) dans 4 sans
considération de multiplicité, si g(z) est d’ordre inférieur @ p, alors

) S lak=g; H)P =, >0

avec deux exceptions possibles pour ¢(z); et st h(z) est de type divergent et

S; T(r,9) 1 — 7)*"'dr < + oo, alors

(127

Ms

(L —lz,(h=g; H)" =0

y=1

avec deux exceptions possibles pour g(z). (Voir Tsuji [12].)

En appliquant ce lemme comme dans la démonstration du théoréme 1
du paragraphe 3, on trouve

THEOREME 7.  Soit f(2) une Sonction algébroide d’ordre fini p >0 définie par
9). St un seul des ay(z), «+ -+, an(z) est d’ordre p et d’autres sont d’ordre inférieur
a p, alors il existe un point z, sur |z| =1 et une droite | passant par z,, et qui
peut étre confondue avec la tangente au cercle, tels que, soient 4 un domaine angulaire
arbitraire qui contient ] et qui est borné par deux droites passant par z, et {z,(a)}
(ou {z,(c0)}) les zéros de f(2) — a (ou les péles de f(z)) dans 4, alors

(13) 31— (5@t =, >0

v=1
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sauf 2n valeurs de a au plus; de plus st f(z) est de type divergent et si un seul des
coefficients est de type divergent d’ordre p et d’autres sont de type convergent d’ordre
o au plus, on peut changer (13) comme

(13,) uél (1 - I"”'u(a)l)ﬂ+l = o0

sauf 2n valeurs de a au plus.
N.B. Le point dans ce théoréme est un point de Borel pour f(z).
On a aussi

THEOREME 8. Soit f(2) une fonction algébroide d’ordre fini p > 0 dans |z| <1
définie par (9). Sl existe n —1 valeurs exceptionnelles formelles finies, il y a un
point de Borel pour f(2) sur la circonférence du cercle unité. Ici, une valeur u ex-
ceptionnelle formelle finie veut dire que Pordre de

Flu,2) =u™ + a,(2u™* + + « + + a,(?)

est inférieur a p.
Puis, en appliquant le lemme 2 dans le paragraphe 3 et la méthode
dans [12], on a

LemMmE 8. Soient w,, wy, « - -, w, q(=3) valeurs distinctes dans la sphére de
Riemann, 4 = {z; |2] <1 et largz — 0| <e}l, 4, ={2; 2] <1 ef |argz — 0] <e,}
ot e,>¢>0 et f(z) une fonction algébroide dans A, & k branches. Alors,

4 r+3 . r+3 . 1
(g — 2)S(r, 4) §9§1n<~ 1 Wi Ao> + 9n( Ry Ao>+0( 1—7 )
et
2 r+3 . r+3 . 1
(=T, )< 63 N(T 5, wis 4) + 63N(" 1, Ry 40)+0(log 125,
Comme dans la démonstration du théoréme 3 dans le paragraphe 3, on
a

THEOREME 9.  Soient f(2) une fonction algébroide d’ordre fini p > 0 dans |z| <1
définie par (9), R, la surface de recouvrement de |z| <1 définie par f(z). St Pordre
des points ramifiés de R, est inférieur & p, alors, il existe un point de Borel z,=e0
sur [z| =1 pour f(z).

N.B. Dans ce cas, il existe au plus deux valeurs exceptionnelles au sens
de Borel dans 4.(6,) pour ¢ >0 quelconque.
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On ne peut pas, & mon regret, démontrer s’il y a toujours au moins
un point de Borel sur la circonférence du cercle unité quand Pordre de f(z)
est positif. Ici, on donne un théoréme qui approche de cette question, qui
est analogue au théoréme 4 dans le paragraphe 4.

THEOREME 10.  Soient f(z) une Sonction algébroide d’ordre fini p >0 dans
|2] <1 définie par (9), E ={0; 0=<0=<2x, T(r, 4.(0)) est d’ordre p pour e guelcon-
que posttif } ow 4.(0) = {z; |2] <1 et |arge — 0] <e}.  Alors,

1) Le cas oi E se compose d’un nombre fini d’éléments.
Il existe un point z, = e sur |z]=1 lel que, pour tout ¢ >0, f(z) admet au
plus un nombre fini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans 4.(6,).

2) Les autres cas.

Il existe un point 2, = €% sur |z| =1 tel que, pour ¢>0 quelconque, f(2)
admet au plus dénombrablement infini des valeurs exceptionnelles au sens de Borel dans
4.(05).

On démontre ce théoréme en utilisant ’ordre précisé p<~———— au lieu

de p(r) dans le paragraphe 4.
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