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Résumé Dans cet article, nous étudions la cohomologie de de Rham du premier revétement de la tour
de Drinfel’d. En particulier, nous obtenons une preuve purement locale du fait que la partie supercuspidale
réalise la correspondance de Jacquet-Langlands locale pour GL, en la comparant a la cohomologie
rigide de certaines variétés de Deligne-Lusztig. Les représentations obtenues sont analogues a celles qui
apparaissent dans la cohomologie ¢-adique lorsqu’on oublie 'action du groupe de Weil. La preuve repose
sur une généralisation d’un résultat d’excision de Grosse-Klonne et de la description explicite du premier
revétement en tant que revétement cyclique obtenu par I'auteur dans un travail précédent.

Abstract In this article, we study the de Rham cohomology of the first cover in the Drinfel’d tower. In
particular, we get a purely local proof that the supercuspidal part realizes the local Jacquet-Langlands
correspondence for GL,, by comparing it to the rigid cohomology of some Deligne-Lusztig varieties. The
representations obtained are analogous to the ones appearing in the ¢-adic cohomology if we forget the ac-
tion of the Weil group. The proof relies on the generalization of an excision result of Grosse-Klonne and
on the explicit description of the first cover as a cyclic cover obtained by the author on a previous work.
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1. Introduction

Soit d > 1 un entier et p un nombre premier, nous étudierons dans cet article la
cohomologie de de Rham de ]HI‘}( I’espace de Drinfeld de dimension d sur K une extension
finie de @,. C’est un ouvert de ’espace projective rigide, sur lequel agit naturellement
G = GLg+1(K), tel que

H (C) =PL(O\ U H,
HeH
ot H est I'ensemble des hyperplans K-rationnels de P% et C = K le complété d’une
cloture algébrique de K.
Dans un article monumental [14], Drinfeld a construit une tour de revétements finis
étales G-équivariants (M, ),>0 de espace MY = H?v( X 7 (avec K = K7 le complété
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de Pextension maximale non ramifiée dans K et Hf( = H‘Ii( @ K ), de groupe de Galois

% avec D Dalgebre & division sur K de dimension (d+1)? et d’invariant 1/(d+1). La
cohomologie étale [-adique pour | # p de cette tour fournit une réalisation géométrique de
la correspondance de Langlands et de Jacquet-Langlands locales; cf. [23], [5], [24]. Pour
l=p,d=1et K =Q,, il est montré dans [6] que la cohomologie étale p-adique de ces
espaces encode aussi la correspondance de Langlands locale p-adique pour GL2(Q)).

Dans ce travail, nous nous intéressons a la cohomologie de de Rham de la tour de
Drinfeld, guidés par le principe informel suivant : les résultats I-adiques établis dans [23],
[5], [24] doivent avoir des analogues en cohomologie de de Rham, obtenus en oubliant
simplement ’action du groupe de Weil Wi de K et en changeant les coefficients. L’action
de W sur les groupes de cohomologie I-adique est tres intéressante, mais elle devient
invisible sur les groupes de cohomologie de de Rham, qui encodent uniquement les liens
entre les représentations de G et de D*. Ce genre de résultat a été démontré pour d =1
dans [12] (pour K =Q,) et dans [6] (pour K quelconque), pour toute la tour de Drinfeld.
Notre résultat principal est une preuve (purement locale) de ce principe quand n =1
et d est quelconque, plus précisément pour la ‘partie supercuspidale’ de la cohomologie.
Il s’agit d’un analogue en cohomologie de de Rham du résultat [-adique démontré par
voie locale par Wang [32]. Nous utilisons de maniére cruciale les résultats géométriques
concernant M%)T obtenus dans loc.cit (la situation est nettement plus compliquée pour
M, quand n > 1, et il est peu probable qu'une approche purement locale puisse résoudre
ce probleme).

Pour énoncer notre résultat principal, nous avons besoin de quelques préliminaires. Le
groupe de Galois du revétement M7, — MY, est F;dﬂ (avec Fy le corps résiduel de K),
un groupe cyclique d’ordre premier & p (ce qui jouera un role fondamental par la suite).
Soit 6 : IF;(HI — C* un caractere primitif de ce groupe (i.e., qui ne se factorise pas par la
norme F;dH — . pour tout diviseur e de d+1, différent de d+1). On peut associer &
0 les objets suivants :

e une représentation de Deligne-Lusztig (ou de Green) Ty du groupe GLgy1(Fy).

e une représentation de D*

p(0):= indg;wz 6.
e une représentation de G
JL(p(0)) := c-indGy, | (0 ) -

La notation est bien entendu inspirée par la correspondance de Jacquet-Langlands pour

les représentations supercuspidales de niveau 0 et de caractére central trivial sur w?.

Théoréme A. Pour tout caractére primitif 0 : F2d+1 — C* il existe des isomorphismes
de G-représentations

JL(p(0)?*t  sii=d

Homp- (p(e)aH(iiR,c(MlDr,C/wZ))N{ )
0 sinon

Expliquons les difficultés qu’il faut surmonter pour prouver ce théoréeme. La principale
est I’absence d’un modele semi-stable (ou semi-stable généralisé ; cf. ci-dessous) de I’espace
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M3, alors que I'on dispose d’un tel modele (construit par Deligne) M\%r pour MY, (du
c6té Lubin-Tate, la situation est meilleure : Yoshida a construit [34] un modeéle semi-stable
généralisé du premier revétement de 'espace de Lubin-Tate et étudié la géométrie de sa
fibre spéciale). Le schéma formel MY, = posséde une interprétation modulaire ; grace & un
théoreme fondamental de Drinfeld [14], ce modele classifie des déformations par quasi-
isogénie d’'un Op-module formel spécial de hauteur (d+1)? au sens de Drinfeld. Soit X le
Op-module formel spécial universel sur M\%T, si IIp est une uniformisante de Op, alors
X[IIp] est un schéma formel en Fj-espaces vectoriels de Raynaud dont on connait une
classification [29]. De plus, M\br est l’espace obtenu en analytifiant X[IIp]\ {0}.

En utilisant les observations ci-dessus, on peut étudier certains ouverts de l’espace
M3, qui admettent un modele lisse dont la fibre spéciale est isomorphe & une variété
de Deligne-Lusztig (cette observation cruciale a été faite en premier par Teitelbaum [30]
quand d =1 et a été généralisée par Wang [32]). La difficulté est alors de montrer que
I’étude de ces ouverts suffit & comprendre la cohomologie de l'espace tout entier. En
cohomologie l-adique, cela se fait par une étude délicate des cycles évanescents pour
relier des questions sur M}, & des questions sur la fibre spéciale et plus particulierement,
sur la variété de Deligne-Lusztig. Ces méthodes sont propres a la cohomologie l-adique
et pour surmonter cet obstacle, nous avons besoin du point technique suivant. Soit X
un schéma formel sur Ok, localement de type fini. On dit que X est de réduction
semi-stable généralisée si Zariski-localement sur X on peut trouver un morphisme étale
vers Spf(Ox (X1,...Xn)/(X7*... X2 —w) pour certains r <n et «; > 1 (ou w est une
uniformisante de K). Si 'on peut choisir les «; égaux a 1, on parle de réduction semi-
stable.

Théoréme B. Soit X un schéma formel de réduction semi-stable généralisée, Xs = |J Y;

il
la décomposition en composantes irréductibles de la fibre spéciale et m:T — X, un
revétement étale en fibre générique de groupe de Galois p, avec nAp=1. Si T =&,
ou bien X est de réduction semi-stable et T est quelconque, alors pour toute partie finie
J de I on a un isomorphisme naturel

Hig(r ' (Vo lx) = Hig(rH(Vo\ [ Yilx))
igJ

ot YJ: ﬂ Y}
JjEJ

Le casn =1 et X semi-stable (non généralisé) est dii & Grosse-Klonne. On a un analogue
en cohomologie étale [-adique en termes de cycles évanescents quand X est algébrisable
et |J| =n =1 démontré par Zheng [35] (voir aussi [8]). Nous aurons besoin uniquement
du cas ou X est semi-stable dans cet article (par contre il est indispensable de travailler
avec J et T quelconques), mais le cas semi-stable généralisé devrait étre utile pour 1’étude
du premier revétement de ’espace de Lubin-Tate.

Au vu de la description de la géométrie de ML, et du théoréme B, nous pouvons
établir :

https://doi.org/10.1017/51474748024000082 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748024000082

Cohomologie de de Rham du revétement modéré de I’espace de Drinfeld b)

Théoreme C. Soit 0 un caractére primitif de IFZ(HI et notons BTy l'ensemble des
sommets de l'immeuble de Bruhat-Tits semi-simple de G. On a des isomorphismes

iro(E0)= €D Hi, (DL, /K)[0]
seBTy

ou DLy, est la variété de Deligne-Lusztig introduite dans j.1.

Le théoréeme principal A découlera alors de la théorie de Deligne-Lusztig que nous
rappelons dans la partie 4.2.

Toutefois, pour étudier les intersections quelconques de tubes au dessus de composantes
7 1(]Ys]), nous aurons besoin de fagon essentielle de la description globale du torseur
¥ — HY réalisé dans [27] que l'on restreindra a m=1(]Y;[) —]Yy[.
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2. Préliminaires

2.1. Conventions générales

On fixe dans tout l'article un nombre premier p et une extension finie K de Q,, dont
on note O l'anneau des entiers, w une uniformisante et F =1IF, le corps résiduel. On

note C = K le complété d’une cloture algébrique de K et K le complété de I'extension
maximale non ramifiée de K. Soit L C C une extension complete de K, susceptible de
varier, d’anneau des entiers Op,, d’idéal maximal my, et de corps résiduel «.

Si S est un L-espace analytique, on note A% (resp. Pg) lespace analytique affine (resp.
projectif) sur S, de dimension relative n. Les espaces B% et B% seront les boules unitées
ouverte et fermée.

Si X est un L-espace analytique et si FF C O(X) est une famille finie de fonctions
analytiques sur X et g une autre fonction analytique, on note

F g
X (L) = twexivr e Rl < lo@l), X (£) = fo e XIf € Plgto)] < 1)

+1
De méme, X<(1;) ) ou X(%,%) désignera {z € X|Vf e F,|f(z)|=]|g9(z)|}. Pour
s€|C*| onnote X (£) ={z € X|Vf € F,|f(z)| < s} (idem pour X (£)).
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Les éléments de la base canonique de Z™ seront notés (9;);. Si z = (1, -+ ,&n), @ € Z"

et A € My ,,(Z), nous adopterons la notation multi-indice (i.e., 2% = [[z{* et 24 =
(@) 1<i<k).

2.2. Cohomologie étale et torseurs

Soit n premier & p, on identifie H} (X,p,) et I'ensemble des classes d’isomorphisme de
pn-torseurs sur X (i.e., des revétements galoisiens 7 : T — X de groupe de Galois pi,,). On
note [7] la classe d’isomorphisme du torseur 7, vue comme un élément de H}, (X, ).
Si 71,72 sont des p,-torseurs sur X, alors 71 X x T — X est un revétement de groupe
de Galois p? et en notant H =y, l'antidiagonal, le quotient T3 = 71 x x T2/H est un
revétement de X de groupe de Galois p2 /H 2 py, et [T1]+ [T2] = [T3]). 1l est & remarquer
que 71 X x T2 est encore un revétement de T3 de groupe de Galois H 2 pu,,.

Le morphisme de Kummer sera noté x : 0*(X) — H} (X, ). Le torseur x(u) associé
a une fonction inversible u sur X sera noté 7 : X (u'/™) — X. Si U C X est un ouvert
affinoide, alors

Oy (71 (U)) = Ox (U)[8)/ (£ ).

2.3. Cohomologie de de Rham et torseurs

Si X est un affinoide sur L, on notera X' I’espace surconvergent associé. Si XT est un
espace surconvergent lisse, d’espace rigide analytique sous-jacent X, on note Hjy(X)
et Hip (X ) les hypercohomologies des complexes de de Rham % /L et 0%+ L Par
[19, Proposition 2.5], le théoréme B de Kiehl [28, Satz 2.4.2] et la suite spectrale de
Hodge-de Rham, ces cohomologies sont calculées directement a partir du complexe de
de Rham correspondant, quand X est Stein.! Les deux cohomologies coincident si X est
partiellement propre (par exemple Stein).

Soit n premier a p et m: T — X un p,-torseur d’un espace analytique lisse X. On a une
décomposition m, 0y = @ &L, ou &, est 'espace propre associé au caractere x pour

XEp,,

Paction de puy, (c’est un faisceau localement libre de rang 1). Le morphisme 7 étant étale,

on a
7T*Qg’/L = Qg«’/L @m0 = @ Qg(/L ® Zx
XEw,,

et de méme pour le complexe surconvergent. Les différentielles des complexes de de Rham
étant u,-équivariantes, elles respectent ces décompositions en somme directe donnant lieu
pour chaque x a des complexes de cochaines Q;(/L ® Ly = Q;-/L[X] et Q;(T/L ®L =

oy ;[x] dont les cohomologies seront notées Hp (T)[x] et Hiz (77)[x]. C'est la partie
isotypique associée a x. En particulier,

Hjg(X) = Hig(T)* = Hig(T)[1] et Hig(XT) = Hir (T7)*" = Hir (T[]

1En cohomologie de de Rham (non surconvergente), I’hypothese X quasi-Stein suffit.
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Soit 71 — X, To = Y deux p,-torseurs sur des L-espaces lisses X et Y. On obtient

TixpY, X xp, T2 deux revétements sur X x5 Y et on construit (voir plus haut pour la
définition de H)

Ts=((TixLY)xXxxy (X x1T2))/H=(Ty x,T2)/H.

C’est un revétement de X x Y dont la classe s’identifie & [T1 x Y]+ [X x Tz]. Comme
T1 X, T2 est un revétement de T3 étale de groupe de Galois H, on a

Proposition 2.1. On a des isomorphismes naturels

HiL(T3) =HI (i x.T2)" = @ @ HiL(T) ] @ HE (T2) [,

Qa1+92=qxcpu’

HiR(B) = @ HiR(T) @ HE(T2)[X]

q1+q92=q

idem pour la cohomologie de de Rham surconvergente.

2.4. Cohomologie rigide

La cohomologie rigide d’un schéma algébrique Y sur le corps résiduel x de L sera notée
H};, (Y/L). On rappelle la dualité de Poincaré :

Proposition 2.2. 1. Si X est un L-affinoide lisse, pur de dimension d, alors
ar(XT) = HIE (XY et Hip o(XT) = HIE (XY
2. Si X est un L-espace lisse et Stein, pur de dimension d, alors
ar(X) = HAE(X)Y et Hip o(X) = HIE (X)),
3. 51 Y est un schéma lisse sur x, pur de dimension d, alors
Hilg(Y/L) = Hfldg,_cl (Y/L)V et Hilg,(‘(Y/L) = Hfldg_z(Y/L)v

Démonstration. Voir [19, proposition 4.9] pour le premier point, [19, proposition 4.11]
pour le second et [3, théoréme 2.4] pour le dernier.

Le théoreéme de comparaison suivant nous sera tres utile :

Théoréme 2.3. Soit X un schéma formel lisse sur Spt(Or), de fibre spéciale Xs et de
fibre générique X,), on a un isomorphisme naturel

Hig (X)) = Hy, (X).

T, (
g
Démonstration. Il s’agit de [21, proposition 3.6].

3. Rappels sur la géométrie de 1’espace de Drinfeld

Nous rappelons quelques résultats standards concernant la géométrie de [’espace
symétrique de Drinfeld et nous renvoyons & ([4, section 1, 10, sous-sections I.1. et
I1.6.], [7, sous-section 3.1.], [32, sous-sections 2.1. et 2.2]) pour plus de détails. On fixe
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une extension finie K de Q,, une uniformisante @w de K et un entier d > 1. On note
F =T, le corps résiduel de K et G = GLg41(K).

3.1. L’immeuble de Bruhat-Tits

Notons BT 'immeuble de Bruhat-Tits associé au groupe PGL441(K). Le 0-squelette BTo
de 'immeuble est I’ensemble des réseaux de K 9! 4 homothétie pres (i.e., BTy s’identifie &
G/K*GL411(0k)). Un (k+1)-uplet de sommets o = {sq, - -+, } C BTo est un k-simplexe
de BT} si et seulement si, quitte & permuter les sommets s;, on peut trouver pour tout i
des réseaux M; avec s; = [M;] tels que

M_linkg_Mog_Mlg_“'g_Mk.

En posant

M;=M;/M_y,
on obtient un drapeau 0 C Mo C M C --- € M =2 F?*!. On note d; = dimp(M;) —1 et
e; =d; —d;—1. Nous dirons que le simplexe o est de type (eo,e1, -+ ,ek)- B B
Considérons une base (f,---,f,) adaptée au drapeau (j.e., telle que M;= <f0, e ,fdi>
pour tout ). Pour tout choix de relevés (fo, -, fa) de (fy, -, fq) dans My, on a

M; = (fo,  fa,wfa, 41, wfa) =No@--- BN, Gw(N;115--- S Ny),
ou

Ni = <fdi,1+1a 7fdi>

avec d_1 = —1. Si (fo,---,f4) est la base canonique de K*! nous dirons que o est le
simplexe standard de type (eg,e1, - ,ex).
La réalisation topologique de l'immeuble sera notée |BT|. Nous confondrons les

simplexes avec leur réalisation topologique de telle maniere que |[BT|= |J o. Les
oceBT
différents k-simplexes, vus comme des compacts de la réalisation topologique, seront

appelés faces. L’intérieur d’une face o sera noté 6 =o'\ |J o’ et sera appelé cellule.
o'Co

3.2. L’espace des hyperplans K-rationnels

On note H I’ensemble des hyperplans K-rationnels dans P%. Si a = (ao, .. .,aq) € CH1\ {0},
l, désignera ’application

b= (bo,...,ba) € CT 15 (a,b) := > aibi.
0<i<d
Ainsi H s’identifie & {ker(l,), a € K41\{0}} et & P4(K).
Le vecteur a = (a;); € C?*! est dit unimodulaire si |a| (:= max(|a;|)) = 1. L’application
a — H, := ker(l,) induit une bijection entre le quotient de l’ensemble des vecteurs
unimodulaires a € K9*1 par I'action évidente de O} et 'ensemble H.
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Pour a € K%' unimodulaire et n > 1, on consideére I'application l((ln)
be (Oc/@™) i (a,b) € O /™
et on note
Hy, = {ker(i), a € K\ {0} unimodulaire} ~ P%(O /w™).
Alors H = gnn ‘H,, et chaque H,, est fini.

3.3. Géométrie de ’espace symétrique de Drinfeld

Nous allons maintenant décrire 1’espace symétrique de Drinfeld Hf(. Il s’agit de I’espace
analytique sur K dont les C-points sont

HY (C) =P/ O\ | J H.
HeH

On dispose d’une application G-équivariante
7:H%(C) — {normes sur K%'} /{homotheties}

donnée par
d
7(2) v |Zzivi\
i=0

si 2z = [20,++,24] € H%(C). L'image 7(z) ne dépend pas du représentant de z car les
normes sont vues a homothétie pres. Le fait de prendre le complémentaire des hyperplans
K-rationnels assure que 7(z) est séparée et donc une norme sur K9+, D’aprés un résultat
classique de Iwahori-Goldmann [18], I'espace des normes sur K1 & homothétie pres
s’identifie bijectivement (et de maniére G-équivariante) a l’espace topologique |BT], ce
qui permet de voir 7 comme une application

T: H‘;{(C) — |BT].

Nous renvoyons & [4, §1.4] quand d =1 ou [32, §2.1] pour la justification des faits
suivants. Soit o € BT un simplexe de type (eg,e1, - ,ex) et posons

H%,U =7"0), H?{,& = 7'_1(&).
L’ouvert H}Z(J est un affinoide, admettant un modele entier H%K’U = Spf(fla) ou A,

k
est le complété p-adique de Ok [Xp, - ,Xd,Pi]/( [[ X4, — @),pour un certain polynéme

=0
P, € Og[Xo,...,X4] qui est décrit dans [32, §2.1] ou dans [26, §1.5]. Tous ces modeles
locaux H‘émo se recollent pour donner lieu & un modele global H%K =U, H‘é)ma de HY .

La fibre spéciale H¢ de ce modele admet une décomposition similaire idem = |J, H¢
qui vérifie H% _ =]H¢ [. Nous ne nous servirons ici que du cas oll o = s est un sommet.

L’algebre A, est alors le complété p-adique de
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1

OwlX, e 7)( 1, — — —
K[ 0 -t Ha:(ai)ieFd-%—l\{o}(a‘OXO+"'a'd—1Xd—1 +ad)]

(1)
avec @ = (@;); un relevé de a dans Og. Pour ]HI;I(’&, il s’agit de l'ouvert (dans une base
adaptée)
{2z € P V0 <i<kNa,be M\M;_1,Yc€ M,;_1,]{c,2)| < |{a,z)| = | (b,2) |}
avec M_, = wM)j,. Considérons les ouverts
Cr = { = (w1, a) € Big|Va € OF \wOR, 1= [((La)a) I},
A ={y=(yo, - yw—1) €BG|1> [yr—1]| > > |yo| > |w]}

et les morphismes

R2d;—14+1 Zd;_1+2 2d, —
d i—1+ i—1+ d;—1
HK’&%Oeifla [ZO,"',Zd]H( ) [ )et
Zd;_q Zd;i_1 Zdi_1
d Rdo Rdy Zdj_1
HK,&_)AIW [207"'72:(1]'_) 9 P )
Zd Zd Zd

11 est montré dans [10, 6.4] que les morphismes ci-dessus induisent un isomorphisme

k
HY 5= Ap x [ [ Ceim1 = Ak x Cy.

i=0
De méme, on peut définir des ouverts en fibre spéciale Hg ; =Hg . \U,.c, Hf ., telle que
d  _md -

Hi 5 =|Hg 5.

Remarque 3.1. Nous avons introduit précédemment une décomposition en somme
adapté au simplexe :

Mk :NO®"'@Nk

avec N; = <fd1.71+1, ,fdi>. En particulier, un vecteur unimodulaire a est dans M; si et
seulement si la projection sur N;11 @ ---@ Ny est divisible par w. Ainsi tout vecteur a

de M; peut s’écrire sous la forme a = a1 +ag avec ay € N;, ag € M;_1 et on a d’apres la
description des morphismes ci-dessus :

l
o ¢ groL ).
€ (Ce;i—1)

i

3.4. Géométrie de la fibre spéciale de HdOK

Si s est un sommet de BT on note

Ost(s) = U g, Fst(s) = U o

038 o038

I’étoile ouverte, respectivement fermée de s. Pour un simplexe o, on note

Ost(o) = ﬂ Ost(s), Fst(o) = ﬂ Fst(s).

s€o seo
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En prenant des intersections, des unions et des complémentaires d’espaces de la forme
H%U, H%m on peut encore définir des espaces H% Ost (o) H%’ Ost (o) (idem pour Fst) tels

d _md
que HK, Ost(o) _]H]F, Ost(o) [

Les composantes irréductibles de la fibre spéciale de H%K sont les fermés Hf, Ost(s) €t
sont donc indexées par ’ensemble des sommets de B7y. On obtient ainsi un recouvrement
admissible (H‘Ii( Ost(s))s€BTs = (]H%’ Ost(s)l)seBTs de H% dont les intersections d’ouverts
sont de la forme H‘;(’ Ost(o) POUr 0 C BT un simplexe. En fibre spéciale, le lieu lisse de
cette intersection est 1'ouvert

H%, Ost(a)\ U H]%l‘, Ost(s) = H%&
s¢o

car 6 =0\ |J o’. En particulier, le lieu lisse d’'une composante irréductible est
’
o'Co

Hi , = PR\ JH
H

ou H parcourt I'ensemble des hyperplans F-rationnels (cf (1)). De plus, H¢ Ost(s) €St une
compactification qui s’obtient comme suit ([17, sous-section III.1.] ou [33, 4.1.23). Posons
Yo= IP’]‘I% et construisons par éclatements successifs une suite d’espaces

Yo=Yy 1—-- =Y.

Supposons que l'on ait préalablement construit Yj, ---,Y;. On a des morphismes p; : Y; —
Y1 et p=p;o---opy:Y; = Yy On pose Z; le transformé strict par p; de 'union des
espaces de codimension ¢+ 1 dans Yp. On définit Y;11 comme ’éclaté de Y; suivant Z;.
Alors, on a Yy &2 H]‘é Ost(5)"

S

3.5. Interprétation modulaire de 1’espace de Drinfeld

Pour construire le premier revétement de ’espace de Drinfeld, nous avons besoin d’une
interprétation modulaire de cet espace, ce qui demande quelques notions et notations.

Rappelons que D est une K-algébre centrale & division, de dimension (d+1)? et
d’invariant ﬁ et considérons O(4y1) 'anneau des entiers d’une extension non-ramifiée
de K, de degré d+ 1 contenue dans D. Si A est une Og-algebre, un Op-module formel
sur Spec(A) (ou, plus simplement, sur A) est un groupe formel X sur A muni d’une
action de Op, notée ¢ : Op — End(X), qui est compatible avec laction naturelle de O
sur l'espace tangent Lie(F') (i.e., pour a dans Ok di(a) est la multiplication par a dans
Lie(F)). Le Op-module formel X est dit spécial si Lie(X) est un O(g41) ®0, A-module
localement libre de rang 1. On a le résultat classique suivant :

Proposition 3.2. Sur un corps algébriquement clos de caractéristique p, il existe, a

isogénie pres, un unique Op-module formel spécial de dimension d+1 et de (O -)hauteur
(d+1)2.
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On notera &g I'unique (a isogénie pres) Op-module formel spécial sur F de dimension
d+1 et hauteur (d+1)? (I'entier d étant fixé par la suite, nous ne le faisons pas apparaitre
dans la notation ®g).

Soit Nilpof( la catégorie des Op-algebres sur lesquelles @ est nilpotent. Considérons
le foncteur GP" Nllpo — Ens envoyant A € Nllpo sur ’ensemble des classes
d’isomorphisme de trlplets (¥, X,p) avec :

o :F— A/wA est un F-morphisme,

e X est un Op-module formel spécial de dimension d+1 et de hauteur (d+1)? sur
A,

e p:P5®5, A/wA — X a4 est une quasi-isogénie de hauteur zéro.

Le théoreme fondamental suivant, a la base de toute la théorie, est du & Drinfeld :

Théoréme 3.3 [14]. Le foncteur GP" est représentable par H%K

Remarque 3.4. On définit le foncteur GDT de la méme maniere que GP” mais en ne
fixant plus la hauteur de la quasi-isogénie p. Alors GP" est, lui aussi, représentable par
un schéma formel MY, sur Spf(Ok), qui se décompose

gNDr — H gDr,(h)7
heZ

ott GP™() est défini comme précédemment en imposant que la quasi-isogénie p soit
de hauteur (d+1)h. Chacun des GP™(") est alors isomorphe (non canoniquement) au
foncteur GP7, ce qui induit un isomorphisme non-canonique

=0
Mp, =Hp X Z.

3.6. La tour de Drinfeld
On note X le Op-module formel spécial universel sur H?DR (cf. th. 3.3) et X le module

formel spécial universel déduit de la représentabilité de GPr. Pour tout entier n > 1,
laction de I}, induit une isogénie de X et de X. Le schéma en groupes X[II}] =

ker(X N X) (resp. X[I1%]) est fini plat, de rang ¢"(@+1) sur H‘ék (resp. MDT).
On note X0 =H% et M, = (M, )78 = H} x Z. Pour n > 1 on définit

5" = (X \X[IS )™, M, = (XTI \X[I, 1)
Les morphismes d’oubli £" — %0 et M7, — MY, définissent des revétements finis étales

de groupe de Galois? O%/(1+1%Op). On a encore des isomorphismes non-canoniques
by 2 X" X Z et les revétements respectent ces décompositions.

’De méme, les morphismes intermédiaires £ — X" ! et MP, — M%;l sont des revétements

finis étales de groupes de Galois (1411}, 'Op)/(1+1I%Op). Les tours obtenues définissent
aussi des revétements pro-étales de groupe de Galois O
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Le groupe G s’identifie au groupe des quasi-isogénies de X, il agit donc naturellement
sur chaque niveau de la tour (M7, )n>0. De méme, le groupe OF, permute les
points de I} -torsion et O7F, agit sur M7, & travers son quotient OF,/(1+1II}30p) ~
Gal(M?, /MY,,). Ces deux actions commutent entre elle et les revétements M7, — MY
sont G-équivariants. En revanche, le revétement %" — 30 est seulement GLgy1(Of)-
équivariant.?

3.7. Le premier revétement

Nous nous intéressons désormais au cas n = 1. On peut encore définir une fleche de
réduction v de X! vers I'immeuble de Bruhat-Tits B7 s’inscrivant dans le diagramme :

21

I
Pour tout sous-complexe simplicial T'C BT, on note
Sr=v'(T), 2L =57 ®y L.
Le groupe de Galois de X! est ]deﬂ. Ce groupe est cyclique et son cardinal
N =gt 1

est premier a p. C’est un revétement modérément ramifié et ces deux propriétés joueront
un réle central dans la suite. Le schéma X[IIp] est, en particulier, un schéma en
F,-espaces vectoriels et la condition que X soit spécial entraine que X[IIp] est un schéma
de Raynaud. Pour énoncer les conséquences de cette observation, introduisons quelques
notations.

Ecrivons

ir(2)=(-1D* [ a0zt +asza € OAL\{0}).
a€(F)4+1\{0}
Si on fixe b € (F)¥*1\{0}, on construit wu;(z) = (bozo + -+ + bgzq) "N i; une fonction
inversible de Hﬁ)s = IP’%\UHE%H pour s le sommet standard de B7T. Notons que

la projection de wu; dans ﬁ*(Hﬁs)/(ﬁ*(Hﬁ{s))N ne dépends pas du choix de b et
celui-ci n’aura donc pas d’incidence sur les résultats a suivre. Pour simplifier, nous

pourrons prendre b = (0,---,0,1). On peut aussi relever u; en une fonction inversible
dans ﬁ’*(H%R ) voire méme dans 0* (H% Ost(s)) que lon notera encore ;.

En utilisant la classification des schémas de Raynaud, on a d’apres [26, Théoreme 4.9
et Remarque 4.10]* (cet énoncé étend les résultats de Teitelbaum [30, Théoréme 5] pour
d=1 et de Wang [32, Lemme 2.3.7.] pour d quelconque) :

3En fait, il I'est pour le groupe qui préserve £ 2 %! x {0} & savoir (vodet) ' ((d+1)Z) C G.
d

4Notons que I'espace IDJI % dans [26, Remarque 4.10] coincide avec H Ost(s)"
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Théoréme 3.5. Il existe u € O* (H‘}() vérifiant u = uy (mod O* (H(Il“(, Ost(s))N) telle que

En particulier, Eést(s) = ]HI‘;? Ost(s)<(wu1)%)'

Remarque 3.6. Notons que le résultat précédent ne décrit pas laction de
GLg1+1(Ok)w? = Stabg(Ost(s)). Toutefois, d’apres [26, Remarque 4.12], toutes les
actions possibles sur £! commutant avec le revétement se déduisent I'une de 'autre
en tordant par un caractere

X € Hom(GLas1(Ox ), pun (HE o)) =F".

Nous déterminerons ’action provenant de 'interprétation modulaire dans 6.3.

4. Cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig

4.1. Variétés de Deligne-Lusztig

Considérons les groupes algébriques G = GL, 1176t Go = GLg41,F, ainsi que le morphisme
de Frobenius F défini par (as;)ij +— (af;)i;. Soit B le sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures, T le tore des matrices diagonales, U le sous-groupe de B des
matrices unipotentes.

On identifie le groupe de Weyl W = Ng(T')/T & G441 par le biais des matrices de
permutation. Soit w la matrice de permutation associée au cycle (0,1,...,d) € G441. On
définit

Y (w):={gU € G/U| g~ F(g) € UwU} et
X(w):={gB€G/B|g 'F(g) € BuB}.

On a un diagramme commutatif :

Y (w) —— G/U .
Foo
X(w) —— G/B

Le groupe GLgy1(F) = G(F)=! agit sur Y (w) et X (w) par multiplication & gauche.
Le groupe fini commutatif

TYF .= {t e T|wF(t)w™ ! =t}

agit librement (par multiplication & droite) sur Y (w). La fleche 7 est un revétement fini
étale qui induit un isomorphisme GLg 41 (IF)-équivariant

Y (w)/T"F =5 X (w).
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On peut rendre ces objets plus explicites comme suit [11, 2.2]. D’une part 7%* s’identifie
a F;dﬂ via lapplication x € de“ + diag(x, Fz,...,F?z). D’autre part, considérons la
variété

Of =P\ JH,
H
ou H parcourt ’ensemble des hyperplans F-rationnels. Elle possede une action naturelle

de GLg11(F). On rappelle que l'on a aussi construit dans la section précédente deux
applications @, (z) € O(AT\{0}) et ui(2) = @1 (2) /2] € O*(Q).

Proposition 4.1. On a des identifications GLgy1(F)-équivariantes entre X (w) et Q¢ et
entre Y (w) et

{z € AZTI\{0} : @1 (2) = 1} =: DLE.

De plus, 7 est induite par la projection naturelle A]‘;H\{O} — Pd

Remarque 4.2. e En envoyant (z,...,zq) € Y(w) sur (z;%[20: - : 24]) et (t,z =
[20:+--:24)) € Q%(u}/N) sur (72, -+, zfz;l ,t~1) sous lidentification précédente, on

obtient un isomorphisme F;dﬂ—équivariant (le deuxiéme terme n’a pas d’action
naturelle de GLg41(F)...)

Y (w) =~ Of(uy™).

e Comme dans la remarque 3.6, toutes les actions possibles de GLg41(F) sur

1/N . 1
Q%(ul/ ) commutant avec le revétement se déduisent I'une de 'autre en tordant
par un caractere

X € Hom(GL441(O), pun (QF)) = F,

et le lemme 6.3 exhibe une identification naturelle avec I’ensemble des actions
considérées dans 3.6. Dans 6.3, nous verrons que l’action provenant de l'in-
terprétation modulaire de X' et I’action naturelle sur DL coincident sous cette
bijection.

Démonstration. On identifie G/B & la variété des drapeaux complets de (F)?*l. On
vérifie facilement quun drapeau {0} C Dy € --- C Dy = (F)4*! est dans X(w) si et
seulement si pour tout 7 on a

D;=Dy®&FDy& & F'Dj.

On obtient un plongement X(w) — P%,(D;) — Dy. La projection d'un point z =

(20,---,2a) € (F)™'\{0} est dans l'image de ce morphisme si et seulement si
(2,Fz,...,Fiz) est une base de (F)?*!, ce qui revient & dire que det((zfj)ogi,jgd) est non

nul. Mais

det((z)i))* = [ la(2) = (-1)%(2).

a€(F)4+1\{0}
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On en déduit alors un isomorphisme

X(w)SPh | H=0f
HEP(F)

La variété G/U classifie les paires ((D;);,(e;):) avec (D;); un drapeau et e; € D;/D;_1.
Une paire ((D;)i,(e;);) est dans Y (w) si et seulement si (D;); € X (w) et

Vi< d,Fleg =e; (mod D;_1) et F¥ ey =ey (mod Vect(ey, -+ ,eq)).

Ainsi la fleche ((D;)i,(e:)i) — eo induit un plongement Y (w) — AZT\{0} rendant le
diagramme suivant commutatif :

Y (w) —— AF\{0} .

|

X (w) —-— P4

Un point 2 = (2q,...,24) € AZT\{0} est dans I'image de ce morphisme si et seulement si

det((27 )o<ij<a) = (=1)¥det(F - (27 )o<i j<a). Cela revient & écrire

LY (w) = {z € ATTN{0} : @1y (2) = 1}

4.2. Cohomologie étale des variétés de Deligne-Lusztig

On note DL% I’extension des scalaires de DL% a F. Soit [ # p un nombre premier, nous
allons rappeler la description de la partie cuspidale de la cohomologie [-adique a support
compact de DL%.

Soit 0 : F;dﬂ — @? un caractere, on dit que 6 est primitif s’il ne se factorise pas par la
norme ]F;d+1 — Fy. pour tout diviseur propre e de d+1. Si M est un Q, []F;dﬂ]—module

on note

M][6] = Homg-

qd+1

(0,M).

Si 7 est une représentation de GL411(F), on dit que 7 est cuspidale si aNE) =0 pour
tout radical unipotent N d’un parabolique propre de GL441. La théorie de Deligne-Lusztig
(ou celle de Green dans notre cas particulier) fournit :

Théoréme 4.3. Soit 0 : F;d+1 — @7 un caractére.

a) Si 0 est primitif, alors Hy, (DLZ,Qq)[0] est nul pour i #d et

ét,c

Ty, 1= Hd (DL%,@[)[H]

ét, c

est une GLgy1(F)-représentation irréductible, cuspidale, de dimension (q — 1)
(¢>—=1)...(¢% —1). Toutes les représentations cuspidales sont ainsi obtenues.
b) Si 0 nlest pas primitif, aucune représentation cuspidale n’intervient dans

@i Hét,c(DL%v@l) [0] .
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Démonstration. Voir [11, cor. 6.3], [11, th. 7.3], [11, prop. 7.4], [11, prop. 8.3], [L1, cor.
9.9], pour ces résultats classiques.

Ainsi, la partie cuspidale H% C(DL%,@I)CUSP de Hg, C(DL%,@I) est concentrée en degré
d, ot elle est donnée par @, 7s,; ® 0, la somme directe portant sur tous les caracteres
primitifs.

Remarque 4.4. (voir [11, 6.3] et [34, Proposition 6.8.(ii) et remarques]) Soit N = ¢?+! -1
et fixons un isomorphisme F.., ~ Z/NZ et Z/NZ ~Z/NZ. Soient §;, et 0;, deux
caracteres primitifs vus comme des éléments de Z/NZ via j1, ja, les représentations T,
et Tp,, sont isomorphes si et seulement si il existe un entier n tel que ji; = ¢"j2 dans
Z/NZ.

4.3. Cohomologie rigide des variétés de Deligne-Lusztig

Nous aurons besoin d’un analogue des résultats présentés dans le paragraphe précédent
pour la cohomologie rigide. Cela a été fait par Grosse-Klonne dans [22]. Si 6 : IFZ(HI K
est un caractere, posons

Ty = Hrlg C(DL]F /K @Hrlg c DL% /F) [9]’

ou

H,, (DLE /K) := HY,, .(DLE) @w @y /p K

rig,c rig,c

et o M[f] désigne comme avant la composante #-isotypique de M.

Théoréme 4.5. Fizons un premier | # p et un isomorphisme K = Q,. Si 0 est un
caractere primitif, alors

7o := H% _(DLE/K)[6)]

rig,c

est isomorphe en tant que GLg41(F)-module a g 1, en particulier c’est une représentation
wrréductible cuspidale.

Démonstration. Cela se fait en trois étapes; cf. [22, 4.5]. Dans un premier temps, on
montre [22, 3.1] que les K[GLg11(F) x F?.11]-modules virtuels

Z( 1) Hét ('(DL%7@I) et Z(il)z rig, c(DL]F/K)

%

coincident. Il s’agit d’'une comparaison standard des formules des traces de Lefschetz en
cohomologies étale [-adique et rigide. Dans un deuxiéme temps (et c’est bien la partie
délicate du résultat), on montre que &, ng .(DL{ /K)[6] est bien concentré en degré d;
cf. [22, th. 2.3]. On peut alors conclure en utilisant le théoréme 4.3.
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5. Cohomologie de de Rham et revétements cycliques modérés

Dans ce chapitre L sera une extension non ramifiée de K, donc w en est une uniformisante.
Toutes les cohomologies de de Rham seront calculées sur le complexe surconvergeant ie.
nous écrirons par abus H}ji (X) pour tout espace analytique X au lieu de H}y (X M.

5.1. Réduction semi-stable généralisée

Soit X un schéma formel topologiquement de type fini sur Spf(Qp), de fibre générique
X, et de fibre spéciale &X;. On a une fleche de spécialisation Sp : &, — A,. Pour tout
sous-schéma Z C X on note |Z[x le tube de Z dans &, (i.e., 'espace analytique

[Z[x=5Sp7'(Z) C X,)).

On dit que & est de réduction semi-stable généralisée s’il existe un recouvrement ouvert
(Zariski) X = |J Uy et un jeu de morphismes étales (pour certains r < d et a; > 1)
teT
ot Uy = Spf(Or (1, -+ ,xq) /(2T 20" — ).

Dans ce cas, quitte a rétrécir les ouverts U, et a prendre r minimal, on peut supposer
que les composantes irréductibles de la fibre spéciale U, de U; sont les V(Z}) pour i <r
avec T; = p,(Z;). Elles ont les multiplicités ;. On dit que X est de réduction semi-stable
si de plus tous les «; valent 1. Dans ce cas, les fibres spéciales U, sont réduites.

5.2. Enoncé du résultat principal
Soit X un schéma formel sur Spf(Op), de réduction semi-stable généralisée, de fibre
générique X, et de fibre spéciale X,. On note (Y;)ie; 'ensemble des composantes

irréductibles de X;. On suppose que le recouvrement X; = |J Y; est localement fini (i.e.,
i€l
pour toute partie finie J de I, les composantes Y; pour j € J n’intersectent qu'un nombre

fini de composantes irréductibles de Xs). Si J est un sous-ensemble de I, on note
n:ﬂn
jeJ
Le but de cette section est de prouver le théoréeme suivant :
Théoréme 5.1. Soient X semi-stable généralisé et (Y;)ic; comme ci-dessus, et soit T :

T — X, un revétement étale de groupe de Galois p, avec n premier a p. Pour toute partie
finie J de I la fleche de restriction induit un isomorphisme

Hir (v (1Ys[x) = Hig(r (Y | Yil))-
i¢J
si X est de réduction semi-stable (non généralisée) oun=1 (i.e., T = X,).
Remarque 5.2. 1. Si X est de réduction semi-stable (non généralisée) et n =1 (i.e.,

T = X,) le théoreme ci-dessus a été démontré par Grosse-Klonne [20, Theorem 2.4.].
Il s’agit d’un point crucial dans sa preuve de la finitude de la cohomologie rigide. Le

https://doi.org/10.1017/51474748024000082 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748024000082

Cohomologie de de Rham du revétement modéré de I’espace de Drinfeld 19

principal intérét de notre généralisation est la présence du revétement cyclique 7 de
la fibre générique de &;,.

2. Si de plus X est algébrisable et |J| = 1, le résultat [35, Lemme 5.6] est un analogue
en cohomologie étale I-adique du théoréeme ci-dessus.

Comme dans la preuve originale, on procede en deux étapes. On applique dans un
premier temps un certain nombre de réductions assez techniques (cf. 5.5 et 5.6) pour
se ramener a ’étude des revétements de couronnes. Ces étapes sont similaires a la
démonstration de Grosse-Klonne, qui utilise des recouvrements bien choisis et la suite
spectrale de Cech. Dans notre cas, on reprend les mémes recouvrements de X, puis on les
tire en arriere par m pour étudier ’espace T . Le seul point technique a adapter dans ces
réductions est la vérification que I'espace final obtenu est bien décrit par un revétement
de couronnes (voir 5.16).

La deuxieme étape de la preuve est le calcul de la cohomologie de de Rham d’un
revétement cyclique modéré d’une couronne. Cela se fait par des calculs directs sur le com-
plexe de de Rham, et fournit une description tres explicite de ces groupes de cohomologie.
Pour énoncer le résultat nous avons besoin de quelques notations. Considérons la couronne

d Li Si d
X =M (o —hgica = (@1, 2a) € Alyg ] si < |zi <73}
7 3
avec Si,...,54,71,---,7a € | K*| tels que s; < r; pour tout 4 et un revétement de Kummer de

la forme 7 = X ((Az?)Y/") avec n premier & p, A € L* et 3 € Z%. Les hypothéses sur 7 sont
loisibles, puisque nous allons voir que tout revétement 7 : 7 — X galoisien cyclique d’ordre
n est de cette forme. On dispose donc sur 7~ d’une racine n-ieme ¢ de Az”. On définit enfin

,B= Bto—%

X

T = PGCD(n,Bly T 7Bd)7ﬁ =

no - i
o
Enfin, si ¢ > 1 et I = {i; <--- <14} on pose

dlog(xr) = dlog(zs, ) A--- Ndlog(z;, ).

Théoréme 5.3. Avec les notations ci-dessus, on a des isomorphismes naturels
Hi, (X) ~ @ L dlog(zr)

et

7T071 ﬂo*

HYL (T) =~ @t@@L dlog(zg) @tOHgR

I
ot I parcours les parties de [1,d]] de cardinal g dans les sommes précédentes.
Remarque 5.4. 1. On déduit facilement du théoréme que si X’ C X sont deux
couronnes et si 7 — X, 7' — X' sont deux revétements compatibles (ie. 7' =

T xx X') alors la fleche de restriction Hjy (7) — Hjiz (7’) est un isomorphisme qui
respecte la décomposition en parties isotypiques.
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2. En fait, tous ces résultats sont vrais pour une classe plus générale d’espaces, que ’on
appellera tores monémiaux. Nous aurons besoin de ce degré de généralité et nous
renvoyons a 5.6, 5.8 et 5.10 pour les énoncés dans ce cadre.

5.3. Tores mondémiaux et leurs revétements cycliques modérés

Définition 5.5. On appellera tore monomial de dimension d un L-espace analytique X
de la forme®

X ={z= (21, ,2a) € Ay p: 8 <|as| <y et p<[a®| < pi}
pour s; <r; € |K |, a=(ai,...as) €N et p<pes*r]n|K |).

On appelle tore monoémial semi-ouvert un espace défini par les mémes inégalités quun
tore monomial, mais potentiellement strictes. Nous souhaitons étendre un résultat de
Berkovich [1, Lemma 3.3] au cas des tores monémiaux.

Proposition 5.6. Soit X un tore monémial de dimension d (semi-ouvert), S un espace
K-analytique, n un entier premier a p. La projection canonique p: Xg:=X x5 —= S
induit un isomorphisme

d
R%ppi = jin(—q) (o).

Démonstration. Soit X un tore monomial et s,r,a, p, 1 les données associées. Nous allons
montrer le résultat par récurrence sur la dimension d. Si d =1, tous les tores monoémiaux
sont des couronnes qui ont été traitées dans [1, Lemma 3.3] (on peut aussi appliquer [25,
Lemme 4.4.] puis la suite exacte de Kummer).
Soit d > 1, en projetant sur les d — 1 premieres coordonnées, on obtient un morphisme
1 : X — Y vers le tore monomial :
Y={z=(x1,--,2q-1) € Af;g)lL 5 <) <ryet pry® <|z® < ps; Y}

avec @ = (aq, -+ ,aq—1). Soient u : Yg — S les projections naturelles, alors uo = ¢, donc
Ry pin >~ Ru Ry i,

Par hypothese de récurrence et la suite spectrale de Leray il suffit d’établir les

isomorphismes
Hn sig=0
R = ¢ pn(—1) sig=1.
0 sig>1

Notons que R, i, est un faisceau surconvergent (puisque les faisceaux constants le
sont et que cette propriété est stable par image directe et twist & la Tate), on peut donc
tester les isomorphismes ci-dessus fibre a fibre. Les tiges du faisceau R9%, i, se calculent
grace au théoréme de changement de base [9, TH 3.7.3] et font intervenir la cohomologie

1, ag

50n a utilisé les notations multi-indice standard, par exemple % =z ---
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du faisceau p, sur les fibres de . Ces fibres sont des couronnes de dimension 1 (sur
le corps de définition du point considéré), et on a déja vu le calcul de ces groupes de
cohomologie, ce qui permet de conclure.

Pour le cas semi-ouvert, on peut trouver un recouvrement croissant de X par des tores
monoémiaux fermés Xji. Pour ¢y : Xj x S — S la projection sur le second facteur, on a
d’apres la discussion précédente un systéme projectif constant de complexe (Rg «fin )k
et on en déduit le calcul de Ry, u,, du cas fermé.

Remarque 5.7. Si X est un tore mondmial sur un corps complet S = Sp(L) et une
couronne Y qui le contient, alors, en reprenant le raisonnement par récurrence précédent
sur Y, on montre la bijectivité du morphisme naturel de restriction HZ, (Y,un) =
H}, (X,p,). Par suite exacte de Kummer sur Y (voir [31, th. 3.25] pour annulation
du groupe de Picard de Y et [25, Lemme 4.4.] pour le calcul des fonctions inversibles),

HE (X pn) 22 L7 /(L))" x [ ] (2% /277).
i<d

En particulier, tout revétement étale de groupe de Galois u,, de X, est un revétement
de Kummer de la forme X ((Az?)'/™) pour 3 dans Z¢ et A dans L*.

5.4. Cohomologie de de Rham d’un revétement cyclique modéré d’un tore
monomial

Le but de ce paragraphe est de calculer la cohomologie de de Rham d’un revétement
cyclique 7 = X ((Az?)Y/™) (avec 8 € Z? et A\ € L*) d’un tore monomial

X ={x= (21, - ,2q) EA‘Tiig’L 08 < <ryet p<|ax®| < pl.
Posons

. on s t"
WOZPGCD(TL,,Bl,"',ﬁd),n:7,B:£,t0: I
™0 ) B

8

Théoréme 5.8. On dispose d’isomorphismes naturels

Hi,(X)= €P L-dlog(xr)
IC[1,d]
[I|=q

et

7T071

HiR(T) = €D thHR (X)-
=0

Remarque 5.9. Pour comprendre ’enoncé du théoréme, il est intéressant d’étudier le
cas analytique complexe. Si 'on prend un espace X de C¢ défini par les mémes inégalités
qu’un tore mondmial (i.e.

X:{x:(xl,--~,xd)6(cd:si§|xi|Sri et p < |z < pu}),

alors X a le type d’homotopie d’un tore.
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La cohomologie de de Rham est donc donnée par Kiinneth :

HiR (X) = D C-dlog(a).

[T]=q

D’apres la correspondance de Galois entre les revétements et les sous-groupes de 71 (X),
un revétement cyclique 7 de X a le type d’homotopie d’'une union disjointe de tores.
Cette union s’écrit :

{(z,t) e C?/z¢ x C||t" = 2°}.
Le nombre de composantes connexes est la constante my introduite dans 1’énoncé du
théoreme. Comme t7° = 1, la famille {t{}; engendre le méme C-espace vectoriel que
I’ensemble des idempotents pour les différentes composantes connexes, et on obtient

chiR(T): @ téHgR(X)'

0<i<mo—1
Avant de passer a la preuve, mentionnons quelques conséquences utiles :

Corollaire 5.10. On reprend les notations précédentes et on se donne un autre tore
monémial X' inclus dans X. Si T' est la restriction de T a X' (i.e., T' =T xx X'),
alors la fleche de restriction Hig (T) — HAR(T') est un isomorphisme qui respecte la
décomposition en parties isotypiques.

Démonstration. La base explicite du théoreme 5.8 est conservée par la restriction
Qg—f L Q‘(ZT,)T /L d’ou la bijectivité. Pour D’assertion sur les parties isotypiques,
I'inclusion induit une application pu,-équivariante entre les complexes de de Rham et

le résultat s’en déduit. Pour un argument plus explicite, on a la décomposition en espaces
n—1 .

propres Q%—r/L = G}Otngﬁ/L et pour ¢ fixé chaque t{H%, (X) est un espace propre de
i

Hig (7).

Corollaire 5.11. Les conclusions de 5.8 et 5.10 sont encore vraies quand X est un tore
monomial semi-ouvert.

Démonstration. On écrit X = (J, X; comme une réunion croissante de tores
monomiaux. On a alors 7 =J, T xx X; = J; 7i. Fixons ig € N, d’apres ce qui précede,
on a

lin Hi (79)[x) = i (T ) ] et Rl Hi (7)) = 0

d’ott Hjg (T)[x] = Hagr (i ) [x]-

Passons a la preuve de 5.8. Nous commencgons par traiter le cas des tores monomiaux
(ie., r=1Id et T = X). Comme dans la définition, on se donne r,s,c,p,pu définissant X et
on choisit des constantes u = (u;);, v = (v;); et wy, we dans L telles que

\Uz'\zm \Ui|=8m \wl\:f% |w2|=H~
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Si x = (x;); désigne la variable sur X, alors

[e3

8

31§

))-

En particulier, toute fonction f appartient & ¢(XT) admet un développement unique
f=2>_,czea,x”. Nous aurons besoin du résultat technique suivant :

) )

X
X:SP(L<Ea 1

8|e
g

Lemme 5.12 (Intégration). Pouri<d et f=Y,  aa,3" € O(XT), il existe une section
surconvergente de développement _,cza.,. 4 La,zv e 0(XT).

Démonstration. Réécrivons f sous la forme
T\g,V .y, T 5, W2
> M08 ()P (2) (o) (2

- )52
u X w xr
(B,7,01,02)ENYXNd xNxN 1

tel qu'il existe h > 1 tel que h¢(5:1:91:92)|mg 5 5 | — 0 avec e(3,7,01,02) = Di<k<aBrt
Yk + 01 4+ 2. Nous voulons montrer que le développement suivant définit bien une
1<k<d
section surconvergente :

MB,y,61,82 (x)ﬁ B)’y %5 %)52

Bi —vi + (01 — d2) w ‘x’ Cw T

(8,7:01,02)

ou (f,7,01,02) parcourt les termes tels que 5; —v; + a; (61 — da) # 0.
Pour tout hy €]L,A[, on a (L1)e(:91,02) m| — 0 pour le filtre des parties
finies et donc

—0

he(57%51)52)| MG, ~, 61,52 | _ he(ﬁ’%&l’ (hl/h)e(ﬁﬁ,él,&z)
! Bi =i + i (01 — 62) |Bi — i + i (01 — 02)

et on obtient bien une section surconvergente sur X de développement ZVV#O %ayx”.

52)|m57%51,52‘

Une ¢-forme surconvergente admet un unique développement w = ZueNd, 11, 4] v, rx”
dlog(zr). Nous dirons que w contient un terme en z; (resp. un terme en dlog(z;)) s’il existe
a,,1 # 0 avec v; # 0 (resp. avec ¢ € I). On appelle Qgﬁ/L[r} le sous-module des formes

ul ne contiennent aucun terme en x; ou dlog(x;) pour 7 > r. On observe l'inclusion
3 1

+1
A, ) C QL .
On impose l'ordre lexicographique sur les couples (¢,r) et on montre par récurrence sur

(q,7) I'égalité suivante :°

d=0 -1
() = e @ Lalog(ar).

IC[1,r]

[I1=q
Il est aisé de voir que les modules apparaissant dans le terme de droite sont en somme
directe et nous laissons la vérification de ce fait au lecteur. Nous allons seulement prouver

que ces modules engendrent bien le sous-ensemble des g-formes fermées.
Si ¢ =0, comme X est géométriquement connexe, on a Hig (X) = L = L-dlog(xzgp).

50n a posé Qg(_T}L[r} =0sig=0.
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Soit g > 1, supposons le résultat vrai pour tout (¢',r’) < (¢,7). Si w € (QX”L[ 7])4=0,

elle se décompose de maniére unique de la forme”

w—Zm +ZxJ 1)/\dlog( )

JEZ j€Z
avec w( € QXf/L[ —1]. Par fermeture de w,
dw = ijdw(o) +Zx3 j O) —l—dw(l)) Adlog(x,.) =0 (2)

JEL JEZ

d’ou dwj(-o) =0 et dwj(-l) = (—1)‘1_1jw](-0) toujours par unicité de la décomposition. En
particulier, dwél) = dw(o) =
D’apres 5.12, la somme sulvante est une (g — 1) forme surconvergente de X,

n=3(-1 JD),

J#0

On vérifie par calcul direct, w—dn = wéo) —l—w(l) Adlog(z,) (d’apres (2)). On a montré que

les formes w ) et w( ) étaient fermés. On peut leur appliquer I’hypothese de récurrence,
ce qui permet de conclure.
On s’intéresse maintenant au cas général. Nous cherchons & calculer la cohomologie
d’un revétement sur X de la forme
T=X((A\?)Y™) = {(x,t) € X x AL, | :t" = \zP}.

rig,

Quitte a étendre L, on suppose qu’il contient les racines mp-iemes de 'unité et que A
vaut 1. On a alors une décomposition

7= [ xH:= [ 7

CGMT\'O(L) CEpmg (L)

Appelons Z; le polynéme interpolateur de Lagrange s’annulant sur p.,(L)\ {¢} et

valant 1 en (. Prenons ¢t € 0*(T) une racine n-itme de 2” et to = %. Alors Z(to)

est I'idempotent associé & 7¢. Supposons que 7¢ — X induise un isomorphisme H}jp (X) =
tr(7¢), on obtient une suite d’isomorphismes

7T0—1
Hin(T) = P Z(to)Hin(70) = D tHir(X)
¢ =0
car {t3}; et {Z:(to)}¢ engendrent le méme L-espace vectoriel. Il suffit ainsi de raisonner

sur chaque 7¢ (i.e., on peut supposer my = 1).
Considérons maintenant le revétement de groupe de Galois pd suivant :

T =X (/™) (@y™) - (@) = {(w, b1, ta) € X x AL 0 =2}

"sir =1, on pose QXT/L[ —-1]=1L.
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Les fleches ((x1,...,2a)t1,...,tad) — (t1,...,tq) et (t1,...,ta) = ((ET,15,...,t0),t1,. .., tq)
induisent une bijection

1/n

T2 (e ta) € AL, st/ ™ <t <r/™ et pt/m < 180852150 | < /)

On en déduit la suite d’égalités :

ir(T) = EP Ldlog(t;) = €P Ldlog(x;) = Hig (X).

|1]=i |I|=i

On remarque aisément que T est un revétement de 7 de groupe de Galpis abélien
Fix,a (T) = {(7i)i € pgt : Y78 = 0}. La fleche naturelle Hjg (7)) — Hig(7) identifie

Hig(T) a H(*iR('i')FiX“ﬁ(T) et est donc injective. On obtient un diagramme commutatif :
ZR(T)\
ar(T) «—— Hig(X)

Ainsi, Hig (T) 2 Hig (X).

5.5. Une premieére réduction

Revenons maintenant au contexte du théoreme 5.1. En particulier, on dispose du schéma
formel X semi-stable généralisé, d'un revétement cyclique 7 : 7T — X, d’ordre premier
a p et on note (Y;);es les composantes irréductibles de sa fibre spéciale. Rappelons que
I’on note Y; = ﬂje 7Y, pour J C I. Notons que les deux résultats qui vont suivre seront
valables dans les deux cas considérés dans 5.1. Nous spécialiserons au cas m = Id ou au
cas X semi-stable (non généralisé) dans la section 5.7.

Lemme 5.13. Pour démontrer le théoréme 5.1 il suffit de prouver la bijectivité de
i (r(¥s () = Hig (v~ (0Y7\Vi )
quand X = Spf(A) est affine formel, connexe et posséde un morphisme étale
0 SPR(A) > SPE(O (w1, -+ 2a) /(23 -+ 28 — ).

Démonstration. On considére uniquement I’ensemble (fini) des composantes de I qui
intersectent J, ce qui nous permet de supposer que [ est fini. Pour J C I et M C J¢, on
note

f/J,M =Y\ U Y
leM

(i.e., les points dans toutes les composantes irréductibles de J qui évitent celles de M).
Si de plus m est un entier positif, on note
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Yiv= U Yon

NCM

IN[=m
(i.e., les points dans toutes les composantes de J qui évitent au moins m composantes
dans M). On remarque les égalités Y = Y}))M et YJIA;IW‘ =Y; M.

On raisonne sur la chaine d’inclusions
Y;D )O/Jl’(]c IDEEEED) }D/J,Jc,

il suffit donc de montrer (pour tout m) la bijectivité de la fleche naturelle

Hig (r 7 (Y7 el20) = Ha (V75 [2))-

Notons que Y} ;. = Y;\Y;. Nous allons construire un schéma formel auxiliaire X de
réduction semi-stable généralisée pour déduire le cas m quelconque a partir du cas m =0.
Chaque ]Y}",.[ admet par définition un recouvrement admissible par les ouverts suivants

(Y7, N[) Nce:|N|=m- Les intersections finies de ces ouverts vérifient®

m Yy N =Y M,

NeQ
avec M = NGQN . Lorsque @ varie, M parcourt ’ensemble des parties disjointes de J
pour tout M de cardinal au moins m. On se rameéne donc, grace a la suite spectrale de
Cech, a montrer 'isomorphisme

Hir (n ! (Yo, NY e la)) = Hig (0 (Y0 [2)) = Hig (v (Y7, 0V )

pour tout M de cardinal au moins m. Quand M n’est pas de cardinal m, on a f{hM =
Y m ﬂY}?j}l et la bijectivité est triviale.
Quand M est de cardinal m, on se place dans la cloture’ X de X6\ ( U Y;) [dans X.
ieM
Les composantes irréductibles de X sont indexées par I\M. On reprend les notations
Yy, Yy et YJ’?N pour J C M¢et N C (MUJ)¢. On observe

o Ry o o 41 5‘,1
YJ)M = YJ et YJ’MQY}:’LJC = YJ,(JUM)C'

On s’est ramené & la condition suffisante du lemme par I'observation Y;\Y; = 57} Je
Il reste a expliquer pourquoi on peut supposer X affine formel. On se donne un

recouvrement affine X = (J Us et un jeu de morphismes étales
sesS

Ps : Us — Spf(OL <1'17 ;xd>/(m?l x?y —Tﬂ))

80n suppose que tout élément de @ est de cardinal m.

9De maniére informelle, X' est ] X\ ( U Yi> [UX\ < U Yi).
ieM ieM
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On note Ur = () U; pour T'C S. On a un recouvrement admissible 7 = |J 7= (Us,,)
teT sES
donc par une nouvelle application de la suite spectrale de Cech, il suffit de prouver la

bijectivité de
Hig (™ (Y5 [2NUr,)) = Hap (7~ (Y \Y7[xNUz.5))
pour tout 7' C S. On s’est donc ramené & X = Ur = Spf(A) affine formel, T =7~ (Ur,,)

affinoide et ¢ = @517, : X = Spf(Or (w1, -+, z4) /(27" -+ 22" — @)) pour un certain s € T'.
Quitte a réduire X, on peut supposer qu’il est connexe.

5.6. Une deuxiéme réduction

Nous supposons maintenant que nous sommes dans le contexte du lemme 5.13. En
particulier, X = Spf(A) est affine et connexe et possede un morphisme étale ¢ : Spf(A4) —
Spf(Op (z1, -+ ,xq) /(x]* - 28 —w)). Notons =} = p*(z;) € A et T; son image en fibre
spéciale. Quitte & réduire X, on peut supposer I = [1,r], J=[1,|J|]] C I, Y; =V (Z,).
Notons aussi que T est affinoide, disons 7 = Sp(B).

Lemme 5.14. Pour montrer 5.13, il suffit de prouver que pour toute partition [1,r] =
JiUJyUJs et tous N3 €]0,1[N|K |, les restrictions de T a C et o C' ont la méme
cohomologie de de Rham, ot

C={seX;:|z},(s) < Ala}, ()] = B, |25, ()| < B, Vi € Iy},

C'={s € Xy |z}, (5)| < Alaj, ()] = B |z}, (s)| = B, Viju € Ji }.
Démonstration. Rappelons que :

[Yilx ={s € X,|Vj e J,|zj(s)| <1},
WY\Yilx = {s €]Ys[x|Fi € J |7 (s)| = 1}.

Nous allons filtrer ces espaces par des ouverts plus simples. Pour A €]0,1[N[K | posons'®

J > *
XU(X) ={seX,|Vje J,|xj(s)| <A}

On définit |Y;\Y7[x(%) d’une manitre semblable et on remarque que 7 '(]Y;[x) =

U 77 1(X,(£)) est un recouvrement admissible (et la situation est similaire pour
A<1

77 (Y7\Y7[x)). 1l suffit donc de montrer la bijectivité de

Han(r (X,(3)) = Hin(r (VA Vilx(5)))

pour tout A comme ci-dessus.
Ensuite, intéressons-nous a l’espace

J B g
ichn(X’@):{SGX”(X)HZGJ s lxi(s)| > By

10Pour tout M C I nous confondrons M et {z} : j € M}.
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pour 3 €]0,1[N[K"|. On remarque la suite d’inclusion

W) e (U 4 ) e @ ()

i€Je

Etudions d’abord la floche en cohomologie induite par la premiere inclusion. On a un
recouvrement admissible (7~ (X, (£, %)))zeJ den (U XM%,%)) et les intersections
1€J®

sont de la forme 7~ (&,(£,2)) pour M C Je.
De plus, on a l'identité

SOV = () 7

B<1

V\K‘

8
S

car chaque voisinage stricte de 7 '(JY;\Y7[x(%)) contient un ouvert de la forme
ﬁ’l(Xn(§,%)) pour un certain 5. En comparant les complexes de de Rham surcon-
vergeant, on obtient la bijectivité de

% H;R(ﬂ'*l(ﬂfn(fvg))) = HER(ﬂﬁl(]YJ\YI[x(i)))
puis celle de
i Hin (L (A]{B}>>>—>HZR(W1(]YJ\1G[X()))
B<1 e

grace a la suite spectrale de Cech.
Il suffit donc d’établir I'isomorphisme suivant pour tout 3

Hin(r ™ (%,(3)) = Han(r (| 2,(
i€JC

J B
A {i}

en montrant que cela découle de la condition imposée dans 1’énoncé.
On a un recouvrement admissible & deux termes

Sy = (L)
) =T ) o (U

) 3)

y\%

ﬁ
RU;

En utilisant la suite exacte de Mayer-Vietoris qui en découle, il suffit d’établir!!

i (v (45, 5 )) = Hinlr™ (5 50 U 25570

18oit un recouvrement admissible X = UUV et supposons la fleche H (U) = H{(U NV)
bijective pour tout 4. Par Mayer-Vietoris, on a une suite exacte 0 — H*(X) — H/(U) @ H (V) —
H* (UNV) — 0. Dit autrement, une classe sur 'union X est équivalente & une classe sur chaque
ouvert U, V qui coincident sur 'intersection. Pour toute classe dans V, sa restriction a UNV
se releve de maniére unique & U. En particulier, la classe de départ sur V se releve de manieére

unique en une classe sur X. Cela établit I’isomorphisme voulue H*(X) 5 H! (V).
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On réécrit

71

V\K«

A Zﬁ g J B

Pour établir I'isomorphisme ci-dessus, comparons les deux espaces considérés avec

ﬂ_l(Xn(%,(%)il)) ie. prouvons la bijectivité des deux fleches

Hin (™ (3% (5, 5)) = Hin(r (6 (5.5 ),
. 1 J B J° % (p—1 J IO
Hin(r~ (U (5. 5 50 = Hinle™ G555

Pour la premiere, cela revient a comparer les deux couronnes de I’énoncé du lemme 5.14
pour la partition I = JUQUJC. D’apres la suite spectrale de Cech pour le recouvrement
(X, (4, %,%))ie]c, on se ramene pour la deuxieme a

J Je

L AU, B 25 B (3 (. () )

HSR(W_I(Xn(X7 3 o 3

pour tout M C J€. La encore, cela revient a établir la condition suffisante du lemme pour
la partition I = JUM U(I\(JUM))

5.7. Fin de la preuve du théoréme 5.1

Fixons une partition [1,r] = J; UJ2 U Js et reprenons les notations introduites dans le
lemme 5.14. Dans toute la suite, nous appellerons par abus 7T le revétement sur CetT
celui sur C’. Nous devons comparer les cohomologies de de Rham de 7 et de 7’. Pour
cela, on considere les inclusions C' — C —|Y;[x= {s € &,,¥i € I,|z}(s)| < 1}. Nous allons
commencer par une description plus simple de |Y7[x, fournie par :

Lemme 5.15. I existe une Op-algebre w-adiquement compléte et formellement lisse B
et un isomorphisme

Y[+ Sp(B®o, L) x{Z = (Z1,---,2Z,) €B} : Z° = w)}
envoyant Z; sur .

Démonstration. Le morphisme étale Op(Xy,...,Xq)/(X{*.. X% —w) — A induit, en
complétant (Xj,...,X,)-adiquement, un morphisme étale

~

Ri=0p [ X1, Xo ] (Xpg1,0 Xa) /(X0 X0 — ) — A,

D’aprés [2, (0.2.7)PROPOSITION], ]Y;[x= Spf(A)™9. Considérons le diagramme com-
mutatif suivant,

https://doi.org/10.1017/51474748024000082 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748024000082

30 D. Junger

A—s Alw B
o1,

Rjm —— F[Xr41,.., Xd]

dans lequel 6 est la projection modulo J = (X1,...,X,) et
Bi=A/w®p/eF[X 11, Xa] = A/ (wA+ T A).

Observons que linclusion canonique ¢ : F[X,11,...,X4] < R/w est une section de 6.
Comme R — A est étale, la section ¢ se reléeve en une section s: B — A/w En effet,
B est lisse sur F car étale sur F[X,11,...,X4] par changement de base de R/w — A/w
Ainsi, le morphisme naturel B = A/(wA + JA) se releve en un morphisme B — A/w
car fl/ w est complet pour la topologie J-adique. Pour vérifier que 1'on obtient bien la
section recherchée, il suffit de montrer que ce morphisme est compatible a ¢ en le réduisant
modulo J ce qui est vrai par construction.

Par le théoreme d’Elkik [16, THEOREME fin section IT p568], on peut relever B en
une Og-algebre lisse B. Ainsi, en reprenant les arguments de la construction de s, on voit
que B — fl/w se releve en un morphisme B — A puis en B— /1, ou B est la complétion
w-adique de B. Le diagramme commutatif

—

—

Wl —

Ajw ——

fournit un morphisme 8 : B[Zy,...,Z,] /(Z3...Z% —w) — A envoyant Z; sur z¥. Par
Nakayama topologique, § est un isomorphisme car il Pest modulo (Z,...,Z,,w) par
construction. On conclut en passant a la fibre génerique.

Notons S =Sp(B®o, L) et X ={Z = (Z,---,2,) € ]E%TL : Z* =w}. Le lemme ci-dessus
fournit un diagramme commutatif

C’ C 1Yi(x
[
SxC’ SxC SxX

ot C' et C’ sont les espaces par
C={s e X|1Z;,(s)| <\ |Zj, (s)| = B,1Zjs ()| < B, Vi € I},
C'={s € X[1Z;,(s)| < A |Zjo(5)| = B,|Zjs (s)| = B, Yk € Ji}-

On se place maintenant dans le cas ou X est semi-stable ie. Vi € I,a; = 1. Alors, en
exprimant Z; en fonction des variables Zs, -+, Z,., nous pourrons voir les espaces C, C’
comme des tores monomiaux géométriquement connexes. Comme on peut raisonner sur
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chaque composante de S, on suppose de méme S connexe. Enfin, quitte a étendre les
scalaires, on suppose le corps de base L complet algébriquement clos.

Lemme 5.16. Les torseurs [T] et [T'] admettent des décompositions en sommes [Ty X
Cl+[SxTs] et [Ty xC'N+[SxTJ] oo Ty =T, (resp. Ta, T3) est un pn-torseur sur S
(resp. C, C").

Démonstration. On raisonne sur C, 'argument sera le méme pour C’. Introduisons le
diagramme

SxCc 2, ¢

S

S —*% 4 SpL.

On se donne ¢y € C' un point géométrique et on note ¢ : cg xS — C' x S. D’apres la suite
spectrale de Leray, on a une suite exacte :

WO(C) m(C) R

0_>R SO*,U —>R P n, SXCHQP*R Pri,«Mn, SXC—>R QD*/J.,LS —>R PxUn,SxC -

Les morphismes induits R' ¢* et R?/* fournissent des inverses & droite de R! pri et R? pri,
d’ot1 une suite exacte de faisceaux scindée :

7o (C)

0— (R" ¢ufins) —>R1<P*Mn sxC = PRI Priain sxc — 0

et une identification @, R! DI shin, §xC =2 ker(R1 t*).

Les fleches naturelles compatibles H, (C,u,,) — HE, (U x C, 1) induisent un morphisme
entre le préfaisceau constant Hét(C, tn)|s et le préfaisceau U — Hét(U x C, liy,). En passant
au faisceau associé, on obtient un morphisme naturel § : H} (C, )]s — R DI, s fbn, SxC -
Le faisceau pri, «fin, sxc est surconvergent en tant qu’image directe d’un faisceau constant
(& quelques twists & la Tate pres), on a d’apres [9, Th. 3.7.3] (R pr .« fin sxc)s ZH, (O, )
pour tout point s € S et § est un isomorphisme.

Comme S et C sont connexes, on a, en prenant les sections globales, une suite exacte
scindée

0 — H (S, ptn) = H (S % C i) = Hi (Copin) — 0

avec H}, (C,uy,) = ker(¢*). Mais, on a un morphisme injectif H, (C, ) — H}, (S x C, i)
induit par pri. Il reste & prouver que ker(:*) = im(prj). Le morphisme prj envoie un
revétement 7 sur S x 7T et ¢* envoie 7' sur S x C vers sa restriction & S x cg =2 S. Il est aisé
de voir que t*opri =0 (i.e., im(pry) C ker(¢*)). Mais ces deux groupes ont tous deux pour
ordre |HZ, (C,pun)| < o0 (cf 5.6 et 5.7), ils sont donc confondus. On a donc la décomposition

Hei (S x C, ) = im(pry) &im(pr3).

L’énoncé est une traduction en termes de torseurs de cette égalité.
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L’espace T1 x 1, T2 est un revétement de 7 de groupe de Galois H = {(g,g7 %) : g € pn}
et un revétement de S x C de groupe de Galois 2. On obtient 1’égalité par Kiinneth :

Hip(T) =Hip(Tixc T2)" = ( €@ Hin(Ti x T2)xax2])”

X1, X2€EH,,

D P (TN @HE (T:)[.

Q1+92=qxep,
De méme pour 77 x 1, T3 par rapport & T’ et Sx C’, on a
Hin(T)= D D W) oHE(T) -
q1+q2= QXG,u,/
On en déduit le diagramme commutatif

Hig(T)—— @ & HiR(T)@HR(T)N] -

(11"1‘112:‘1)(6;47VL

l@ql-,qu(ld@”)

Hig(T)—— @& & HiR(T)©Hi (TN

qﬁ-qz:qxeux

Mais d’aprées 5.10, la fleche ¢* est un isomorphisme et les deux fleches verticales sont des
bijections. On peut alors appliquer 5.14 pour prouver le théoreme 5.1.

Supposons maintenant X semi-stable généralisé et m = Id. On considére le tore
monomial

d

Y ={Z=(T,%1,,20) : T[[ 20" = w et |T| < \/0,|Z;, ()] < \,|Zs, (5)| = B,|Zs ()] < BYjx € T}
i=0

et on peut écrire C' =Y (T'/0). En raisonnant de méme sur C’, on observe I’isomorphisme

HiR(C) =HjR(C") d’apres 5.10 et on en déduit Hjp (S x C) = H}j (S x C”) par Kiinneth.

6. Cohomologie de de Rham du premier revétement de la tour de Drinfeld

Le but de ce chapitre est de calculer la ‘partie cuspidale’ de la cohomologie de de Rham
de X!, Cela utilise tous les résultats obtenus jusqu’a présent. Dans tout ce chapitre nous
noterons

N=¢"' -1, Ky =K(w¥).
Théoréme 6.1. Soit 0 : deﬂ — IU(J*\, un caractere primitif. Il existe un isomorphisme n

HdR c @ Hrlg c DL]?‘ /kN)[e]
s€EBTH

et Hig (X )[0] =0 pour r #d.
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Pour démontrer le théoreme, on étudie la suite spectrale de Cech associée au
recouvrement par les tubes (dans ¥') au-dessus des composantes irréductibles de la fibre
spéciale de H‘ék (i.e., au recouvrement par la famille d’ouverts (Zlost(s))seg’]’o) :

E;T’S = @ H(SiR,c(ElOst(a)) = HSE{,TL(El)
cEBT,

Par dualité de Poincaré 2.2, on se ramene a étudier HQR(EéSt(U)). Nous montrerons
(cf. paragraphe 6.1) que, pour s € BTp, on a un isomorphisme n

d = .
q (Elv 0] = chflig,c(DLJF J/KN)[0] sir=d
AR ARy, Ost(s) 0 sinon
et (cf. paragraphe 6.2) que HSR,C(E%)S“G))[Q] =0 pour dim(c) > 1. Ces deux résultats,
dont la preuve utilise de maniére cruciale le théoreme 5.1, montrent la dégénérescence de
la suite spectrale et permettent de conclure la preuve du théoreme 6.1.

6.1. Le tube au-dessus d’une composante irréductible

Le but de ce paragraphe est de calculer la cohomologie de de Rham du tube au-
dessus d’une composante irréductible (i.e., HSR(E%)St(S)), plus précisément de démontrer
le résultat suivant) :

Proposition 6.2. Si s e BTy est un sommet, il existe un isomorphisme n

iR, (T k )[6] = HY, .(DLg /KN)[6] sir=d
dR,c\~ Ky, Ost(s) 0 .

sinon

D’apres le théoreme 5.1 et la discussion dans le paragraphe précédent on a un
isomorphisme naturel (induit par la restriction)

Pour étudier Hjx(X1), nous devons rendre explicite le lien entre X! et la variété
de Deligne-Lusztig DL%. Ce lien est établi dans [32, 2.3.8], mais nous allons donner
I’argument pour le confort du lecteur.

Lemme 6.3. La restriction E}v{ s du premier revétement au-dessus d’un sommet admet
N

un modele entier lisse ié dont la fibre spéciale ii est 1somorphe a la variété de Deligne-
Lusztig DL%.
De plus, lisomorphisme ci-dessus est GLg41(Og) X F;d+1 -équivariant.

Gréce au lemme précédent et & 2.3 on obtient des isomorphismes GLg41(Ok) x OF,/
(1+IIpOp)-équivariants

T ~ T (S ~ TIT >
dR(E}(N,s) = Hrig(ZS/KN) = Hrig(DLg /KN)7

ce qui termine la preuve de la proposition 6.2.
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Démonstration. On peut supposer que s est le sommet standard. L’énoncé du

théoreme 3.5 introduit une fonction inversible w; sur H‘;{ , voire méme sur Hdk s
N, N’

1
1 — T4 N H ; d 1 ; p
telle que ERN,S = ]HIIV(N’S(u1 ). La normalisation de Hg, s dans EI“(N, fournit un modele

~ i
entier ¥! = H%K <(u¥) de fibre spéciale
N

S =m (u]).

s F,s

1
D’apres 4.1, le revétement de type Kummer H%s(uf’ ) admet un isomorphisme de“—

équivariant vers DL%. Le reste de la preuve consiste a montrer qu’il est de plus G° :=
GL4+1(Ok)-équivariant.

Rappelons que toutes les actions possibles de G° sur ii ou sur X! commutant avec le
revétement se déduisent I’'une de ’autre en tordant par un caractere

X € Hom(G®, un (F)) = F*,

d’aprés [26, Remarque 4.12]. Plus précisément, pour T une racine N-iéme de u; dans
ﬁ(ii) = ﬁ(DL%) ou dans O(X!), le caractere x associé a deux actions de G° notées
g+ [g]1 et g [g]2 est donné par x(g) = [g]1-T/[g]z2-T. On en déduit aussi que l'on a
une bijection entre les actions de G° sur ii et celles sur X! qui préserve les caracteres x.

Nous étudions maintenant le cas ol g — [g]1 (resp. g — [g]2) est laction provenant

de ! (resp. de DL%). Il s’agit de prouver que le caractére obtenu est trivial. On voit

aisément que ce dernier se factorise via la fleche G° det, OF — F* car 1+ wOg est N-
divisible. Comme F* est cyclique, il suffit de raisonner sur une matrice g € G° telle que
det g engendre F* et sur la fibre d’un point y € H‘ék (O ) fixé par g.

Expliquons comment choisir cette matrice. Observons que la norme N : F;d 41— F* est
surjective'?. On se donne \ € Fat1 un élément dont la norme engendre F* si bien que
Fya+1 = F[A] et le polynéme minimal sur F de A est de degré d+ 1. De plus, n’importe
quel relevé unitaire P sur O est encore irréductible de degré d+ 1. Donnons-nous une
matrice g € My11(Ofk) de polynome caractéristique P (par exemple la matrice compagnon
associée). Ainsi, g est dans G°, réguliere elliptique et son déterminant engendre F*.

L’élément g admet d+ 1 points fixes distincts dans P4(O¢) qui correspondent aux
droites propres de g dans C%t!. Montrons qu’elles sont toutes dans Hil(’ (). Pour cela,
pour tout vecteur propre v € C4t1 que l'on suppose unimodulaire & normalisation prés,
nous devons prouver que les coordonnées de v modulo w sont libres sur F. Supposons
que ce ne soit pas le cas et prenons a € F4+1\{0} tel que (a,v) = 0. Ainsi

((9)'a.v) = (a.gv) = Ma,v) =0

et v NF4HL est stable sous Paction de gt. Comme le polynome caractéristique P de g*
est irréductible sur'® F, vt NFI*t =4t je. v =0, d’olt une contradiction.

2y s'agit de la fleche z — ™.
13 Les sous-espaces stables sont en bijection avec les facteurs de P.
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Prenons y € Hflof(,s(OC) le point fixe de g correspondant & la valeur propre A et
y e H% s(?) sa spécialisation. D’apres 4.1, un point x € DL%(F) corresponds a un vecteur

x = (zg,...,xq) dans F tel que ii(z) = 1. De plus, = est dans la fibre 7=1(7),
si z engendre la droite 7. Dans ce cas, [g]o -z = Az. Mais d’apres la description de
I’isomorphisme DL%(F) 5 H%’S(ulﬁ) donnée dans 4.2, on a T = % et donc [g]z- T =A"1T
sur 7 1(7).

Decrivons maintenant 1’action provenant du premier revétement X!. D’apres'* [26,
Corollaire 3.10], la restriction X[IIp]s des points de torsion du module universel X[IIp]
au dessus du sommet s est affine de sections

0(X[lpls) = OHE, )IT)/ (T —wu T).

Rappelons que ¢(1) = O(X[Mpl,)[1/T,1/w] et T = wyT dans O(X!)® Ky. Ainsi,
calculer [g], -T dans @(X[[p]s) revient & déterminer [g]; -7 dans €(X!) ou dans
7 (ii) Plagons-nous donc sur &(X[IIp]s) et plus précisément sur 'idéal d’augmentation
I= @f;l Tiﬁ(H‘ék,s) de O(X[IIp]s). La description précédente de I'idéal d’augmentation
est en fait la décomposition en partie isotypique pour l'action de O{d +1)(C 03). Le
cotangent de X[IIp],s s’écrit :

I/T* =TO(X[Upl,)/T*O(X[Upls) = T-O(Hp, ,)/w.
Mais, on a aussi
I/T* = (LieX[Ilp],)" = ker(Il : LieX, — LieX,)" = (LieX,)" /Ilp . (Lie X,)",

il suffit donc de montrer que de comprendre 'action de la matrice g fixée sur la partie
isotypique (LieX;)q|5 correspondante.

Utilisons la théorie de Cartier pour décrire le plan tangent. D’apres 3.3, un point fermé
z € H%(ﬁ) correspond & un couple'® (X,p) olt X est un Op-module formel spécial sur
F et p une quasi-isogénie ® — X de hauteur 0. Aux modules X et ® correspondent des
modules de Cartier Mx et Mg sur'® O (F,V) (ainsi qu'un opérateur II qui commute
a F, V) qui sont libres de rang 4 sur Oy et la quasi-isogénie p induit un isomorphisme
M X[l] = Mé[l] Nous allons chercher & déterminer dans la suite les couples (Mx,p) qui
correspondent aux points de Hd (F) C Hd(IF) Pour cela, nous aurons besoin de quelques
résultats classiques sur les modules de Cartier spéciaux.

L'action de O(gq1) sur Mx et Mg induit des Z/(d + 1)Z-graduations Mx =
ZieZ/(dH)ZMX,i (de méme pour Mg) suivant les plongements de 441y dans Op.
Les opérateurs V, II sont de degré 1 et F est de degré —1. On a le résultat classique
suivant :

“Enoncé que Pon peut déja trouver dans la preuve de [32, (2.3.7)]
BLe probleme modulaire fait aussi intervenir une rigidification ¢ que nous ne mentionnerons
pas.

16y, [4, I11.1.2 et 11.1.3] la description de cette algébre non-commutative.
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Lemme 6.4. Soit X/F un Op-module formel spécial de dimension (d+1) et de hauteur
(d+1)% et Mx le module de Cartier associé. On a les points suivants :

1. On a une identification Lie X = Mx /V Mx et les parties isotypiques sont de la forme
(LleX),L = MX,i/VMX,'L—l .

2. Pour tout i € Z/(d+ 1)Z, on a [Mx;VMx;—1] = [Mx;;JIMx ;1] =1 et
[Mx, s, FMx i11] =d.
3. Soiti € Z/(d+1)Z, les points suivants sont équivalents :
) II: (LieX); — (Lie X ); 41 est nulle,
) OMx,, CVMx,,
c) IMx ;,=VMx;,
) Mx i1 #1IMx ;+VMx 4,
(e) Mx MXZIH(X)@K O ot M)‘éz T={me Mx,;:Vm=1IIm}.
Lorsque ces hypothéses sont vérifiées, on dit que i est un indice critique.

(a
(b
(
(d

4. 1l existe au moins un indice critique.

Démonstration. Pour 1., la deuxiéme assertion découle de la premieére qui est prouvée
dans [36, Th. 4.23]. Le reste a été prouvé dans [4, §I1.5] quand d = 1. La traduction de ces
arguments en dimension quelconque est transparente, mais nous en donnons quelques
explications succinctes. Pour 2. 1'égalité [Mx ;,VMx ,_1] = 1 provient du caractere
spécial. Le reste se déduit du fait que II, V, F' commutent entre eux, et des identités
[Mx,wMx] = (d+1)? (la hauteur de X) et FV =119 = . Pour 3., (a) et (b) sont
équivalents d’apres 1. Le point 2. fournit le sens non-trivial de I’équivalence de (c¢) avec
(a), (b) (idem pour (d) < (c)). Pour (¢) = (e), on applique la classification de Dieudonné-
Manin a lisocrystal (Mx ;[1/p],V ~'1I) (Pautre sens est clair). Pour 4., on observe que la
fleche 19t = o : Mx /VMx — Mx /V Mx est nulle.

Pour simplifier, nous supposerons que tous les indices de Mg sont critiques. Dans ce
cas, un couple (My,p) est dans H% () si et seulement si pMx q = Mg q et d est le seul
indice critique de Mx. Pour un tel couple, on a une suite d’inclusion

wMx 4 C HdMX,o C Mx 4

qui définit une droite (d’apres le point 4. et 2. de 6.4) D := HdMX’O/wMX’d dans
Mx q/wMx 4 et donc une fleche

i H%’S(F) — P(Mx q/wMx,q) = PYF).
Gréce au point 3. (e) de 6.4, on peut identifier

P(MY /@) =P(F), P(Mxa/w)\ )  H=P@E\ |J H
HeP(MY ' /w) He[P’d(]F)
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et GLg41(F) = GL((M)‘?;;H/ZU). On en déduit une action de G° par inflation
PYUF)\Upepae) H- Gréce & ces constructions, on peut décrire explicitement la restriction
de l'isomorphisme dans 3.3 sur les points géométriques de H% o

Lemme 6.5. L’application v définie précédemment induit une bijection G°-équivariante :

HE (F)SPUE)N\ | H
HeP4(F)

Démonstration. Notons qu’un couple (Mx,p) dans ]HI% S(F) est déterminé par la donnée

des inclusions pMx ; C Mc}[%]. Par hypothese, il suffit d’étudier les cas i # d. Comme
aucun de ces indices ne sont critiques, on a les identités (cf 3. (d) dans 6.4)

Mx 1 =VMxo+IMx,o, -, Mxaqg-1=VMxg-2+IIMx 42

et le sous-module My o détermine Mx 1,...,Mx 4—1. Revenons a 1, la droite
Hdeyo/wa,d C MX,d/WMX,d détermine pHdMXﬁ (car pMx 4 et pwMx 4 sont
fixés) et donc le module pMx o par injectivité de la multiplication par II. Dit autrement,
I’application 1 est injective.

Il reste & prouver que l'image de cette fleche est 'ouvert décrit dans ’énoncé. Prenons
un couple (Mx,p) € H%(F) tel que pMx ¢ = Mg 4 et on fixe mo € Mx 0\VMx 4. En
particulier, mg engendre Lie(X )q. Le point crucial est d’observer 1’équivalence suivante : d
est le seul indice critique si et seulement si (H’Vd ‘myg); est une F-base de M x,d/wMx 4.
Supposons le deuxieme hypothese, le module suivant est contenue dans VMx q—1 et est
d’indice 1 dans Mx 4

OIV( ~Vdmo+~-+(9f<~VHd*1mo +7DMX,(1.

Il est donc confondu avec VMx 41 d’apres le point 2. de 6.4. Ainsi, M%myg engendre
Lie(X)q et la fleche T19 : Lie(X)o — Lie(X)q est non nulle ce qui montre que d est le
seul indice critique. Réciproquement, supposons les indices 0,...,d —1 non critiques et
établissons d’abord par récurrence sur 0 < k <d :

MX,k:OR-'Vkmo—FOk'Vk71Hm0+..._|_OR,Hkm0+vk+lMX,d’
VMX,k:—l :Of{.Vkm()""of{'Vk_leO+"'+O}“('VHk_lm()—‘rVk—i_lMX’d

Le cas k =0 est une conséquence directe de la définition de mg. Pour I’hérédité, cela
découle de la relation Mx 41 =IIMx , +VMx  pour k # d. Quand k vaut d, on en
déduit que la famille (HZVd ‘mg); engendre

Mx a/VT I My g = Mx q/TI My g = Mx q/wMx 4

et est donc une base par argument de dimension.

Pour terminer la preuve, écrivons II%mg = >, a;x; dans une base (x;); de Mx 4 par des
717 -1 .
éléments de M)‘(/,d T On obtient alors dans Mx q/wMx g4

M4 Vimg = (I V) me = 3 0}/
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Le méme argument que dans la preuve de 4.1 montre que (II'V%%my); est une F-base de
Mx 4/wwMx g siet seulement si F-Vémg € P4(F)\ Upepar) H si et seulement si F-Tmg €

PYEN\ U epae H

Nous appellerons l'isomorphisme précédent morphisme des périodes. Nous pouvons
maintenant terminer la preuve du résultat. Reprenons la matrice ¢ construite
précédemment ainsi que la droite propre 7 € H%S(F) associée a la valeur propre A.
Via l'application des périodes, cette droite détermine un couple (Mx,p) pour lequel ¢
agit par multiplication par A sur D := II¢M x,0/wMx,q. En reprenant les arguments
de la preuve du lemme précédent, les générateurs de D engendrent Lie(X)y; ou g¢
agit donc par multiplication par A sur Lie(X),. Comme l'indice d est critique, on a
Lie(X)4 = ker(II : Lie(X )4 — Lie(X)o) d’ott [g]; - T = AT sur 7~ 1(y) par dualité. Le
résultat s’en déduit.

6.2. Le tube au-dessus d’une intersection de composantes irréductibles

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant :

Proposition 6.6. Sio est un simpleze de dimension non nulle, alors HﬂR C(E%)st(g))[ﬂ =0
pour tout j et tout caractere primitif 6.

En utilisant 'action de G, on peut supposer que o est un simplexe standard (en
particulier, on a o = {[M;]}; avec My = O%™), de dimension k > 1 et de type (eg,....ex).
D’apres le théoreme 5.1, on dispose d’un isomorphisme naturel

HéR(Eést(a))[e] HiiR ZOst U EOst(s HQR(E}J")W]
s¢o
On a, d’apres le théoréeme 3.5
1
ZOSt( ) T H?( Ost(s) ((wul) v )
avec u; = (—1)% [LoceE,)e+1\ (0 W avec z = [zg, - ,24] un systéme de variable

sur 'espace projectif IP’?( adapté a o. Nous souhaitons restreindre le torseur k(wuq) a
HC}(’& car El - EOst(s On rappelle [10, 6.4] que cet espace admet une décomposition

k
Hg& = A x [[Ceim1 = Ak x Co,
i=0
ou A et Ce,_1,C, sont les espaces introduits dans le paragraphe 3.3. Nous allons exhiber
une décomposition similaire pour les torseurs. Introduisons avant quelques notations. Pour
a unimodulaire ie. a € Mo\wMy, i(a) sera I'unique entier tel que a € M;(q)\M;(q)—1

Lemme 6.7. Soient S un ensemble fini de vecteur unimodulaire et (ag)qcs des entiers
de somme nulle!” et soit Q = [I,cslye. Notons

7sans perte de généralité, on peut supposer que S contient les variables (2;)o<i<d
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Qa, =[] =i, € 07 (Av),

a€sS

Il eziste des sections Qc,, , € 0*(Ce,-1), chacune étant un produit homogene de degré 0

de formes linéaire tel que

Q=Qa,Qc,, .- Qc., . =Qa,Qc,(mod 1+ ¢+ (HY, ,))
avec Qc, = cho—l"'QCek—l € 0*(Cy)

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour les fractions de la forme % On
rappelle que 'on a introduit des sous-modules N; C M; tels que :
Mk :NQ@"‘@Nk
Mi :NOEB@Nl@wNZ_A'_lEB@ka
On peut alors décomposer a = a; +az avec a; dans Ny(,) unimodulaire, az dans M;,)_1-
On a
li _ Zdt(a) lal +la2 Zd'L(a) lal

= (1+--2).
Zd Zd Zdi(a) Zd Zdi(a) lal

% dans 0*(C,,—1) (cf 3.1) et é“—z dans
a) “

i(

Le terme Z(IZ% est dans 0*(Ayg), la fraction

ﬁ**(H% ) par définition de H;{( ;- De plus, la fraction Qa, = i@ 4 1a forme voulue

& zd

ce qui conclut la preuve de I’énoncé.

D’apres ce qui précede (et en utilisant le fait que N est premier a p, donc toute fonction
f telle que |f—1| <1 est une puissance N-iéme), on peut décomposer u; = ua, uc,
(mod O* (Hcfl{ &)N). Introduisons les py-revétements

Ta, = An(uf) et To, = Co((wuc,)'™).
Soit H lantidiagonale de u%;. On a
55 = (A x Co)(@ua,ue,)V™) = (Ta, i Te, ) /H.

Lemme 6.8. L’espace T4, a ¢™ —1 composantes géométriques avec m = PGCD(d +
17607 e 7ek)'

Démonstration. Notons que Ay est un tore monomial semi-ouvert. En effet,

A ={y= (o, yh—1) EBE|1> |yp_1| > > |yo| > ||}

et on réalise le changement de variable xg = Z—‘l), T = %, -s,Tp_1 = Yp_1 pour obtenir'®
nk
A= {.’E = (1‘0,--- ,xk,l) € Bf{ 1> |£C0---(Ek,1| > |w|}
18gur le systéme de coordonnées [zo,...,zq] de espace projectif ambiant, les variables (y;); et

Zd
Zd

i

N Zq
(x4); correspondent & y; = et i = .
i1
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De plus, on a (cf 6.7)

k—1 5 k—1 k—1
di\j; i Bi++Br—1
uAkzll( )ﬁzllyifllxi
; Zd . "
1=0 1=0 =0

ot i = |(Mi/wMo)\(Miy1/wMy)| = ¢*+' =%+ (g% —1).
Le nombre de composantes connexes géométriques my de T4, est (cf [26, Proposition
4.1.])

T = PGCD(NaBO +--- +Bk715 e 7ﬁk¢71) = PGCD(NaBOa et 7ﬁk71) = qm -1
La partie isotypique en 6 est donnée par :
W (C)0 = D Wi (Ta,) 018G (Tc, ) (6]
Jit+j2=j

On voit # comme un élément de Z/NZ. Le nombre de composantes connexes
géométriques de Ty, est de la forme ¢ — 1 et par primitivité de 6, N/(¢™ — 1) ne divise
pas 0 dans Z/NZ. On a alors H) (T4, )[0] =0 d’apres 5.11. Ainsi,

Hip(S3)[6] = 0.

Ce qui conclut la preuve de la proposition 6.6.

6.3. Réalisation de la correspondance de Langlands locale
Dans cette partie, nous allons décrire la cohomologie des espaces ML, et montrer qu’elle
réalise la correspondance de Jacquet-Langlands. On étendra les scalaires a C' pour tous
les espaces considérés en fibre générique.

On pourra simplifier le produit G x D* en GD. On a une ‘valuation’ sur GD :

vep : (9,0) € GD — vi (det(g) Nr(b)) € Z.

On introduit alors pour i =0 ou i =d+1, [GD); = v5p,(iZ) et [G); = GN[GD];, [D]; =
*N[GD];. Ainsi, on a des inclusions de OF,, G dans [GD]

be O s (1d,b) € [GD]o
g€ G (g,11,%"9) e [GD),

mais les deux sous-groupes ne commutent pas entre eux.

Passons aux représentations qui vont nous intéresser. Nous définissons d’abord des
représentations sur GLg11(O)w? x O%hw? que nous étendrons & GD par induction.
Fixons 6 un caractere primitif de FZ‘”I et des isomorphismes OF,/1+1IpOp = IFZ(HI :

e 0 sera vu comme une [D];;-représentation via (’)’bwZ - 05 — ]F;d+1,
e Ty sera la représentation associée a 6 sur GLdH(]Fq) via la correspondance

de Deligne-Lusztig. On la voit comme une GLgy;(Ok)w?-représentation via
GLd+1((’)K)wZ — GLd+1(]Fq).
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Par induction, on obtient :

e une représentation 7(6) de G, ou 7(0) = c—indng+1(OK)wz Tg. Il pourra étre utile

d[G d+1
GLg4+1(Ok

e une D*-représentation p(6) = c- 1nd[D]dJrl 6.

de considérer 7(f) = c-in )WZ g et d’écrire 7(0) = c—i]ad[c‘é;]d+1 7(0),

Nous avons défini une action de GD sur M1, qui s’identifie non canoniquement a ' x Z.
Si on confond X! avec Xt x {0} € M}, /w? 2 ¥ x Z/(d+1)Z, on obtient une action sur
¥! de son stabilisateur [GD)]g1.

Pour énoncer la correspondance de Langlands, nous aurons besoin de la cohomologie
de M1,,.. On a la relation :

HiiR,c(MlDr/wZ) = C'ind%DD]d_H HéR,c(Zl)'

Nous allons montrer :

Théoréme 6.9. Soit 0 un caractére primitif, on a un isomorphisme G-équivariant :

()4 sii=d,

0 sinon.

Hom p- (p(0), Hyr,o(Mp, /@")/C)) = {

Démonstration. Siis d, nous avons déja prouvé I'annulation de la cohomologie. Posons
dorénavant i =d, on a :

Homp- (p(0),H dR c((MDr/w )/C)) =Homp- (C'ind[D lat1 0, c- lnd[GD]d_H HdR C(Elc))
=Hom/p),,, (6, c- md[G]d+1 HdR (Z6))
= C- lnd[G]d+1 HOm]F a1 (H’HdR,C(EC))

=C- lnd[G]d+1 HdR C(EC))[Q]
= C_lnd[G]d+1 ()G urs (6.1)
= c—ind[%]uprl res[] ., (c—ind[%]dH 7(0))

= C—ind[%]dH( @ cz(7(0)))

z€G/[Gla+1
= P cindfy,,, c(7(0)
z€G/[Glat1
— 7r(9)|C¥/[G]d+1\ - W(@)dﬂ.

[Glat+1
GLay1 (O )w? T0-

g ﬁ(ﬂ)(m lgz). Pour lavant-derniére égalité, on a utilisé la formule de Mackey
c- md[G]d ¢ (7(0)) =7 (0).
+1

On rappelle que 7(0) = c-ind On a noté c¢,(7(0)) la représentation
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