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P . Scherk a posé le problème suivant (Canadian 
Mathematical Bulletin, vol .4 , no. 3, 1961, p. 306, problème 49): 

Let x(t) and y(t) be two differentiable functions defined 
2 2 

dx dy 
in some interval. Does the function (-7") + (~r~) have the 

vdt Mt 
Darboux property? 

La réponse est négative. En effet, Witold Wilkosz 
(Some proper t ies of derivative functions, Fundam. Math. 
vo l .2 , 1921, p. 145-154) a montré (p. 146-147 loc. cit. ) que 
la fonction 

<j>(x) = < 

cos —, si x 4 0 
X 

0 , si x = 0 

est une fonction dérivée. Posons 

+(x) = ( 

sin —, si x 4 0 
x 

0 , si x = 0 . 
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En r e m p l a ç a n t j dans le r a i s o n n e m e n t de Wi lkosz , la fonction 

' . 2 1 
x sin —, si x 4 0 

F(x) = , p a r la fonct ion 

0 , s i x = 0 

G(x) = 

2 1 . 
x cos —, sx x 4 0 

X 

0, si x = 0 
on t r o u v e que ^{x.) e s t a u s s i 

• 2 2 
une fonction d é r i v é e . Ma i s on a <j> (x) + ijj (x) = 

12 2 
donc la fonction h(x) = <j> (x) -F I(J (x) e s t dépou rvue de la 
p r o p r i é t é e de Da rboux . Ce r é s u l t a t a é té s igna lé a u s s i p a r 
M. Ios i fescu (Asup ra p r o d u s u l u i a doua d e r i v a t e , C o m u n i c a r i l e 
A c a d é m i e ! R. P . R. , vo l . 7, no . 3 (1957), p . 319-321) . 

On a tout de m ê m e : 

' Si f e s t une fonction cont inue s u r ( a , b ) et si g e s t 
une fonction de la p r e m i è r e c l a s s e de B a i r e et j o u i s s a n t de la 
p r o p r i é t é de D a r b o u x s u r ( a , b ) , a l o r s f -F g jou i t de la 
p r o p r i é t é de D a r b o u x . 

Démon s t r a t i o n . I. M a x i m off a é tab l i le t h é o r è m e su ivant : 
P o u r qu1 une fonction g , de la p r e m i è r e c l a s s e de B a i r e , 
j o u i s s e de la p r o p r i é t é de D a r b o u x s u r ( a , b ) , il faut et il 
suffit que g soi t , en chaque point xe ( a , b ) , con t inue p a r 
r a p p o r t a un c e r t a i n e n s e m b l e p a r f a i t P , con tenan t x , 
et dont x e s t un point de d e u x i è m e e s p è c e (Sur l e s fonct ions 
ayan t la p r o p r i é t é de Darboux . P r a c e M a t . - F i z . vo l . 43 (1936), 
p . 241-265) . On dédui t a i n s i , de ce que g e s t de la p r e m i è r e 

2 
c l a s s e et joui t de la p r o p r i é t é de D a r b o u x , que g joui t a u s s i 
de la p r o p r i é t é de D a r b o u x (et e s t , b ien en tendu , de la p r e m i è r e 
c l a s s e ) . De ce que f e s t cont inue on dédui t , en u t i l i s a n t de 
nouveau le t h é o r è m e de M a x i m off (la suf f i sance de la cond i t ion) , 

? 2 
que f (x) + g (x) jou i t de la p r o p r i é t é de D a r b o u x . 
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Corol la i re . Si f est continue et g est la dérivée d'une 
fonction continue, a lors f̂  -f g^ jouit de la propriété de Darboux. 
Un effet, on sait que la dérivée - finie ou infinie, df une fonction 
continue, jouit de la propriété de Darboux et est de la p remière 
c lasse de Bai re . 

Remarque. Si g est la dérivée d1 une fonction discontinue, 
a lors le corollaire c i -dessus n*est plus vra i . En effet,, soit 

0 , si x ^ O 
g(x) -

oo , si x = 0 

/ 
1 , si x < 0 

et 
0 , si x = 0 

g est la dérivée de la fonction G{x) = 

( +1 , si x > 0 

il es t évident que g ne jouit pas de la propriété de Darboux. 

On a auss i : 

Si f et g sont des fonctions bornées et approximativement 
continues, a lors f , g , r et g^ sont des fonctions dér ivées . 

Démonstration. En ver tu d1 un théorème de Denjoy (Sur 
une propriété des fonctions dérivées, Enseignement Math. 18 
(1916), p. 320-328} toute fonction bornée et approximativement 
continue est une dér ivée; donc f et g sont des dér ivées . 
D! autre part , en ver tu d1 un théorème de Wilkosz (loc. cit. p. 150), 
si f et g sont des dérivées bornées et approximativement 
continues, a lors f4, et g^ sont aussi des fonctions dér ivées . 

Problème. Si f est approximativement continue et si g 
est une dérivée-finie ou infinie - d1 une fonction continue, peut-

_ __ - . _________ _ 
on dire que f + g jouit de la propriété de Darboux? 

En utilisant des moyens plus puissants , on peut obtenir un 
résultat plus général , à savoir: 

Soient f et g deux dérivées approximatives finies. 
Supposons que f est continue en chaque point où g est 
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2 2 
d i s c o n t i n u e . E n c e s c o n d i t i o n s , f -f g j o u i t d e l a p r o p r i é t é 
d e D a r b o u x . 

D é m o n s t r a t i o n . U n e d é r i v é e a p p r o x i m a t i v e f i n i e j o u i t de 

l a p r o p r i é t é de D a r b o u x ( C . G o f f m a n - C . J . N e u g e b a u e r , On 

a p p r o x i m a t e d e r i v a t i v e , P r o c . A m e r . M a t h . S o c . 11 ( I 9 6 0 ) , 

p . 9 6 2 - 9 6 6 ) e t e s t d e l a p r e m i è r e c l a s s e d e B a i r e ( G . T o l s t o v , 

S u r l a d é r i v é e a p p r o x i m a t i v e e x a c t e , R e c . M a t h . M o s c o u 

( M a t . S b o r n i k ) N . S. 4 ( 1 9 3 8 ) , p . 4 9 9 - 5 0 4 ) . E n u t i l i s a n t l e 

m ê m e t h é o r è m e d e M a x i m o f f ( la n é c e s s i t é d e la c o n d i t i o n ) 

on d é d u i t q u e c h a c u n e d e s f o n c t i o n s f̂  e t gL e s t c o n t i n u e e n 

c h a q u e x , r e l a t i f à u n c e r t a i n e n s e m b l e p a r f a i t d o n t x e s t 

u n p o i n t d e d e u x i è m e e s p è c e . E n u t i l i s a n t de n o u v e a u l e 

t h é o r è m e d e M a x i m o f f ( l a s u f f i s a n c e d e l a c o n d i t i o n ) e t e n t e n a n t 

c o m p t e q u e f e t g^ s o n t de l a p r e m i è r e c l a s s e de B a i r e , on 

d é d u i t q u e ir e t g^ p o s s è d e n t l a p r o p r i é t é d e D a r b o u x . M a i s 

îr + g^ e s t d e l a p r e m i è r e c l a s s e d e B a i r e e t s a t i s f a i t l a 

c o n d i t i o n d u t h é o r è m e d e M a x i m o f f ( e n v e r t u d e c e q u e f e s t 

c o n t i n u e e n c h a q u e p o i n t où g e s t d i s c o n t i n u e ) , d o n c f̂  -f g 2 

j o u i t d e l a p r o p r i é t é d e D a r b o u x . 

R e m a r q u e . 1. D a n s t o u t e s l e s d é m o n s t r a t i o n s c i - d e s s u s , 

o n p e u t u t i l i s e r , a u l i e u d u t h é o r è m e d e M a x i m o f f , un t h é o r è m e 

d e W. H . Y o u n g (A t h e o r e m in t h e t h e o r y of f u n c t i o n s of a r e a l 

v a r i a b l e , R e n d i c o n t i d e l C i r c o l o M a t . P a l e r m o , v o l . 24 ( 1 9 0 7 ) , 

p . 1 8 7 - 1 9 2 ) , à s a v o i r : U n e c o n d i t i o n n é c e s s a i r e e t s u f f i s a n t e 

p o u r q u ' u n e f o n c t i o n f , d e l a p r e m i è r e c l a s s e d e B a i r e , 

j o u i s s e d e l a p r o p r i é t é d e D a r b o u x s u r ( a , b ) , e s t q u e p o u r 

c h a q u e x £ ( a , b ) e x i s t e n t d e u x s u i t e s x < x^ < . . . < x < . . . < 
1 2 n 

x < . . . < y < , . . < y < y , t e l l e s q u e l i m f (x ) = l i m f(y ) =f(x) . 
n ù 1 n n 

n->oo n-*oo 

2 . L a s o m m e d ' u n e f o n c t i o n f c o n t i n u e e t u n e f o n c t i o n 

g j o u i s s a n t d e l a p r o p r i é t é de D a r b o u x n e j o u i t p a s 

o b l i g a t o i r e m e n t d e l a p r o p r i é t é d e D a r b o u x . C e s t u n e 

c o n s é q u e n c e df u n t h é o r è m e de T . R a d a k o v i c ( U b e r D a r b o u s c h e 

u n d s t e t i g e F u n k t i o n e n , M o n a t s h e f t e f u r M a t h . 38 ( 1 9 3 1 ) , 

p . 1 1 7 - 1 2 2 ) . 

I n s t i t u t d e M a t h é m a t i q u e 

B u c a r e s t , r u e E m i n e s c u , 4 7 
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