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AVANT PROPOS

La the'orie am^ricaine de la credibilite est considered par nos
collegues am£ricains comme une piece-maitresse de la theorie
actuarielle ,,non life" (Longley Cook: An Introduction to Credibility
Theory). Elle a recu la consecration de 1'experience sur le marche
le plus large du monde. Dirigeants d'entreprises et autorites de
controle se sont accorded sur son emploi. Ce sont la des resultats
positifs qui ne peuvent que faire r^fle'chir tous les actuaires. ASTIN
a mis le probleme a l'ordre du jour du colloque de Lucerne en 1965.
Cette ann^e, la reunion d'Arnhem reprend le meme sujet, a juste
titre.

Mais il faut le constater, si les me~thodes d'adaptation ameri-
caines donnent des resultats pratiques indiscutables, elles ont ete
6tablies par des m^thodes pragmatiques, d'abord bashes sur certains
cas particuliers et admises, ex cathedra, en toute generality. Cette
situation laisse un sentiment de malaise et souleve de nombreuses
critiques. (Derron: Kredibilitat und Versicherungwesen) (Mayerson:
A Bayesan view of Credibility). La theorie de la credibi-
lity impose avant tout la recherche d'une base the'orique plus
valable.

La question est delicate. Elle touche directement au probleme de
l'infe'rence statistique qui constitue^entre probabilistes et statisti-
ciens un domaine tres controversy. La presente note apporte une
contribution tres subjective a la theorie americaine. Elle tend a
elargir le d^bat et conduit a la conclusion que l'^tablissement d'une
the'orie du comportement de l'assureur serait souhaitable. Dans une
telle the'orie, les mathe"matiques ont leur importance, mais elles
pr6supposent l'admission a priori de certaines regies d'inference.

Mais il n'en reste pas moins vrai que la the'orie americaine a
conduit a I'adoption de regies de decision, communes entre assureurs.
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l 6 LA THEORIE DU COMPORTEMENT

Elle a eu pour consequence une certaine unite de doctrine pratique.
Ce fait est remarquable.

EVENEMENTS QUASI-IMPOSSIBLES OU QUASI-CERTAINS

A. Notre connaissance du monde exterieur re"sulte de l'obser-
vation, de l'enregistrement et de Interpretation des faits. Beaucoup
d'eve'nements qui nous concernent sont aleatoires. Mais s'il existe
des circonstances qui nous permettent de croire qu'un eVenement
possede tres peu de chances de se re"aliser, alors nous admettons,
dans la vie courante, qu'il est quasi-impossible. II en est de m6me
des ev^nements quasi-certains. C'est Cournot qui a explicite" cette
regie fondamentale de notre comportement: si la probabilite d'un
evenement n'atteint pas un seuil minimal, alors V evenement est quasi
impossible.

Ce seuil minimum est largement subjectif; certains d'entre nous
osent plus que d'autres. Mais ce seuil peut &tre fixe par une conven-
tion supplementaire, entre utilisateurs (par exemple en statistique
ou en science actuarielle, en artillerie ou pour telle ou telle cate"gorie
de problemes, on admet, par exemple, i % ou 5 %)• C'est la une
regie de decision collective, a laquelle, a tort ou a raison tout le
monde se soumet.

La theorie du convportement pr6suppose l'introduction des deux
conventions precedentes. On peut discuter leur valeur logique: car
admettre qu'un evenement est quasi impossible ne veut pas dire
qu'il ne peut pas se produire. Au contraire, au cours d'une longue
serie d'epreuves il est presque certain d'arriver. Mais ces survenances
sont tellement sporadiques, a l'gchelle humaine, qu'on ,,convient"
de ne pas les prendre en consideration. Quant un tel Evenement
quasi impossible survient, on parle de ,,fatalit6".

Nous admettrons, dans la suite, que la convention de definition
des evenements quasi impossibles a 6te" precisee. Dans l'e'tablisse-
ment de la th^orie, il suffit d'admettre l'existence d'un seuil
minimal.

B. De ce qui precede, il resulte que si au cours de revolution de
certains phenomenes, leur probabilite tombe en dessous du seuil fixe par
la definition des evenements quasi impossibles, en vertu de la convention
etablie, Us seront systematiquement negliges dans notre comportement
habituel.
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En particulier, tous les ph6nomenes qui tombent sous la d^pen-
dance de la loi des grands nombres et de la tendance centrale,
conduisent a des eVenements quasi impossibles. C'est d'ailleurs a
ce titre que les lois limites du calcul des probability possedent
leurs veYitables titres pratiques.

Nous rappelons le the'oreme de Lindeberg-Levy de la tendance
centrale: Si I'on effectue une suite de n experiences relatives a la
mime variable aleatoire X, alors la variable aleatoire ,,cumul" definie
par:

Sn = #1 + X% + •+- Xn

subit Vattraction de la loi de Gauss et pour n, suffisament grand,
pratiquement:

3
( Sn — nEx ) f i «a

prob }<x < -—, < B > = ~j= e~i dt (i)
( ]/nax ^^\ J J/27C W

a

ou Ex et ax d6signent la valeur moyenne et l'e"cart quadratique de
la variable X.

C. En termes d'eV6nements quasi certains sym^triques, on
obtient de (i)

K
Au seuil de — , il est quasi certain que le cumul Sn appartiendra au

domaine:
nEx — pk ax ]/n < Sn < nEx + pn ax ]/n

avec ( k — i 2 5 io (2)
( pk = 2,58 2,33 4,96 4,65

Par exemple, si X est une variable de Poisson donnant le nombre

sinistres frappant un contrat avec: px=k = e~x — on obtient:

Au seuil de 5 %, il est quasi certain que le total n des sinistres de n
contrats e"changeables appartient au domaine:

rih — 1,96 X ]Jn ^ Sn ^ rik + 1,96 l]/n

De tels re"sultats sont classiques. Notons que n doit ^tre assez
grand pour que la tendance centrale soit effectivement acquise.
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LE COMPORTEMENT A PRIORI

A. En calcul des probability's, la the'orie mathe'matique a pour
but de justifier, a priori, des proprie'te's tres ge"ne"rales, de re'gularite'
statistique, que l'exp^rience confirme. Ces proprie'te's et regularity's,
valables en moyenne, n'excluent absolument pas la possibility
d'arrivee de fluctuations.

Or dans de nombreuses applications, les fluctuations conduisent
au dese'quilibre et peuvent (litres tres de"favorables. Cette notion, en
assurance, est a la base de la theorie du risque au sens le plus
general.

Un des buts de la credibility theory est fredsement de limiter les
effets possibles des fluctuations defavorables.

a) Revenons au probleme du cumul. La fluctuation, apres n e"preu-
ves, est la difference (Sn — nEx). Elle peut 6tre mesure"e de
differentes manieres; en particulier, on peut prendre la valeur
moyenne nEx comme unite" de mesure.

Nous posons a priori

Sn = nEx (i + A ) (3)

X definit le pourcentage d'ecart par rapport a la valeur moyenne,
c'est un nombre ale"atoire.

b) Cela etant admis, nous considerons un individu quelconque
interesse au cumul de Sn. Nous dirons a priori qu'il a fixe son
comportement, s'il agit (theorie de la decision) de telle sorte que:

K
problX > L ) < — (4)

En d'autres termes, le comportement d'un individu (en particulier
d'un assureur) est fixe, s'il s ' a r range a priori pour qu'une fluc-
tuation de L % sur la valeur probable de Sn soit quasi impossible
au seuil de K %.

Nous dirons que K et L sont les parametres de comportement.

B. Dans le probleme qui nous occupe, il y a un troisieme e'le'ment
en fait le parametre principel: la valeur n. Des lors, se pose la
question de savoir quelles contraintes sont a imposer a n pour que
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I'inegalite du comportement (4) soit verifiee. Compte tenu de la
tendance centrale (1), en eliminant (Sn — nE) nous trouvons que
pour n suffisamment grand,

S , ax ) K
prob ) X > 100 pic „ , - ( <
t- ( 1 - - r«- Exyn) ^ 100

Si done on calcule le nombre n0 par l'e'galite

on aura pour tout n ^ n0 a fortiori

prob {I X I > L } <
f M l J ^- I 0 0

et I'in6galit^ (4) sera veYifee.

La contrainte a imposer a n peut s'enoncer comme suit:

Pour que I'inegalite de comportement soit verifiee, il suffit que
le nombre d'epreuves n jouees depasse le nombre n0 defini par (5).
La relation (5) est le point de depart de la theorie du comportement.
Une premiere conclusion pratique en re"sulte, il faut que le nombre
d'e"preuves soit relativement grand pour verifier (4). D'ailleurs
parier sur les re\sultats de quelques epreuves est toujours sp6culatif,
l'expeYience courante le confirme.

C. Nous pouvons donner au resultat precedent une forme in-
variante e'est-a-dire independante de la nature particuliere de la
variable aleatoire X dont le cumul est consider^.

En effet en ecrivant

(xy I9KV

- U »« - (-T-) <5' b i s »
le deuxieme membre ne depend que des parametres de comporte-
ment K et L, il sera appele ,,nombre critique" I.

Calcul6e, la valeur de / est donne'e sous la forme du tableau ci-
apres:
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valeur de K

1 5 i°

2,5 10.623 6.147 4326
valeurs 5 2.656 I-537 1.082 Tableau des nombres

de L. 7,5 1.180 683 482 critiques I
10 664 384 271

Ce sont pre"cise"ment les nombres qui interviennent dans un tableau
fondamental de la credibility theory (Longley-Cook page 9).
La correspondance est encore plus frappante si nous prenons pour
la variable X le modele math6matique de Poisson, qui est a la base
de la the'orie americaine.

Car si px=k = e"A ^j

on obtient en particulier / = Xw0 (6)

Done pour qu'une classe de risques, obeissant a une lot de Poisson
de parametre X, satisfasse a I'inegalite de comportement, il suffit
que le nombre probable de sinistres depasse le nombre critique I
correspondant aux parametres de comportement (K L).

D. Les considerations pr6c6dentes conduisent une conclusion
gendrale: pour qu'a priori, le total a payer pour une classe de
risques ne s'e'carte pas dans de fortes proportions du montant
attendu (moyen), il suffit que cette classe de risque possede-un effectif
minimal.

D'une maniere plus precise, l'algorithme a appliquer sera le
suivant:

a) les constantes du comportement ayant ê e" fixe"es, la valeur de /
en resulte par la formule (5 bis).

b) le risque £tant statistiquement connu, on peut, par e"chantil-
lonnage, calculer la valeur de E/a.

Des lors, la relation (5 bis) permet le calcul de n0 et on se trouvera
devant Valternative:

— ou bien l'effectif n'est au moins 6gal a n0 et la classe de risque
est admissible
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— ou bien l'effectif n'est inferieur a n0 et alors le risque de fluctua-
tion de"passe les norm.es fixees par le comportement. L'assureur
sera amen6 a prendre des decisions comple'mentaires soit en
augmentant l'effectif en participant a un Pool, soit en augmen-
tant le rapport Eja par la reassurance.

Ces quelques considerations indiquent qu'une theorie plus deVe-
loppe'e du comportement de l'assureur pourrait etre l'objet utile de
recherches nouvelles.

Elle possede assur^ment un caractere operationnel.

LE COMPORTEMENT A POSTERIORI

A. La credibility theory americaine touche au comportement
a posteriori. Ayant obtenu un e"chantillon d'une classe de risques
le probUme pose est celui de la deduction d'une tarification valable
a partir de cet e"chantillon. C'est un probleme d'inf6rence et a
priori les actuaires ameYicains marquent leur desaccord avec les
m^thodes pre'conis^es par l'e'cole statistique anglosaxonne de
Neyman-Pearson. La question est d'autant plus delicate qu'une
me"thode ge"ne"rale d'infe"rence n'a jamais e"te admise par l'ensemble
des statisticiens.

Et pourtant le probleme est important, car la loi des grands nombres
sanctionne toujours une mauvaise tarification. Aussi les actuaires
de la Casualty ont-ils degage" certaines regies de comportement qui
ont pour but d'eviter que la prime pure demandie ne differe trop de la
prime vraie. Telle est en effet l'idee directrice e"mise par le pro-
fesseur Mowbray en 1914 (How extensive a Payroll exposure is
necessary to give a Dependable Pure Premium CAS I (1914).

Si on se base sur un ensemble statistique determine, on ne
connait pas a priori la valeur nume'rique du rapport de la fluctuation
a la valeur moyenne. En effet, la variable X qui caracterise le risque
ale"atoire du total a payer par contrat n'est pas connue. D'autre
part le vrai risque commercial pour l'assureur resulte d'une fluc-
tuation favorable a son e'gard dans le pass6 qui le conduirait a
admettre une tarification trop basse, done de"favorable pour ses
affaires futures.

B. Puisque l'^tude a priori montre que le danger d'une fluctua-
tion relative diminue lorsque la taille de l'exhantillon augmente, les
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actuaires am6ricains ont admis la regie d'inference suivante: il faut
que I'echantillon atteigne une taille suffisante pour pouvoir en deduire
une tarification valable {le volume des donnees doit atteindre le niveau
correspondant a la ,,full credibility" dans le language conventional
de la Casualty Society).

Passons au cas particulier du modele de Poisson et du sinistre
moyen. Le probleme consiste a definir la taille suffisante de I'echan-
tillon sur lequel peut s'operer une tarification valable.

Nous avons vu (5) qu'a priori il suffit que le nombre probable
des sinistres atteigne ou depasse le nombre critique (relatif aux
parametres de comportement) pour que Ton ait l'obtention de
l'evenement quasi impossible. -1

La regie americaine admise est: a posteriori, il faut que le nombre
des sinistres constates dans I'echantillon atteigne le nombre critique
pour que la tarification, qui est deduite, soit valable dans
l'avenir.

On passe de la proposition a priori a la regie a posteriori moyen-
nant la modification des termes soulignes.

La regie precedente constitue le fondement de la methode
americaine—certains lui conferent un pouvoir magique—.

C. Nous pouvons nous demander—tout en admettant une regie
d'inference semblable—si on ne peut se debarasser des hypotheses
particulieres du modele mathematique admis en Amerique, c'est-a-
dire loi de Poisson et sinistre moyen. Le probleme revient a repasser
de la condition (6) a la condition (5 bis).

Or, l'orsqu'on dispose de la population des epreuves, on peut
toujours faire 1'estimation statistique du rapport:

(EXV

qui pour les risques non life doit 6tre en ge'ne'ral petit, si pas tres
petit, mais reste specifique pour chaque classe commerciale de
risques (et chaque organisme d'assurances).

Des lors, nous savons par l'^tude precedente, que pour que l'inega-
lite" du comportement soit ve'rifie'e; il suffit que la taille de I'echan-
tillon atteigne le nombre //a.

A partir cela et en appliquant la m£me regie d'inference, on en
deduit la regie ope"rationnelle suivante: pour qu'a posteriori I'egalite
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du comportement soit atteinte, il faut que la faille de Vechantillon
propose atteigne le nombre //a.

Telle nous semble la generalisation normale de la procedure
ame'ricaine.

D. Cela nous conduit, sur la base de l'experience, a introduire
une notion nouvelle: celle d'' echantillons equivalents.

A priori pour deux classes dc risques diffeYentes, mais qui ad-
mettent la meme valeur numerique de a, il suffit de prendre la
meme faille d' echantillon pour que, pour n grand, cette meme taille
soit suffisante pour atteindre I'egalite de comportement.

De telles classes de risques entrainent les memes dangers pour les
fluctuations relatives. Elles deviennent egalement adequates pour
effectuer une tarification. Cela ne veut pas dire que deux echan-
tillons ,,equivalents et adequats" ne vont pas conduire a des
tarifications diff6rentes, mais uniquement qu'il est quasi certain
que les deux valeurs de Ex qu'elles definissent sont egalement plausibles.

La regie d'infeYence revient a admettre que ce caractere d'adequa-
tion est maintenu a posteriori ou que la notion d'echantillon
..equivalents et adequats" est inde'pendante du temps.

Si Ton veut bien y refle'chir, tout ce qui vient d'etre prdcedemment
dit s'applique au cas des variables ,,indicateurs" x% utilisees dans
le probleme fondamental de la frequence d'un eVenement a pro-
bability inconnue (Probleme de Bernouilli). Le total stochastique
Sn correspond au nombre de repetitions de l'e"venement au cours
des n 6preuves. Pour ces variables xt on a:

Pen sorte que le coefficient (6) vaut — •

(5 bis) entraine alors la proposition: a priori il devient quasi
impossible que I'ecart relatif entre la frequence el la probabilite depasse

T- — P
L%, si le nombre des epreuves atteint n0 = I •

P
La regie d'inference, lorsque p est inconnu, nous impose la taille

minimale n0 ou nous avons remplace' p par son estimation: la fre-
quence. En pratique, e'est ce que nous faisons toujours, meme si
les theories mathematiques et logiques dont, nous disposons ac-
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tuellement ne sont pas assez puissantes pour justifier cette regie
de comportement.

Le probleme, introduit par le priucipe de full credibility, pose
la question de l'utilisation de la tendance centrale a posteriori.
Pour les defenseurs de la methode de Bayes, la question est tranche"e
par une hypothese comple'mentaire (celle de Laplace ou une autre
analogue). Pour les defenseurs de la the"orie de la frequence, cette
utilisation reste justifiee a priori par le the'oreme de Bernoulli.
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