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ABSTRACT

Let V be a complete discrete valuation ring of unequal characteristic with perfect residue
field. Let X be a separated smooth formal V-scheme, Z be a normal crossing divisor
of X, X% := (X, Z) be the induced formal log-scheme over V and u: X" — X be the
canonical morphism. Let X and Z be the special fibers of X and Z, T be a divisor
of X and € be a log-isocrystal on ¥# overconvergent along T, that is, a coherent
left D;# (TT)Q—module, locally projective of finite type over Ox(TT)Q. We check the
relative duality isomorphism : uz 4 (€) — uri(£(Z)). We prove the isomorphism
ur +(E) — D;(TT)Q Rt L (1T E(Z), which implies their holonomicity as D;(TT)@—
X

modules. We obtain the canonical morphism pg : ur 4 () — £(TZ). When & is moreover
an isocrystal on X overconvergent along 7', we prove that pg is an isomorphism.
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Introduction

Soit V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques (0, p), d’idéal
maximal m et de corps résiduel parfait k. Kedlaya a prouvé, via la série [Ked07a, Ked07b,
Ked08, Ked09], le ‘théoréeme de la réduction semi-stable’ suivant.

THEOREME (Kedlaya). Soient Y une variété lisse sur k (i.e., un k-schéma lisse séparé de type
fini) et E un F-isocristal surconvergent sur Y. Il existe alors :

(i) un morphisme propre, surjectif, génériquement étale g : Y1 —Y ;

(ii) une immersion ouverte ji : Y7 < X; dans une variété projective lisse telle que D := X7 \ Y}
soit un diviseur a croisements normaux strict de X ;
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(iii) un log-isocristal convergent G sur (X1, D1)/ SpfV;

tels que jI(Gl) s ¢*E, avec jI(Gl) signifiant I'isocristal surconvergent sur Y, induit par Gy.

Ce théoreme correspond aux conjectures de Shiho dans [Shi02, 3.1.8] et de Tsuzuki
dans [Tsu02, 1.3.1] qu'ils avaient appelé la ‘conjecture de monodromie génériquement finie’.

Ce théoreme a d’abord été établi dans les deux cas particuliers suivants : pour les
F-isocristaux surconvergents unités par Tsuzuki dans [Tsu02] et lorsque Y est une
courbe par Kedlaya (voir [Ked03, le théoreme 1.1]). On en avait respectivement déduit
la surholonomie des F-isocristaux surconvergents unités sur les variétés lisses (voir [Car04]
et [Car09]) et I'holonomie des F-isocristaux surconvergents sur les courbes lisses (voir [Car06b,
la section 4]). Nous vérifierons, dans un travail en commun avec Tsuzuki (voir [CT08]),
la surholonomie des F-isocristaux surconvergents sur les variétés lisses, ce qui constitue
une réciproque au dévissage en F-isocristaux surconvergents des F'-complexes surholonomes
(voir [Car06a] ou [Car07]). Ce présent article est une premiere étape pour valider la surholonomie
des F-isocristaux surconvergents sur les variétés lisses. Précisons a présent le contenu de ce travail.

Soient X un V-schéma formel séparé et lisse, Z un diviseur a croisements normaux strict
de X, ¥:=X\ Z Vouvert correspondant, X, Z, Y les fibres spéciales respectives, M(Z) la
log-structure sur X définie par Z, X% := (X, M(2)) le log-V-schéma formel lisse induit, T
un diviseur de X et u : X% — X le morphisme structural. On désigne par D;#(TT)Q le

faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini sur X% & singularités surconvergentes le
long de T. Soit €& un log-isocristal sur X% surconvergent le long de T, i.e., un D;#(TT)@—
module cohérent, localement projectif et de type fini sur Ox(1T)qg (voir remarques 4.20). Notons
wy# et wx les faisceaux des formes différentielles de degré maximal sur respectivement X7 et
X, Ox(2)q:= Hom@xv@(wx@,wx#@), ou les indices QQ signifient que 'on applique — ®z Q,
E(Z) =€ R0y Ox(Z)g muni de sa structure canonique de D;# (TT)g-module & gauche.

Nous donnons dans la premiere partie quelques compléments sur les log-D-modules
arithmétiques qui étendent au cas logarithmique plusieurs propriétés déja connues dans le cas
non logarithmique.

Dans la quatrieme partie, nous vérifions que le morphisme canonique D;(TT)Q ®H{5T (47)
x#s /0

E(2)— DJ&(TT)Q DDt (17)q E(Z) est un isomorphisme (voir (4.22.1)). Pour cela, on se ramene
x#

au niveau 0 vérifié au deuxiéme chapitre (voir le corollaire 2.11). La vérification du corollaire 2.11
reprend les idées (notamment 'utilisation de complexes de Spencer) de la démonstration dans
le cas complexe des théoremes [CN05, 1.2.3] ou [Cal99, 4.1.3, 4.2.1].

Dans une cinquieme partie, nous définissons les foncteurs duaux, images directes et images
directes extraordinaires par w en nous inspirant du cas non-logarithmique. Nous vérifions

les isomorphismes canoniques ur 4 (£) — uz(E(Z)) — D;(TT)Q ®pt_ (1T)q E(2), ou ur 4
x#

(respectivement ur) désigne I'image directe (respectivement 'image directe extraordinaire) par
u a singularités surconvergentes le long de T'. Le premier isomorphisme correspond en quelque
sorte (modulo le twist ‘(Z)’) & un isomorphisme de dualité relative (logarithmique) au morphisme
canonique X — X. Sa preuve est analogue au cas complexe du théoréme [CNO05, 3.1.2] et résulte
d’un isomorphisme d’associativité qui sera établi dans le troisieme chapitre (voir le théoréme 3.1
ou l'isomorphisme induit (3.7.1)). On en déduira alors que ur () est un D;(TT)@-module
holonome (via une extension de la notion d’holonomie sans structure de Frobenius). Lorsque T'
est vide et £ est muni d’une structure de Frobenius, cela signifie que u(£) est holonome au sens
de Berthelot.
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Notons £(TZ) l'isocristal sur Y \ T surconvergent le long de Z U T induit par €. Dans la
derniere partie, nous établissons que si £ est en fait un isocristal sur X surconvergent le long
de T (e.g., le coefficient constant Ox("T)g) alors le morphisme canonique pg : ur 4 (€) — £(T2)
est un isomorphisme (voir le théoreme 6.11). La preuve utilise I'isomorphisme d’associativité du
troisieme chapitre. Moyennant quelques hypotheses sur les exposants le long des composantes
irréductibles de Z (e.g., ils doivent étre non-Liouville), on conjecture que pg est un isomorphisme.
Cette conjecture sera établie lorsque le diviseur 7y est vide dans un prochain travail (voir le
théoreme [CTO08, 2.2.9]). Le théoreme 6.11 sera en outre utile pour valider cette conjecture
(voir les explications en début du sixieme chapitre). Enfin, on vérifie que le fait que pg soit un
isomorphisme implique que £(TZ) est un DTX(TT )o-module holonome et que le complexe de de
Rham logarithmique de & est isomorphe au complexe de de Rham de £(TZ), ce qui correspond
a un analogue arithmétique du cas complexe du théoreme [CNO05, 4.1].

Conventions et notations

Nous conserverons les hypotheéses concernant V, m, k. De plus, soit X un V-schéma formel
séparé et lisse. Un sous-V-schéma formel fermé Z de X est un diviseur si son idéal structural
est localement principal. De maniére analogue au §[Dej96, 2.4], on dit que Z est un diviseur
a croisements normaux strict s’il existe des diviseurs Zq, ..., 2. de X tels que Z = Uz‘:l,..., e Zi
(en tant que sous-V-schémas formels fermés), pour tout sous-ensemble non-vide I C {1, ..., e}
le sous-V-schéma formel (,c; Z; soit un V-schéma formel lisse dont la fibre spéciale est de
codimension #I dans celle de X. Dans tout cet article, fixons Z un diviseur a croisements
normaux strict de X. Pour tout point x de X, il existe un ouvert i de X le contenant et muni des
coordonnées locales t1, ..., tg telles que ZNU=V(t; ---ts), avec s < e (le nombre s minimal
que l'on peut obtenir correspond au nombre de composantes irréductibles de Z contenant x).
On remarque alors que le sous-monoide (’)ﬁt? -t C Oy est indépendant du choix de telles
t1,...,tq et ne dépend que de Z. Comme les limites projectives de monoides sont bien définies,
il en résulte alors par recollement (voir la proposition [Gro60, 3.3]) un faisceau de monoides sur X
noté M(Z) et une injection canonique M (Z) <— Ox. Notons ) := X \ Z l'ouvert correspondant,
X% le log-V-schéma formel lisse égal & (X, M(Z)). De plus, soient d=dim X, § =SpfV
et, pour tout entier i >0, S;:=SpecV/mit! X;:=X% xg S, Xi# e Xg S;, Zi=Z xg S;,
Y; ;==Y x4 S;. On remarque que la log structure de X Z# correspond a celle définie par Nakkajima
et Shiho dans les sections [NS08, 8.7-8.8].

Lorsque l'on ne voudra pas distinguer le cas formel du cas algébrique, on écrira X
(respectivement X#, Y, Z) & la place de X ou X; (respectivement X7 ou X Z# , respectivement, )/
ou Y;, respectivement Z ou Z;). On désigne par j : Y C X linclusion canonique.

Soit x un point fermé de X. Il existe des coordonnées locales t1,...,ty sur un ouvert U
contenant z telles que ZNU =V (1 - - - t5). Quitte a rétrécir U contenant z et a ajouter 0 ou 1
a tgy1 ou tg, il ne colte rien de supposer U =U \ V(tsq1,...,1tq), i.e., les tst1,...,tq sont
inversibles. Les ti, ..., t; induisent aussi des coordonnées locales logarithmiques sur U# (i.e.,

{dlog(t1),...,dlog(tq)} est une base de QlU#/S)-

Par commodité, les coordonnées locales logarithmiques t1,...,tq € M(Z) de X* seront
toujours supposées construites comme dans le paragraphe précédent. En particulier, t1,...,tq €
M (Z) sont aussi des coordonnées locales de X.

Sauf mention explicite du contraire, tous les modules seront des modules a gauche et m >0
sera un entier fixé. Si £ est un faisceau abélien sur un espace topologique, £g désignera le faisceau
E Rz Q et £ le complété de £ pour la topologie p-adique.
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Soit A un faisceau d’anneaux sur X. Si * est I'un des symboles (), +, —, ou b, on note
D*(A) la catégorie dérivée des complexes de A-modules (& gauche) vérifiant les conditions
correspondantes d’annulation des faisceaux de cohomologie. Lorsque 'on souhaitera préciser
entre droite et gauche, on écrira D*(?A) ou D*(A?). Conformément aux notations et définitions
de [SGA6, 5.2], on désignera par DP, (A) (respectivement Dpa(A)) la sous-catégorie pleine de
D(A) dont les objets sont les complexes a cohomologie cohérente et bornée (respectivement les
complexes parfaits).

Le symbole k désigne le multi-indice (kq, . . ., kq) € N% et |k| = k1 + - - - + k4. Par convention,

si @1,...,xq sont des éléments de l'idéal structural d’une m-PD-algebre, on notera % :=
k k kit (m . . g . .

xlfl . xl;d, 2B = xi RIS xc{l a}m) ol ac{ Yom) est la puissance divisée partielle de niveau

m d’ordre k; de I'élément x; (voir la section [Ber96b, 1.3]).

Si D, D’ sont deux anneaux, nous dirons que E est un (D, D’)-bimodule (respectivement
bimodule & gauche, respectivement bimodule & droite) si E est muni de deux structures
compatibles de D -module & gauche (respectivement & gauche, respectivement a droite) et D'-
module a droite (respectivement & gauche, respectivement a droite). Si D = D', nous dirons
simplement D-bimodules (respectivement bimodules & gauche, respectivement a droite).

Si ¢ : A— B est un homomorphisme de faisceaux d’anneaux, pour tout A-module M
(respectivement B-module AN), on notera ¢’ (M) :=Hom(B, M) (respectivement ¢.(N)
désigne NV vu comme A-module). La convention est de travailler dans les catégories dérivées
mais les foncteurs de la forme ¢* que nous utiliseront seront exacts.

1. Log-D-modules arithmétiques

Notations 1.1. Comme aucune confusion n’est possible, nous omettrons toujours d’indiquer
la base S (munie de la structure logarithmique triviale). Notons ainsi Ps (m) le wvoisinage

a puissances divisées de niveau m et d’ordre n de X# (voir la section [Mon02, 2.2] pour le
cas algébrique, le cas formel est identique). En dualisant celui-ci via sa structure gauche de
Ox-algebre, puis en prenant la réunion sur les entiers n, on obtient le faisceau des opérateurs

différentiels de niveau m et d’ordre fini sur X* et noté Dg?i (voir la section [Mon02, 2.3)).

Si t1,...,tg sont des coordonnées locales logarithmiques de X# (avec les conventions
de larticle données ci-dessus) alors, en notant 7, =1®t —t;®1 et 7y = (1/t;)7;, par la

proposition [Mon02, 2.2.1] (et de méme pour les log-V-schémas formels), la famille 7&}em

{k}(m
b ( ))

(respectivement T pour |k| <n forme une base de P;L((m) (respectivement P, (m)) sur

(m)

Ox. La base duale de Dg(m) (respectivement DY ./) sur Ox est notée OE ) (respectivement

X#
k
Qi;>(m)). Lorsque k est de la forme k= (0,...,0,k,0,...,0), ou k est a la i-iéme place, on pose
k k k
8; Jom) (respectivement 8;2(’")) A la place de 9 m) (respectivement Q;;>(m)). Lorsque qu’il n’y

aura aucune ambiguité sur le niveau m, nous écrirons simplement Q@ et Q;?, On calcule la
relation : Qi? = thg®) (= k1 .. fhag(k)),

Dans la section [Mon02, 2.6], Montagnon définit les m-PD-stratifications logarithmiques et
montre qu'une structure de Dg?:#)—module a gauche prolongeant une structure de Ox-module est
équivalente a celle d'une m-PD-stratification. Nous allons maintenant étendre cette notion de

m-PD-stratification en remplacant le faisceau Ox par un faisceau de Ox-algebres de type 1.2.

DEFINITION 1.2. De maniére analogue a la section [Ber96b, 2.3], une Ox-algébre commutative

(m)

#-module a gauche compatible a sa structure de Ox-algebre’

Bx est munie d’une ‘structure de D
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si la structure de Ox-algebre est sous-jacente a une structure de Dg?;)—module dont les
isomorphismes de la m-PD-stratification induite sont des isomorphismes de P, (m)—algébres.

De maniere analogue a la formule [Ber96b, 2.3.4.1], en coordonnées locales, la seconde
condition équivaut a la vérification de la formule logarithmique (i.e. avec des dieses) de Leibniz.

Ezemple 1.3. Soient T un diviseur de Xy et 7 un multiple de p™*!. Berthelot a construit dans le
§ [Ber96b, 4.2.3] un faisceau de Ox-algebres commutatives noté By (7, r), muni d’une structure
compatible de Dg(m)—module a gauche. La m-PD-stratification associée induit alors par extension

via Pg (m) — [ (rm) 1€ m-PD-stratification logarithmique relativement & X#. On obtient ainsi

(m)

v#-module a gauche sur B x (T, r) compatible a sa structure de

une structure canonique de D
Ox-algebre.

1.4 Fixons pour toute la suite d’une part Bx une Ox-algebre commutative munie d’une structure

de Dg{n;)—module a gauche compatible & sa structure de Ox-algebre et d’autre part By une

(m)

Bx-algebre commutative munie d’une structure compatible de D/

-module a gauche telle que
Bx — B soit Dggz—linéaire.

On notera par la suite 75;}# (m) le faisceau de P}#(m)—algébres Bx ®0x P;(#(m) (par
convention, vu sa position a droite, rappelons que ’on choisit la structure gauche de Ox-algebre

de P;‘(#(m) pour calculer Bx ®o P;‘(#(m)). Le morphisme canonique Jg :Bx — Bx ®oy P;‘(#(m)

munit le faisceau 75;‘{#(”1) d’une structure de Bx-algebre que ’on appellera structure gauche. De

plus, le morphisme de Bx-algbres d : By — P?(#(m) ®oy Bx % Bx ®0 Py
X

# (m) induit une

€n
deuxiéme structure de Bx-algebre sur ﬁ}#(m) que 'on appellera structure droite.
Soit le faisceau ﬁ;#(m) ®By ﬁ}/#(m), ou, pour calculer le produit tensoriel, on utilise la

structure droite de ﬁ}#(m) et la structure gauche de 73}/# (m)* On introduit les homomorphismes
de Bx-algebres suivants

Tn,n! n,n' | Sn+n’ BN ~n’
6(m) =Bx ® 5(m) S Px#m) T T X#(m) ®By PX#(m)7
q~0n’n/ : ﬁ?(;?;n) - ~?{#(m) — ~§é#(m) ®Bx ﬁ;(’#(m)? (Tln’n/ 2l

X#(m)

— Pxwm) = Px#(m) ©Bx Pxmy
ou 58;3/ : P;g:l(m) — }#7 (m) Roy 73;‘(,#7 (m) désigne 'homomorphisme construit par Montagnon
dans la section [Mon02, 2.3.2.A] (dans le cas algébrique, mais la construction formelle est
identique).

En prenant la réunion sur les entiers n de 5g?izn = Homgx(dg*ﬁ;# (

le faisceau d’anneaux 52?2 des opérateurs différentiels sur X# & coefficients dans Bx. On

dispose d’une structure d’anneau construite de maniére analogue aux propositions [Ber96b, 2.3.5]
ou [Car05, 1.1.13].

m)? Bx), on obtient

Enfin, si ¢y, ..., tg, sont des coordonnées logarithmiques locales, avec les notations de 1.1, si
. N . k . k 12
aucune confusion n’est a craindre, on notera encore I;{# Yom) (respectivement Qi#>(m)) I’élément de

(m)

{E}m) (K} (m) )
X# :

~;L(#(m) (respectivement D)) & la place de 1 ® 7 " (respectivement 1 ® 0,
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DEFINITION 1.5. Soit & un Bx-module. Une m-PD-stratification (ou PD-stratification de
niveau m) € sur & relativement o (X% /S, Bx) (ou relativement d Bx si aucune confusion
n'est a craindre) est la donnée d’une famille compatible d’isomorphismes P;(#(m)—linéaires

et . 75;‘(# (m) Rpy € — € Qpy ﬁ;’(# (m)? ol les produits tensoriels sont respectivement pris pour

les structures droite et gauche de Pn telle que E[‘)S = Idg¢ et satisfaisant la condition de

X#(m)’
cocycle, i.e., pour tous n, n/ 5?”)*(5%)_@3"*( 5+n)oq’fn*(~5+n)

PROPOSITION 1.6. Pour tout B'y-module &, il y a équivalence entre les données suivantes :
m)

(a) une structure de By ®0, pm #-module a gauche sur £ prolongeant sa structure canonique
de B'y-module;

(b) une m-PD-stratification €€ = (€£) sur £ relative a By, ;

)

(¢) une m-PD-stratification € &

= (%) sur € relative a Bx dont les isomorphismes € sont semi-

.. . . B, . . . \
linéaires par rapport aux isomorphismes €,~ de la m-PD-stratification sur B’y relative a

Bx.

De plus, un homomorphisme BY-linéaire € — F entre deux By ®0, Dg(#)—modules a
) -linéaire si et seulement s’il commute aux isomorphismes eg

gauche est By ®(9X D( et €

(respectivement €€ et Mn]: ). Le morphisme sera dit horizontal. Enfin, en coordonnees locales,
pour toute section x de £, on dispose de la formule de Taylor : €€ (1 ® z) = Z|k|<n b o T{k}.
Démonstration. Identique a celle de la proposition [Car(05, 1.1.16]. O

Ezemple 1.7. On munit Bx de la m-PD-stratification triviale, i.e., les isomorphismes de la m-

PD-stratification sont les identités de PX#( ): La structure canonique de 15&?;2 induite sur By est

»(m)

alors décrite de la fagon suivante : si P € D\

et b € Bx, l’action de P sur b est 'image de b via le

dr
morphisme composé : By — P .8 x (on le voit par exemple par Bx-linéarité via 1.6).

X#(m)
On vérifie que la formule analogue & [Ber96b, 2.2.4.(iv)] ou [Ber96b, 2.3.5.1] reste valable :
(k) _ N[E lk—h) ) o(h)
oWy=" :{h}g# (). (1.7.1)

h<k

De maniere analogue a [Ber00, 1.1.3] et [Car05, 1.2.22], on définit les m-PD-costratifications
relativement a Bx. La version logarithmique de la proposition [Car05, 1.1.23] (i.e. 'analogue de
la proposition 1.6 avec des costratifications et des modules & droite) reste valable.

PROPOSITION 1.8. Soient &£, F deux 5&”;)—modules a gauche, M, N deux 5@—modu]es a
droite. La structure de Bx-module de Homp, (N, M) (resp(ec)tivement € ®py F, respectivement
~(m

Hompy (€, F)) se prolonge en une structure canonique de D ;-module a gauche. La structure de
Bx-module de M ®p, € (respectivement Hompg, (€, M)) se prolonge en une structure canonique

de 25;22—modu]e a droite.

Démonstration. Cela se vérifie comme dans le cas non logarithmique (voir les propositions [Car05,
1.1.18 et 1.1.24)). a

Remarques 1.9. Avec les notations de la proposition 1.8, contrairement au cas non
logarithmique, le calcul de I'inverse de ei a partir de la formule tautologique dit du développement
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de Taylor 1.6 n’est pas aisé. En particulier, la formule de [Ber96b, 2.3.2.3] est (en général)

fausse si on remplace respectivement ‘r£’ par ‘T{ b oot 9k par ‘Qi?’. De plus, les analogues

logarithmiques des formules [Ber96b, 2.3.3.2], [BerOO, 1.1.7.1-3] décrivant l'action de Q;? sur
Homp, (€, F), Homp, (E, M), Homp, (N, M) sont faux (i.e., il ne suffit pas d’ajouter des
dieses). Néanmoins on dispose des formules (1.17.1), et (1.17.2) ci-dessous (cette derniére nous
servira pour obtenir le lemme (3.5.2) du théoreme 3.1).

Remarques 1.10. Soit Cx (respectivement C%) une Bx-algébre commutative munie d’une

(m)—module a gauche telle que Bx — Cx (respectivement Bx — Cl)

(m)

structure compatible de D

4-module a gauche sur la Bx-algebre

Hm )

soit D( ) -linéaire. La structure produit tensoriel de D

Cx ®By CX est compatible. On bénéficie de plus des morphismes d’algebres D\ ;-linéaires

Cx —Cx By CS( et C/ —Cx RBy C/
On dispose des deux propositions ci-dessous par horizontalité, i.e., via les stratifications.

PROPOSITION 1.11. Soient £, F, G des D( )—modules a gauche et M, N un 5&?;2-module a
~(m)

droite. Les isomorphismes canoniques suivants sont D 4-linéaires :
(E @By F) @By G — €@y (F @8y 0), (1.11.1)
(M @5y F) @8y G — M®py (F @8, G), €@pc F—— F 5y &, (1.11.2)
v M ®p, Homp, (M, N)— N. (1.11.3)

(m

ProroSITION 1.12. Soient &£, F deux 25( )—modules a gauche, &' un By, ®0, D #) -module a

gauche, M un D( )-module a droite et M’ un By ®0, D;#)-modu]e a droite.
»(m)

La structure canonique (voir la proposition 1.8) de D ;-module a gauche sur By ®p, £

se prolonge en une structure de By ®p, Dg?;)—module a gauche. De plus, les isomorphismes
canoniques
(By @8y €) @p, £ — E®@py £, Hompy (€, &) — Homp, (B @5y £, '), (1.12.1)

By @, Homg, (€, F) — Homy, (B ®8y €, By @5y F) (1.12.2)

sont D( ) -linéaires (et donc By ®o D(m)—linéaire pour le dernier). Par transport de structure,

on mumt ainsi £ @p, £ et Homp, (€, &) d’une structure canonique de By Qo D) _module 4

XH#
gauche.
(m)

De méme, on obtient une structure canonique de By Qo DX#—modu]e a gauche
(respectivement & droite) sur Hompg, (M, M') (respectivement M ®g, &', M’ ®p, &,
Homp, (E, M)).

PROPOSITION 1.13. Soient M un 75( )—module a droite, N' un D( ) -bimodule, £ un D( )
~(m )

module a gauche. On dispose des isomorphismes canoniques de DX# —modules a droite :

(M@p, N) ®@z0m) &S M @By (N ®z(m) &),
Xt X (1.13.1)
(M ®,5(m#2 N)@p, E— M ®.5(m) (N @By E).

m)

Le premier isomorphisme reste valable lorsque M est un D( 4-module a gauche.

1471

https://doi.org/10.1112/50010437X09004199 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X09004199

D. Caro

Démonstration. On se contente par analogie de vérifier le premier isomorphisme de (1.13.1).

Etablissons d’abord que l'isomorphisme canonique § : (M ®p, Dg;”#)) ®5(m) & M®py
#

(m) .

de respectivement M, &, Dg;n#). Il suffit de prouver la relation A(((z®1)®y)-P)=

(r® y)-P. L’homomorphisme de ﬁ;@—modules a gauche 5&@2
(m

I’homomorphisme de 5&?;2—modules a droite ¢ : M ®p, ﬁX#) — M ®p, €. Or, on vérifie par

un calcul que l'image par ¢ de l'action de P pour la structure gauche de 25;"2

a droite sur (x ® 1) est égale a (((x ® 1) ®y) - P). D’un autre coté, on obtient par 5&?1#)-
linéarité de ¢ que cette image est (x ® y) - P. Il s’ensuit le cas général via les isomorphismes :

(M@, N) ®5(m) E—— (M®s, 5&?;2) ®750m) N®5(m) E— M@, NV ®550m) ). O
xX# x# X# x#

£ est un isomorphisme de D) _modules & droite. Soient z, y, P des sections locales

— & envoyant 1 sur y induit

-modules

Notations 1.14. Notons wy# :=Bx ®o, wx#, By :=Bx|Y, ng,m) = By ®o, Dg,m)

By ®o, wy. Le faisceau wy# est muni d’une structure canonique de Dg?;)

En effet, Montagnon 'a déja établi pour wy% de la maniére suivante : on vérifie via les

et (;y =

-module & droite.

formules [Ber96b, 2.3.3.1] et [Ber00, 1.2.3] que wx# est un sous—Dg?L#)—module a droite de jiwy .

On en déduit alors une structure de 75&?;2—m0dule a droite sur Wy (voir la proposition 1.12).

Soit § : wy ®oe, D&m) = wy Qo Dg,m) Iisomorphisme de transposition (voir la proposition
[Ber00, 1.3.3]). Par un calcul en coordonnées locales (voir la formule [Ber00, 1.3.1.1]), on obtient
de plus les factorisations :

WX Box DY) wys ®ox DY) julwy o, DY) (1.14.1)

5 ~ (5# ~ 5l~
Y \
wx ®ox Dg?;)(—> wx# ®ox DQQJ* (wy ®oy Dg/m))

Il découle de la proposition [Ber00, 1.3.3] que ces deux factorisations sont aussi les uniques
involutions échangeant les deux structures de Dggz-modules a droite respectives et vérifiant,
pour toute section z de wx ou wy#, * ® 1 +— 2 ® 1 (cela implique en particulier que ce sont bien

des isomorphismes).

Si t1,...,tq sont des coordonnées locales logarithmiques de X# (avec les conventions de
Particle), en identifiant wx et Ox (& a € Ox correspond adt; A - -+ Adtg), 'isomorphisme §

g?l#) — Dg?;), envoyant un opérateur différentiel P de Dg?;) sur son adjoint' P

(voir le §[Ber00, 1.2.2]). Pour tous P, @ de Dg?;t), (P-Q)="Q ‘P, '("P)=P et la structure

gauche (respectivement droite) de Dg?;z—module a droite (via lidentification de wy et Ox) sur

induit une fleche : D

wx oy Dggn#) est donnée par la multiplication & gauche par l’adjoint (respectivement par la

multiplication a droite).

De méme, en identifiant wyz et Ox (via a(dty A---Adtg/ty---t3) < a€ Ox),

I'isomorphisme ¢4 induit une fleche : Dgfn;) — Dg;n#), P+ P. Pour le différencier de I’adjoint, P
sera appelé adjoint logarithmique de P. On calcule que P=ty---ty-"P-(1/t1---tg) (on

remarque que ce dernier élément appartient bien a Dg?;g).
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X#
adjoints logarithmiques de P en posant "P:=}_, tQ%bE et Pi=ty---tg-'P-(1/t1---tg).

Pour tout P =3, bﬁﬁf e D) avec by, € Bx, on définit plus généralement les adjoints et

1.15 Soit &£ (respectivement M) un 15%2-module a gauche (respectivement a droite). Si
t1,...,tq sont des coordonnées locales logarithmiques de X7, dans I'expression @y ®Byx €,
en identifiant wy# et Bx (a b€ Bx correspond b(dt; A--- Adtg/ti ---tq)), Vaction a droite de

Pe 5&?;2 sur e € € est P.e. En effet, par Bx-linéarité, il suffit de le vérifier pour P € Dg?;z.
Or, via (1.12.1), Wx% ®5X & wy# ®oy €. On utilise ensuite Iisomorphisme canonique

(wx# ®oy D( )) D(m) & wy# oy € de (1.13.1). On obtient la description analogue pour

wx @By € en echangeant P par ‘P.
En utilisant la formule [Ber00, 1.1.7.3], on calcule que lisomorphisme canonique

Homoy (wx,wx) — Ox est D( ™)_linéaire (et donc D( m) 4-linéaire). Pour obtenir 'isomorphisme
analogue avec des dieses, on utihse les inclusions Homox (Wx#,wx#) — jsHomo, (wY, wy) et

)

Ox < 7+Oy. Puis, on calcule que cela induit la D( -linéarité de Homo,, (wy#, wy#) — Ox.

Par (1.12.2), il en découle que I'isomorphisme canonique Hompg,, (@y#, wx#) — Bx est Dg(#g—
linéaire.

Par (1.11.1), I'isomorphisme canonique @ y# ®p, Hompg, (0x#, M) — M est D ) -linéaire.
~(m

De plus, on dispose de 1’1somorphlsme canonique D, ) -linéaire : Homp, (Ox#, Ox# @By &) —
Hompy (Wx#, x#) @y € — & (pour la lindarité, on Vériﬁe que isomorphisme est horizontal).
On bénéficie des isomorphismes similaires en remplacant wy# par wy. Il en dérive que les
foncteurs — ®p, 5;(}# et Wy# ®py, — (respectivement — ®p, Wy et Wx ®p, —) induisent des

équivalences quasi-inverses entre la catégorie des 5@—modules a gauche et celle des 5;”2—

modules a droite.

On en déduit que, dans M ®p, w N;(L, en identifiant comme précédemment w % et Bx 1'action

a gauche de peD! #2 sur m € M est égale a m - P. On obtient une description analogue pour
M®p, wy X en remplacant P par "P. Ces structures sont appelées structures ‘tordues’.

LEMME 1.16. Les foncteurs quasi-inverses — @p, w;(# et Wx# ®By — (respectivement — @p,,
»(m)

I);(l et wy @B, —) de § 1.15 sont exacts et induisent des équivalences entre la catégorie des D s~
modules (respectivement cohérents, respectivement plats, respectivement localement projectifs
~(m)

de type fini) a gauche et celle des D '+ -modules (respectivement cohérents, respectivement plats,
respectivement localement projectifs de type fini) a droite.

Démonstration. L’exactitude est triviale. En ce qui concerne la cohérence et la projectivité locale
de type fini, il suffit d’utiliser les descriptions de § 1.15 sur les structures tordues (et de se rappeler
que les fleches qui associent a un opérateur différentiel son adjoint ou adjoint logarithmique sont
des isomorphismes). Enfin, pour la platitude, cela découle, pour tous 5X#—module a gauche
& et Dy4-module & droite M, de l’isomorphisme canonique (voir la proposition [VirOO 1.2.2])
M 5, & (wyx# ®oy &) D5, (M ®@oy X#) de méme en remplagant ‘wy#’ par ‘wx’. O

PROPOSITION 1.17. Soient £, F deux 75( )—modules a gauche et M un D( )—module a droite.
Sity,...,tq sont des coordonnées locales logarlthmlques de X#, pour tout E e N?, pour toutes

»(m)

sections e € &, f € F, m € M, la structure canonique de D ;-modules a gauche (respectivement
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a droite) sur € ®p, F (respectivement M ®p, £) est caractérisée par la formule (1.17.1)
(respectivement (1.17.2)) ci-dessous :

Yo s = Z{ 1 Mew ol s, (1.17.1)

h<k —
(m@e)d® — ¥ {E}mgu—u 20 (moe)o®
C " Gy 6 Oy
_ {E}mtﬁif_@ 2 oPe. (1.17.2)

Démonstration. La preuve de (1.17.1) est analogue a celle de la formule [Ber96b, 2.3.3.1]. On
en déduit (1.17.2) par passage de gauche a droite (i.e., via les équivalences de catégories des
notations 1.14) et via (1.11.2). O

Nous aurons besoin de la proposition suivante pour obtenir le lemme 6.2 qui nous permettra
de prouver le théoréme 6.3.

ProprosITION 1.18. Soient £ un ng(@—modu]e a gauche, £ ®p D(m) et D(m) ®pBy € les faisceaux
obtenus en calculant le produit tensoriel via respectivement la structure gauche et droite de Bx-

~(m

algebre de 5&@ Il existe un unique isomorphisme de D ) -bimodules g : 5&?#) Rpy € —

E By 75;:2 tel que, pour toute section e de €, ve(1®e)=e® 1.

Démonstration. La preuve est analogue a celle des propositions [Ber00, 1.3.1 et 1.3.2] : avec
(Panalogue du) § [Ber00, 1.3.2.(d)], on se raméne au cas ou Bx = Ox. L’homomorphisme ¢ est

défini de maniére unique via la formule y¢(P ®e):= P(e® 1), ou P € Dg?;) et e € £. Vérifions
a présent la D@—linéarité a droite. Il suffit d’établir, pour tout k€ NZ ~g((1 ®e)tQ§f>) =
(e®1)d® (= cw'0P).

Par (1.17.2),
o ok LARPN( k—h K¢ A(h) [ o(k—h
e(l®e) a;>>=vg(z{h} o @ of >e) =Y {, e @ es.
h<k — h<k —
Pour tout h € N¢, on note qz-(hi) le quotient de la division euclidienne de h; par p™ et g@! =
qghl)! e qéhd)!. Grace aux formules [Ber96b, 2.2.4.(ii) et (iv)], on calcule :
Bl _ gty RN LAVIAWINT S (h—i)y SR (B A0)
(1R =oWit=5 g {1}(1)” 2.1 '{;’}(g)ﬁ#'
i<h i<h
D’ou :
(k)Y _ Bl (h—i)y JE SR (R 50)  o(k—h)
(1072 -5 Tt ot eon
h<k i<h -
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Pour conclure, il suffit alors d’établir la formule

o0 o ) oy

J<i<h<k - 0 T = LN
A cette fin, procédons comme suit. Lorsque £ est égal a Dg?g (pour éviter les confusions, on le
note toujours &), la vérification de la proposition est plus aisée car il suffit de faire un calcul
local (via la formule [Ber00, 1.3.1.1]) pour constater que le morphisme de la proposition [Ber00,
1.3.1] se factorise de la maniére suivante :

D( ) ®oy £ j (DU @0, EIY) (1.18.2)
Ty ’va
£ ®ox DI j.(E]Y @0, DIM)

Cette factorisation envoie bien 1 ® e sur e ® 1 et correspond donc (par unicité) au morphisme g
que 'on a défini en début de preuve. En reprenant les calculs déja faits, comme Dg?;) est un
Ox-module libre, on obtient alors la formule (1.18.1) recherchée.

Il reste a vérifier que v¢ est un isomorphisme. Il suffit pour cela de construire de maniere

(m)

analogue l'unique morphisme de D( ) -bimodules £ ®p D(m) — DX# ®oy € qui envoie, pour
toute section e de £, e ® 1 sur 1 ® e. O

ProPOSITION 1.19. Soient M un ﬁ(m)—modu]e a droite, M ®p, D( ) le faisceau obtenu en
(

) . Il existe une unique

-bimodules a droite §, : M ®Bx Dg;n#) = Mg, D;#) échangeant les deux

-modules a droite et telle que, pour toute section m de M, SM (mel)=m®1.

calculant le produit tensoriel via la structure gauche de Bx-algébre de D

involution de D( )

( )

structures de D\, o

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition 1.18 ou on remplace la
proposition [Ber00, 1.3.1] par la proposition [Ber00, 1.3.3]. O

1.20 De maniére analogue a la proposition [Ber96b, 2.3.5], on bénéficie des formules caractérisant
la structure d’anneau de Bx ®o, Dg?;) :(b®1)(1® P)=0b® P pour tous be Bx et P € D(m)
et
k kY Ak—h h
1o 1):2{ }Q;; Moo, (1.20.1)

h
h<k

(m)
X#
transposition vz, D( )®@X By — D( ) Pour tous b€ Bx et PEDE(#B, on obtient les
formules : (P ® 1)(1 ® b) P®bet

On munit le faisceau D\ ®o, Bx dune structure d’anneau via lisomorphisme de

(1ob)(af 1) = Z{%}@fﬁ) © 0. (1.20.2)
h<k

Le morphisme canonique Bx ®ps, Dg?;z — By ®p, Dg?;z est aussi un homomorphisme

d’anneaux (cela se voit par exemple via la formule (1.20.1)). Soit £ (respectivement M) un

ﬁgﬁZ—module a gauche (respectivement & droite). On vérifie (e.g. via les formules (1.17.1), (1.20.1)
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et (1.17.2) et (1.20.2)) que les homomorphismes canoniques
'« @y & — (By @5, DY) @
M@p, By = M®

o ',
o (1.20.3)
Dg(rr;z@@xBX ( X# ®OX X)

)

sont des isomorphismes By ®o Dg?; -linéaires.

2. Cohérence et résolutions de Spencer

Le résultat principal de cette section (qui nous permettra d’obtenir le théoreme 4.22)
est la proposition 2.14. Cela correspond a l’analogue arithmétique du cas complexe des
propositions [CNO05, 1.2.3] ou [Cal99, 4.1.3, 4.2.1]. Nous procédons par analogie avec le cas
complexe en utilisant des résolutions de Spencer afin d’obtenir le théoreme 2.10.

(m)
x#
compatible a sa structure de Ox-algebre. Pour tout 7 > 0, on pose By, = Bx/ mit1Bx. De plus,

sauf mention explicite du contraire, on supposera qu’il existe une base d’ouverts affines B de X
telle que :

(a) pour tout U € B, 'anneau I'(U, Bx) est noethérien;
(b”) pour tous U, V € B tels que V C U, 'homomorphisme I'(U, Bx) — I'(V, Bx) est plat;

(b) pour tout i >0, Bx, est un Ox,-module quasi-cohérent et 'homomorphisme Bx — limBy,

2.1 Soit By une Ox-algebre commutative munie d’une structure de D:./-module a gauche

est un isomorphisme.

On remarque que la condition (b) implique (b'). D’apres les sections [Ber96b, 3.1 et 3.3], on
dispose alors de théorémes de type A et B pour les faisceaux d’anneaux By. Par exemple, avec
les notations de [Ber96b, 4.2.4.1], le faisceau Bx(T, r) satisfait toutes ces conditions. Avec ces
hypotheses supplémentaires, nous conservons les notations du chapitre 1.

(m)

P -module

PROPOSITION 2.2. Soit Cx une Ox-algébre commutative munie d’une structure de D
a gauche compatible a sa structure de Ox-algébre.

(i) L’anneau gradué (associé a la filtration par I'ordre) grﬁ(m) est un anneau commutatif.

X#
Si X# est muni de coordonnées logarithmiques, la relation Qig Q% = <E’;E>Q§f+@> devient

(m)

exacte dans grD, ;.

(ii) Si X# est muni de coordonnées logarithmiques, le faisceau Cx Qo D) est engendré

X#
j
comme QOx-algébre par les opérateurs 8$i>(m>, ou 1<1<d, 0<j<m, ces derniers

commutant deux a deux.

(iii) Pour tout ouvert affine U C X, ’homomorphisme canonique

L(U,Cx) @rw.oy) DU, DY) — T(U, Cx @0y DY) (2.2.1)

est un isomorphisme.
(iv) Si Cx satisfait la condition (a) de §2.1 alors, pour tout ouvert affine U € B, 'anneau
(X7, ng?;)) (respectivement 5;@:8 pour tout x € X7 ) est noethérien a droite et & gauche.

(m)

4 €5t cohérent

(v) SiCy satisfait les conditions (a) et (b') de § 2.1 alors le faisceau d’anneaux D
a droite et a gauche.
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Démonstration. Lorsque Cx = Oy, cela correspond & [Mon02, Propositions 2.3.1-2]. Autrement,
on procede de maniere identique aux preuves des propositions [Ber96b, 2.2.5], [Ber96b, 2.3.6]
et [Ber96b, 3.1.2]. O

En définissant de maniere analogue a la définition [Car06a, 2.2.3] la notion de bonne
filtration (il suffit de rajouter des dieses et des tildes), on vérifie de maniére analogue aux
propositions [Car06a, 2.2.5, 6, 7, 8] le théoreme ci-dessous.

THEOREME 2.3. Nous avons les résultats suivants.

(i) Un 52?2-m0dule globalement de présentation finie admet une bonne filtration.

(ii) Un 5&?;2—module est cohérent si et seulement s’il admet localement de bonnes filtrations.

(iii) (Théoréme A). Lorsque X% est affine, les foncteurs M (X% M) et M+

D) @, (m)

e M établissent des équivalences quasi-inverses entre la catégorie des Dy ;-

(m)
X#

~(m)
(x#D(7))

modules globalement de présentation finie et celle des I‘(X#, D )-modules de type fini.

iv) (Théoréme B). On suppose X# affine et soit M un D™ _module globalement de
X#
présentation finie. Alors, pour tout entier i # 0, H (X%, M) =0.

Remarques 2.4. Nous indiquons les remarques suivantes.

(i) Dans le cas o X# est un log-schéma, les assertions (i), (iii), (iv) du théoréme 2.3 restent
valables en remplacant 'hypothese ‘globalement de présentation finie’ par ‘cohérent’.

(ii) Ce chapitre reste valable en remplagant les modules (a gauche) par des modules & droite.

Nous nous restreignons dans la suite de cette section au niveau 0 car les énoncés analogues ne
sont plus valables pour un niveau m quelconque, e.g., les suites de Spencer ne sont plus exactes.

PROPOSITION 2.5. Notons Ty# := (Q4,)" le faisceau tangent de X# et Tys = Bx ®0y Tx#-

Il existe un homomorphisme canonique ’Z~'X# — 5&?31# induisant un isomorphisme S(’]~'X#) o

~(0
gngﬁ)#.
Démonstration. Le cas ot X# est un log-schéma et By = Ox a été vérifié par Montagnon via
la proposition [Mon02, 5.1.1]. Le cas général se traite de la méme fagon. O

, . 5(0)
DEFINITION 2.6. Soit & un D\, seN

ﬁg?;)r'/\/ls C My4+s. De maniere analogue a [Kas95, 1.6] ou a [Cal99, 3.1.1] dans le cas du
’ (0)

-module a gauche muni d’'une filtration € = J, . &s telle que

coefficient constant, on définit un homomorphisme ZSX#—linéaire
e : DY), @y N Txs Opy Es1 — D0y @y A Tyw Oy Es. (2.6.1)

On vérifie par un calcul que ’on obtient le complexe

®Bx /\1%)(# ®Bx 5571 N '5?23# ®BX 53 —- €& =0

(2.6.2)
que 'on écrira Sp*® 50 (€) et que l'on appellera ‘premiere suite de Spencer de degré s de &’.
S, X#
Lorsque & est Bx-cohérent, on le munit de la filtration constante et Sp‘ﬁ(o) (&) indique la
x#

O — 5?()3‘# ®BX /\d,j:X# ®BX gs—d i) e i> 54()?3#

premiere suite de Spencer associée.
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Remarques 2.7. Avec les notations de la définition 2.6, on pose M :=wx# Qp, £ et My :=
Wx# @By €. On définit un homomorphisme de Dg?;&-modules a droite Ms_1 ®p, A" Tx# @By

5&?3& — M, ®pBy /\”_l’fx# By 5&?; en appliquant le foncteur Wy# ®p, — a la définition 2.6.1
~(0)

et par fonctorialité de Iisomorphisme de transposition dy : Wx# ®py Dy — Dy# OBy 5&?;

(voir la proposition 1.19). On obtient alors un complexe noté Sp* 50 (M) et induisant par
S, X#
construction I'isomorphisme Wx# @5y, Sp* ~q) (£) — SP°* ~o) (M).
s,D s,D

X# xX#
THEOREME 2.8. Avec les notations de la définition 2.6, supposons de plus que la filtration de £
soit bonne. Alors, pour s suffisamment grand, Sp; 5(();& (&) est exacte.

P'e

Démonstration. De maniere analogue au début de la preuve de la proposition [Kas95, 1.6.1] (on
utilise pour cela la proposition 2.2(i) pour vérifier que 1'on obtient un complexe de Koszul),
on établit par récurrence sur s > 0 I'exactitude de la suite :

~(0 + ~(0
0— DE(;& @8y NTs Oy Dg(;é’s_d
~(0 15 ~(0 ~(0 ~(0 ~(0
o SDY, wp, N Tyw 0, Ds DY @5, DY — DY — 0. (28.1)
On conclut alors de maniére analogue & la fin de la preuve de [Kas95, 1.6.1]. O

2.9 En appliquant ﬁg?) R0 — & (2.6.2), on obtient :
xX#

0— ’5&?) ®BX Ad%X# ®BX gs,d

€

S S DY @p A Txs 98y Eso1 S DY @5y & — DY @50 €0, (29.1)
xX#

THEOREME 2.10. Soit £ un 5§?3¢—module a gauche cohérent qui soit cohérent et plat sur Bx.

Le complexe ZSE?) ®5(0) Sp’ﬁ(o) (&) de (2.9.1) est acyclique.
x# X#

Démonstration. 11 suffit de vérifier ’exactitude de la suite :
0— 5&?) ®Byx NT s RBy &> 5&?) ®Byx AN Tys By £ = 5&?) ®By €. (2.10.1)
Comme €& est plat sur Bx, on obtient la filtration de (2.10.1) suivante pour n € N :

0— 5&?%% Ry N Txw D5y £S5+ SDY  ®p, Nxs @y €5 15&?7)71 ®py €. (2.10.2)

sn

D’apres la preuve de la proposition [Cal99, 4.1.3], lorsque & est égal & By, le gradué de la
filtration (2.10.2) donne une suite exacte. De plus, on vérifie par un calcul immédiat que le
gradué de la filtration (2.10.2) est canoniquement isomorphe au gradué de la filtration (2.10.2)
lorsque & est égal a Bx tensorisé par £ au-dessus de Bx. Comme & est plat sur By, ce gradué
est donc une suite exacte. D’ou I'exactitude de (2.10.1). O

(0)
L’homomorphisme canonique Dg?) ®HZL)<0> E— Dg?) ®z(0) & est alors un isomorphisme.
X# x#

COROLLAIRE 2.11. Soit €& un D\, -module & gauche cohérent qui soit cohérent et plat sur Bx.

Démonstration. Cela découle des théorémes 2.8 et 2.10. O
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Remarques 2.12. D’apres un contre-exemple de Noot-Huyghe, I'extension ﬁg?i& —>5§?) n’est

(0)

v#-module a gauche cohérent

pas plate. Le corollaire 2.11 n’est donc pas valable pour un D
quelconque.

2.13 Lorsque X = X, toutes les définitions et tous les résultats de cette section s’étendent en
gg;& (respectivement Dgg)) par Dy Q= Bx @05 Dy# 0 (respectivement Dx g :=

Bx ®0, Dx,g). On obtient en particulier la proposition ci-apres.

remplagant D

PROPOSITION 2.14. Soit £ un 7535# Q—modu]e a gauche cohérent qui soit cohérent et
plat sur Bx . L’homomorphisme canonique 1533(@ Rk 5—>153€Q ®p & est alors un
k] I D}:#,Q k) x#,(@

isomorphisme.

3. Un isomorphisme d’associativité

Nous conservons les notations et hypotheses du chapitre 1. Nous prouvons dans cette
section l'isomorphisme d’ ‘associativité’ (3.1.1). Cela correspond a une variante p-adique du
théoreme [CNO05, 2.3.4]. On obtient de maniere analogue le théoreme 3.6 (on remarque que
Iappellation ‘associativité’ est plus adéquate pour le théoreme 3.6). Enfin, on déduit de (3.1.1)
Iisomorphisme (3.7.1) qui sera utilisé pour établir la proposition 5.16.

) (m)

THEOREME 3.1. Soient £# un 5%” -module a gauche et M un ZSX -module & droite. On dispose

g;n#)-modules a droite : M ®p, EF — M @5, (15&7(”) ®5(m) E#), envoyant,
X7#
(m)

pourme Mete € EF, m®esurm® (1 ® e). Le morphisme ﬁx -linéaire induit par extension :

M ®p, £F) ®

du morphisme de D

X# X#

est un isomorphisme de ZSE(m)—modules a droite.

Démonstration. On pourra comparer avec la preuve du cas complexe donnée dans [CN05, A.1]. Le
fait que la fleche (3.1.1) soit un isomorphisme est local. Supposons donc X # muni de coordonnées
locales logarithmiques t1,...,t; et conservons les notations de 1.1. Il s’agit de prouver que,

)_module & droite A/ , pour tout morphisme 5&?;2—linéaire o M®g, EF SN il

pour tout 5&;”

existe un unique morphisme de ﬁ&m)—modules a droite 8 : M ®p, (ng(n) Rz50m) € #) — N rendant
X#

commutatif le diagramme

»(m)

el
Mg, E# —= M @5, (Dy ®5(m#2 E#) 5
X

N

«
Traitons d’abord l'unicité de 8. Pour cela, on prouve par récurrence sur N que, pour tous
meM,ecF Pc Dg(mj)\,, a détermine de fagon unique 1’élément S(m @ (P ® €)). Lorsque N =
0, on a forcément S(m ® (b®e)) = a(mb® e), pour b € Bx. Par linéarité, on peut supposer P

de la forme 9%, La formule suivante que doit vérifier B (car [ est 5&;”)—linéaire et on utilise la

formule [Car05, 1.1.24.1])

B(m ® (Q@ ®e)) = (_1)IEI (ﬁ(m ®(1® 6))@@ _ Z(_l)lﬁl{%}ﬁ(m@kf@ ® (Q@ ® e)))

hik

nous permet de conclure la récurrence.
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Etablissons & présent 'existence de 3. Par récurrence sur N, on construit un morphisme de
groupes vy : M X Dg(mj)v x £# — N induisant vy_; de la maniére suivante : pour tous m € M,
e € &7, be By, on pose vg(m, b, €) := a(mb® e). En supposant défini vy, pour tout k € N¢ tel

que |k| < N + 1, pour tous m € M, e € £#, b € Bx, on pose

unp1(m, %, ) = (—1) (w(m, 1,e)0% — Z(—l)‘ﬁ'{f}w(m@@—@, oM, e)). (3.1.2)
h{k B

Puis, pour tout P = Zz bﬂQ<£> € 5gznj)v+1 ou b, € Bx, on définit

vn+1(m, Py e) = Z vN+1(mby, 0 e). (3.1.3)

SiPe 5&”%, on remarque que vy+1(m, P, e) = vy (m, P, e). De plus, on vérifie que 'application
vN+1 est un morphisme de groupes. Les morphismes vy induisent alors le morphisme de groupes
v M X Dgn) x E# — N. Nous aurons besoin des lemmes ci-apres.

LEMME 3.2. Pour tous b€ By, Peﬁg(m), meM, ec&F, wv(m, P, e)b=uv(mb, P, e)=
v(m, bP, e).

Démonstration. L’égalité de droite du lemme 3.2 résulte de (3.1.3). Par additivité, pour vérifier
celle de gauche, on en déduit qu’il suffit d’établir que €:=wv(m, 9 e)b — v(mb, & e) est
nul. On procede par récurrence sur N := |k|. On obtient par Bx-linéarité de o : v(m, 1, e)b=
v(mb, 1, ). Supposons & présent la formule vraie pour N — 1. Par (3.1.2) puis par hypothese de
récurrence, on calcule :

v(m, 1, )% = Z{%}v( OE=h) () 1, €)W

h<k —
(k) (b o
= > (DT pomaE T 0)a" D 9% ) (via (3.1.2))
h<k i<h {ﬁ}{l}
— Y (—p)l E}{E—Z}U(m@@—m(b)@@—@’ o ¢)
i<h<k i k-h

=3 (=1l {E}v(mQ@_Db, 09 ¢). (& nouveau via [Ber96b, 2.3.5.1])

(3.2.2)
En comparant (3.2.1) et (3.2.2), on obtient € = 0. O

LEMME 3.3. Pour tous b € Bx, P € ZSE?L), me M, e€ &, v(m, P,be) =v(m, Pb,e).
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Démonstration. Grace au lemme 3.2, on se ramene au cas ou P est de la forme Q(@, avec k € N?,
Il s’agit d’établir que € :=v(m, & be) — v(m, 9, e) est nul. On proceéde par récurrence sur
N :=|k|. Lorsque N =0, c’est évident. Avec les formules [Car05, 1.1.24] et [Ber96b, 2.3.5.1], on

calcule dans M ®p, ng(m) (on prend par défaut la structure gauche de ﬁ&m)-module a droite) :

(mb® 1)0%) = Z(—l)‘m{%}ml@@*@ ® oW (3.3.1)
h<k -
(m @ b)o® = Z(_l)lzl {E}mg@ﬂ) ® 0p
r<k L
T E E —Tr r—S S
= 3 T mat a2 m) @ 0. (3.3.2)
r<k, s<r -

Comme mb® 1 =m ® b et que 5&7%) est un Bx-module (pour la structure gauche ou droite) libre

de base les 9™ avec n parcourant N%, il découle de (3.3.1) et (3.3.2) la relation dans M x 5&?” :
LB pateh) gt ) _ el [EVITY o) ge—s) () pls)
%(( DL fmbo %t ) = kZ (( D mat 0 ), 0 ) (3.3.3)

Par successivement (3.1.2), hypothése de récurrence, la formule [Ber96b, 2.3.5.1] et le
lemme 3.2, (3.3.3) puis (3.1.2), on obtient :

v(m, 1, ae)Q@ _ Z(_1>I£\ {E}v(mgﬁfﬂ’ Q@)’ be)
r<k L
_ (1)l [k (k1) gir)
(—1)Ee + 57 (=1) {r}v(ma L0, e)
r<k -
T E t -7 r—S S
— (—1)le ¢ (_1)\|{T}{S}U(mg<@ )92 (p), 9% ¢)
r<k, s<r -
_ (1)K n| (& (k=) ok
(—D)He+ 3 (1) {h}v(mbf) LW ¢
h<k -
= (=D)Ele 4 v(mb, 1, )
= (=1)®le + v(m, 1, ae)d® O

LEMME 3.4. Pour tous P € 5;(771)’ meM, eecE#, ke N? laformule suivante est validée :

k _
v(m, P, e)o® = %(—1)|h|{h}v(m8<k b o p ). (3.4.1)

Démonstration. Comme P s’écrit sous la forme ZQ@bz, ou b, € Bx, par additivité et le
lemme 3.3, on se raméne au cas ol P = 9. Prouvons le lemme par récurrence sur N := |r|.
Pour N =0, cela découle de (3.1.2). Supposons ’égalité validée pour N, prouvons-le pour N + 1.
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Par hypothese de récurrence, on vérifie les égalités ci-dessous :

o v(m,1,e)dmo® = (_1)Irlv(m7 a@’ e)a(@

= (- 1)I£| (m 9\, )Q(k>
Z 1)lAl+s |{i} <h z §> {g}v(mﬁ<£_§>Q<E_@, obts) ¢y,

h<k s(r
(3.4.2)
o (m, 1,€)d" o' <£ ‘;{:— E>U(m’ 1, e)dcth
r+k\ (r+k .
- (—1)H <f A 7> {f l —}U(mQLJrE D gl e). (3.4.3)

D’un autre coté, on calcule de méme (m ® 1)Q<£> %) e M ®Bx 5%”) (on prend par défaut la
»(m)

structure gauche de Dy ’-module & droite) des deux différentes facons :

o (m®1)90ok) = Z(_l)ﬁl{i}(mg@fg ® 8'9)o®

h<k s<r
. (meDaa® = (*1E) o g 1)ger
=Y (-l <E "]'; E> {i —il_ E}mQ(HE—D 2. (3.4.5)
ISr+k - -

1l résulte de (3.4.4) et (3.4.5) 'égalité dans M x DY)

5 (0 P o)

I<r+k
_ ((_1)|@|+\§\{i}@i%{g}m@ 5) ok—h) Q<h+§>), (3.4.6)

On déduit de (3.4.6) et (3.4.3) la formule :

v(m, 1, )0 % = (_1)|ﬁ|+|§\{%} <h"‘8‘§> {i}v(nﬁ@*@@(ﬁ*@, 9Bt ¢). (3.4.7)

1482

https://doi.org/10.1112/50010437X09004199 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X09004199

LOG-ISOCRISTAUX SURCONVERGENTS ET HOLONOMIE

11 résulte de (3.4.2) et (3.4.7)

(— 1) u(m, 02, ) = (~1) 37 (= \h\{%} mdE=h g o) o) (3.4.8)
h<k -
La formule (3.4.1) est donc vérifiée pour P = 9", O

LEMME 3.5. Pour tous P% € Dgzn#), Pe D(m) meM, ec &, vim, P, P?e) =v(m, PP¥ e).

Démonstration. Dans un premier temps, supposons P = 1, i.e., vérifions I'égalité v(m, 1, P¥e) =
v(m, P#, e). Par récurrence sur |k|, établissons d’abord la formule : v(m, 1, Qi?e) =v(m, Qig, e).

En multipliant dans ’égalité (3.4.1) par t]fl . -~t§d et grace au lemme 3.2, on obtient
(avec P=1) :

v(m, 1,e)" 8? = Z{%}U(mtﬁg_@,gg, e). (3.5.1)
h<k

Or, par D( ) -linéarité de «, il découle de (1.17.2) :

(a(m® e))tQ;%) = Z{%}a(thg_@ ® Q%e). (3.5.2)
h<k ™
Par hypothese de récurrence, pour tout h(k, v(th;%_b), Q;?, e) = v(th;%_@, 1, Qﬁ?e) —

a(thif_@ ®Q;£>e). En comparant (3.5.1) et (3.5.2), on en conclut que

v(m, 8y, €) = am @ 0§ e) = v(m, 1,04 c).

Enfin, si P# est de la forme ZE bEQ%, ou by € Bx, par linéarité de «, ce que
I'on vient d’établir, puis le lemme 3.2, on obtient : v(m, 1, P#e) = Zﬁv(mbﬁ, 1, Qge) =
S v(mby, 8, €) = v(m, P#, ).

Traitons a présent le cas général. Par le lemme 3.2, il suffit de vérifier le lemme 3.5 lorsque
P est de la forme %), avec k € N, Effectuons alors une récurrence sur l'entier N := |k|. Pour

N =0, il s’agit de ce que 'on vient de prouver. Supposons le lemme vrai pour N et supposons
|k| < N + 1. D’apres (3.1.2) :

o(m, 9%, pre) = (—1)& <U(m7 1, Preyo® _ Z(_l)lﬁl{%}v(mQ@—@, o) p#e)>. (3.5.3)

hik o
De plus, il dérive de (3.4.1) la formule :
o(m, 9% P ¢) = (~1)lt <v(m, P e)p® Z(—1)‘ﬁl{%}v(mg<é—ﬁ>, o) p#. e))‘ (3.5.4)
h(k =

Via (3.5.3), (3.5.4) et par hypothéses de récurrence, on établit wv(m,d® P#e) =
v(m, 88 P# ). O

Concluons maintenant la preuve du théoreme. Il dérive des lemmes 3.2 et 3.5 que le
morphisme v induit un morphisme de Bx-modules § : M ®p, (Dgzn) ® z5(m) %) — N. Enfin,
x#

il résulte des formules (3.4.1) et de [Car05, 1.1.24.1] que 3 est ngzn)—linéaire. O
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THEOREME 3.6. Soient £ un ﬁg?g -module & gauche et F un YSE(m)

du morphisme de 5;”;2—modules a gauche 7 ®px F — (5&?1) ®5(m) ET) ®py F, envoyant e ® f
x#

-module a gauche. On dispose

sur (1®e)® f ot e € £F, f € F. Le morphisme ﬁg(m) -lindaire induit par extension :

DI @ @ ) (E* @By F) — (DY) Dt e g, F (3.6.1)
X
est un isomorphisme de 5&?1) -modules a gauche.
Démonstration. On procede de fagcon analogue au théoreme 3.1. O

»(m)

Remarques 3.7. Soient £# un ZS%Q—module a gauche, F un Dy ’-module a gauche (respec-

tivement un 5&m)—bimodule). I1 découle du théoreme 3.1 I'isomorphisme canonique (Wx ®p,

5#)®5<";Z 5&(771); Ox DBy (ng(m) D<m ) E#). En lui appliquant le foncteur —®D<m F,
X

cela donne : (Wx ®py E7) R=m) F — [Ox @By (25g(m) ®55(m) E7)] @ ~(m) F. L’isomorphisme
X#

D™ D

b - .

de transposition § : Wx ®py Dg(m) = Ox @By D&m), qui échange les deux structures de

ﬁg(m)—modules & droite, induit par fonctorialité [(Wx ®py ﬁg(m)) ®5<W;Z E7] B F =
X

(wx @B, F) Qz5m) € #. On obtient par composition I’isomorphisme de groupes (respectivement
X#
de Dg(m)—modules a droite) :

(@x ®py £7) D5t F - (Ox @8y F) ) E7, (3.7.1)

Remarques 3.8. Soit By une Ox-algebre commutative vérifiant les hypotheses de §2.1. Le
faisceau BX@OngZQ est cohérent (voir §4.1). Soient £# un B;g@oxD; )-module & gauche
cohérent, F un Bx@x\)@xl)gén)—module a gauche cohérent (respectivement un ng@@ngén)—
bimodule cohérent).

De maniere analogue au lemme 1.16, on vérifie que les foncteurs — ®p.,. &;L et We# DBy —
(respectivement — ®p.. (Z;l et wx ®pB, —) induisent des équivalences quasi-inverses exactes
entre la catégorie des Bx®ox7)( #)—Inodules (respectivement cohérents, respectivement plats,
respectivement localement projectifs de type fini) & gauche et celle des Bx(@@xﬁg:;z—modules

(respectivement cohérents, respectivement plats, respectivement localement projectifs de type
fini) & droite. On obtient alors par extension (comme pour le théoreme 3.1) ’homomorphisme

de ng@oxD( )_modules cohérents & droite :

(Wx @By 5#) ®B3€®anﬁ(;¢i Bx@@xpg?) — Wx OBy (Bx@oxp(xm) ®
défini pour = € Wy, e € E7 par (z®e) @12 ® (1@ e). Celui-ci est en fait un isomorphisme
puisqu’il 'est modulo m‘™!. On en déduit comme pour (3.7.1) I’isomorphisme canonique de

groupes (respectivement de ng@o%ﬁg?)—modules a droite) :

(Gx ®B, E7) ® A F—— 0x @By (FQ, o ) E™). (3.8.1)
x

Bx@ox x# x®0%
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4. Log-isocristaux surconvergents

4.1 On garde les notations et hypotheses de §2.1. Nous sommes ainsi dans le contexte de

la section [Ber96b, 3.3] en prenant (avec ses notations) pour anneau D :=Bx ®o, Dgg;).
On obtient en particulier la cohérence de son complété p-adique, noté ng@@xl)g:;) ainsi

que des théorémes de type A et B pour les ng@oxﬁg’gg

a droite (pour plus de précisions, voir la section [Ber96b, 3.3]). De méme, il découle de la

-modules cohérents a gauche ou

section [Ber96b, 3.4] la cohérence de ng@@xﬁg:;) ainsi que des théoremes de type A et B
pour les Bx®0 xﬁg:;z Q—modules cohérents & gauche ou a droite. Le théoreme suivant correspond
a l'analogue logarithmique du théoréeme de platitude [Ber96b, 3.5.3] de Berthelot.

THEOREME 4.2. Soit By une Ox-algébre vérifiant les conditions de §2.1 pour m + 1.
Bim+1)

L’homomorphisme canonique ng@oxl?( ™) — Bx®0 0xPrs g

x#.0 est plat a droite et a gauche.

Démonstration. La preuve est identique a celle de [Ber96b, 3.5.3]. Nous allons toutefois rappeler
les points fondamentaux de la preuve de Berthelot. On se contentera de mettre en exergue les

propriétés fondamentales des faisceaux utilisés (e.g. Bx®o xﬁgg;) Q) qui permettent de reprendre
les calculs de Berthelot que nous ne referons pas (pour ceux-ci, on se reportera a la preuve

de [Ber96b, 3.5.3]).

On se contente de prouver la platitude a gauche. L’assertion est locale. On peut donc
supposer X affine et muni de coordonnées locales logarithmiques t1, . .., ts. On note D) :=

I'(X, Bx ®0 Dg:;)), D™ son complété p-adique et de méme pour m + 1. Il suffit de prouver

Hm) ﬁ((@m+l)

que 'extension Dg est plate. Avec les notations de 1.1 et en utilisant par exemple

Iisomorphisme (2.2.1), D™ est un I'(X, Bx)-module libre de base 6;3

donne aussi une description simple de son complété p-adique (de méme pour m + 1). Avec les
arguments de la preuve de [Ber96b, 3.5.3] (qui fonctionne toujours grace a la proposition 2.2),
on peut en outre supposer By sans p-torsion.

™) avec k € N, ce qui

Pour tout k € Nd, pour tout i =1,...,d, posons k; —pmq,(Cm) + r(m) pm+1q(m+1) + (m+1),
avec 0< ,(cm) (™, 0< (m+1)< m+L - Alors, Q;}m) (qx (m) ay (m+1)y )Qiﬁ(m“). Ainsi, D DM et

(m)

D(m+1) gont canoniquement inclus dans 13(@ D™

. Notons alors D’ le sous-groupe de D@ engendré

par D) ot DM+ Ep reprenant les calculs de Berthelot, on obtient alors que D’ est en fait
un sous-anneau de f)((@m), que DMFD) = D' et lA)(gn) = Dg. Pour terminer la preuve, il suffit donc
d’établir que D’ est noethérien (car cela implique que D’ est plat & droite et & gauche sur D’ et
donc de méme avec l'indice Q).

Drapres la proposition 2.2(ii), D™ est engendré comme I'(¥, Bx)-algebre par les opérateurs
8;5; Yom) ,oul<i<d,0<j<m,cesderniers commutant deux a deux (de méme pour m + 1). On
en dédult que D' est engendré en tant que D) _module & gauche par les éléments de la forme

(8< >(m)) pour ¢ € N? (cela a un sens via [Mon02, Lemme 2.3.4]). En utilisant (1.7.1), on

vérifie comme Berthelot que, pour tout r € N, pour tout P € D(m) on a:

") ) m
( L ) ) | Z pim ( ))
On en déduit alors de maniere identique & Berthelot que D’ est noethérien. O
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THEOREME 4.3. Soient T' un diviseur de Xy, m' >m, r (respectivement r') un multiple de

p™ 1 (respectivement p™t1). Avec les notations du § [Ber96b, 4.2.4], BAx(T, 7“)@9(93313;2@ —

B\x(T, r’)@oxﬁg)(@ est plat a droite et a gauche.

Démonstration. Via le théoreme 4.2, cela se vérifie de facon identique a la preuve du
théoreme [Ber96b, 4.3.5] (dont les étapes clés sont les mémes que celle du théoréme 4.2). O

4.4 Soit T un diviseur de Xy. On définit le faisceau D;# (TT) des ‘opérateurs différentiels
de niveau fini sur X% & singularités surconvergentes le long de 7”7 en posant D; #(TT) =

h_I)nB\x(T, pmﬂ)@ojeﬁggi. Lorsque le diviseur Z est vide, on retrouve D];E(TT) (voir la
définition [Ber96b, 4.2.5.3]).

THEOREME 4.5. Soit T un diviseur de Xy. Le faisceau D;#(TT)@ est cohérent. On bénéficie de

théorémes de type A et B pour les D;# (1T)g-modules cohérents & droite ou a gauche.

Démonstration. Via la section [Ber96b, 3.6], cela découle du théoréme 4.3. a

Remarques 4.6. Par contre, on ignore si D; (et a fortiori D;# ('T)) est cohérent.

THEOREME 4.7. Soient T un diviseur de Xo, U# louvert de X% complémentaire de T, j :
U# < 2% Dinclusion canonique. L’homomorphisme D;#(TT ) — j*DL# o st fidélement plat a
droite et a gauche.

Démonstration. 11 s’agit de reprendre la preuve du théoréeme [Ber96b, 4.3.10.2]. O

De maniere analogue aux propositions [Ber96b, 4.3.11 et 4.3.12], on déduit du théoreme 4.7
la proposition ci-apres.

PROPOSITION 4.8. Avec les notations du théoréme 4.7, pour qu’un D;# (TT)@—module cohérent

soit nul, il faut et il suffit que sa restriction a 4% soit nulle.

Par commodité, on s’intéressera dans un premier temps au cas des log-isocristaux
convergents puis dans un second temps a celui des log-isocristaux surconvergents. Via
I’équivalence de catégories de Berthelot ([Ber] ou le théoreme [CarO6b, 2.2.12] pour la version
publiée), la définition suivante correspond & celle de Kedlaya dans [Ked07b, 6.3.1] (d’apres
la proposition [Ked07b, 6.4.1], cette notion est équivalente & celle de A. Shiho). Avec le
théoreme 4.15, nous retrouvons la description classique des log-isocristaux convergents en terme
de log-D-module arithmétique.

DEFINITION 4.9. Soit £ un Dx#’(@—module cohérent qui soit localement projectif et de type fini

sur Ox @- On dit que & est un log-isocristal convergent sur X# si la structure de Dy g-module
de &|y se prolonge en une structure de DL g-module cohérent.

Remarques 4.10. Si on voulait calquer la définition [Ked07b, 6.3.1], on aurait di remplacer
‘la structure de Dy g-module de £|y se prolonge en une structure de D;, g module cohérent’
par la condition apparemment (voir les théorémes qui suivent) plus forte ‘la structure de
Ogg(TZ)Q ®0 . Dx,g-module de Ogg(TZ)@ ®04q € se prolonge en une structure de D;Q(TZ)Q—
module cohérent’.
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LEMME 4.11. On suppose X7 affine et muni de coordonnées logarithmiques locales ti, . .. tq €
k

M(Z). On pose alors QEE = Q;Zm) JE! = tEolk] Soit £ un log-isocristal convergent sur X% . Pour

toute section e € I'(X, £), tout 0 < n(l, on a ||Q£§e\|77‘@ — 0 pour |k| — oco.

Démonstration. Via la formule [Mon02, Lemme 2.3.3.(c)], cela est une réécriture de la
proposition [Ked07b, 6.3.4]. O

PROPOSITION 4.12. Soient & un log-isocristal convergent sur X7 et m € N un entier. I existe

(m) (m)

~ o ~ o ~
alors un D e -module &, cohérent sur Ox et un isomorphisme D x#, Q—linéaire Eg— E.

Démonstration. Supposons ¥7 muni de coordonnées locales logarithmiques t1,...,tq. Avec

les notations 1.1, il suffit de reprendre les calculs de la preuve de la proposition [Ber90,

3.1.2] (ou [Ber96b, 4.4.7]) en remplacant [Ber90, 3.0.1.1] par le lemme 4.11, 7% par Ii et OF

(respectivement Qi) . O

PropPoOSITION 4.13. Soit £ un Dg:g—module, cohérent en tant que Ox-module.

(i) Si X est affine alors £ est globalement de présentation finie sur Dgg;z.
(ii) Le faisceau & est cohérent sur Dggg.

;:Q @ pm) & est un isomorphisme.
x#

(iii) L’homomorphisme canonique & — D
Démonstration. On vérifie (i) en reprenant la preuve de [Ber90, 3.1.3.(i)]. Cela implique aussitot

(ii). Traitons a présent (iii). Comme £ est un Ox-module cohérent, il est canoniquement
(m)
x#

que l'on vient de prouver), son complété p-adique est canoniquement isomorphe & D

isomorphe & son complété p-adique. Or, comme &£ est un D ;-module cohérent (d’apreés ce

(m)
x#
D’ou le résultat. O

D%#

De maniere analogue a la proposition [Ber90, 3.1.4], il découle des propositions 4.12 et 4.13
la proposition suivante.

PROPOSITION 4.14. Soient £ un log-isocristal convergent sur X et m € N un entier. Les homo-
(m)

morphismes canoniques £ — D # 0

®D3€#,@ g E— D;#Q ®Dx#@ & sont des isomorphismes.

THEOREME 4.15. Soit £ un Dx#Q—module cohérent localement projectif et de type fini

sur Ox @. Le faisceau £ est un log-isocristal convergent sur X7 si et seulement si sa structure de

T

x#’Q—module cohérent.

D x# g-module se prolonge (de fagon unique) en une structure de D

Démonstration. Comme D;# ny AN D;}Q, la condition est suffisante. La réciproque découle
de la proposition 4.14 et de la cohérence de pi O

x#7Q.

Traitons a présent le cas des log-isocristaux surconvergents. Dans la suite de cette section, T'
sera un diviseur de Xj.

DEFINITION 4.16. Un log-isocristal (ou simplement isocristal) sur X% surconvergent le long
de T est un (’)x(TT)Q ®Oxo Dx# Q—module cohérent &, localement projectif et de type fini sur
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Ox(1T)g et tel que €| soit un D;(TT NY)g-module cohérent, i.e., £]) est associé a un isocristal
sur Yy \ 7' surconvergent le long de Yy N T.

4.17 Soit £ un isocristal sur X¥ surconvergent le long de T. Notons &Y :=
Home (i1, (€, Ox(1T)g). Comme la catégorie des isocristaux sur Yy \ 7' surconvergent le long

de Yy NT est stable par dualité, on en déduit que £V est un isocristal sur X7 surconvergent le
long de T. De méme, la catégorie des isocristaux sur X7 surconvergent le long de T est stable
par le bifoncteur — ®op (i), —-

LEMME 4.18. On suppose X affine, muni de coordonnées logarithmiques locales ti, . .., tq €
M(Z2) et qu’il existe un relevement f € Ox d’une équation locale de T dans X. Soit £ un
log-isocristal sur X7 surconvergent le long de T. Notons Xy l'espace analytique rigide de X
au sens de Raynaud, sp : X — X le morphisme de spécialisation, Uy :={z € Xk | |f(z)| > A}
et E:=sp*(€). Pour tout 0 <n <1, il existe 0 <\, <1 tel que, pour tout A\, <A <1 et toute
section e € T'(Uy, E), on ait

HQ%]eH nt -0  pour |k| — co. (4.18.1)

Démonstration. Par hypothese, F|)Yk est un isocristal sur Y \ 7" surconvergent le long de Yy N T,
i.e., (4.18.1) est vrai sans dieses en remplacant Uy par Uy N Vg. On procede alors de maniere
analogue a [Ked07b, 6.3.4]. O

THEOREME 4.19. Soit £ un log-isocristal sur X% surconvergent le long de T. Alors € est un
D;# ('T)g-module cohérent.

Démonstration. Via la formule (4.18.1), il s’agit de reprendre la preuve du théoréme [Ber96b,
4.4.12]. a

Remarques 4.20. D’apres le théoréme 4.19, un log-isocristal sur X7 surconvergent le long de T
est un D;# (TT)g-module cohérent, localement projectif et de type fini sur Ox("T)g.

PROPOSITION 4.21. Soient Dy (IT)g := 0x(1T)g Q0 Dy# g €t € un log-isocristal sur x#

surconvergent le long de T'. L’homomorphisme canonique & — D;#(TT)Q ®D 1y (1T)g & est un
isomorphisme.

Démonstration. En reprenant les arguments de la preuve de [Ber90, 3.1.3.(i)] (en effet, Ox(1T)q

est & section noethérienne sur les ouverts affines et on dispose de théoremes de type A
et B pour les Ox('T)g-modules cohérents), on vérifie que € est Dy (1T)g-cohérent. Ainsi,

E— D;# (IT)g ®D 4 (iT)g € est un homomorphisme de D;#(TT)Q-modules cohérents. Par la

proposition 4.14, cet homomorphisme est un isomorphisme en dehors de T'. On conclut ensuite
via la proposition 4.8. O

THEOREME 4.22. Soit € un log-isocristal sur X% surconvergent le long de T. Le morphisme
canonique

DL ('T)q &L,

0T & —DL(1T)qg Opt (1) £ (4.22.1)

est un isomorphisme.

Démonstration. Par la proposition 4.8, il suffit de le vérifier lorsque T est vide. Il résulte de la
proposition 2.14 que le morphisme canonique

DxQ®p_, €~ DPxo @y, € (4.22.2)
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est un isomorphisme. Puisque les extensions Dx g — D; o Px#g— D;# 0 sont plates, il en
résulte que le morphisme canonique

| L T f T
DZ{,Q ®,DTx#,@ (D%#,Q ®D3€#,Q &) — DZ{,Q ®DL€#,Q (Dx#’(@ ®D3€#,Q £) (4.22.3)
est un isomorphisme. On conclut via I'isomorphisme de droite de la proposition 4.14. O

5. Sur I’holonomie des log-isocristaux surconvergents

Le but de cette section est d’établir le théoreme 5.24. La premiere partie du théoreme est
une conséquence du théoreme 4.22 (qui découle de la proposition 2.14). La seconde partie du
théoreme 5.24 (ou aussi la proposition 5.16) correspond en quelque sorte (modulo le twist ‘(Z)’)
a un isomorphisme de dualité relative (logarithmique) au morphisme canonique g
Il se prouve de fagon analogue au cas complexe de la proposition [CNO05, 3.1.2] en utilisant
I'isomorphisme d’associativité du théoreme 3.1 (ou plus précisément l'isomorphisme (3.7.1)
induit).

Notations 5.1. On définit des Dg?;)-modules a gauche en posant :

Ox(Z) :=Homo, (wx,wx#), Ox(—Z):= 'Homox(wﬁ, wx). (5.1.1)

En tant que Ox-module, le faisceau Ox(Z) correspond a I’Ox-module localement engendré par

les inverses d’une équation locale de Z dans X, ce qui justifie la notation. On aurait aussi pu
(m)
X#

on calcule que ces deux structures de D

remarquer Ox(Z) est un sous-D,,/-module a gauche de j,.Oy. Via la formule [Ber00, 1.1.7.3],

(m)
X#

Pour tout entier n € N, on en déduit des D

-module sur Ox(Z) sont identiques.

(m)
X#

Ox(nZ) = Ox(Z)®n et O)((—TLZ) = Ox(—Z)®n,
ou ®n signifie que ’on tensorise n-fois en tant que O x-module. En évaluant deux fois, on obtient

CORTIN .
P -linéaire :

-modules a gauche en posant :

(voir (1.11.1)) I'isomorphisme D
wx# ®oy Ox(—2) ®0y Ox(Z) — wys.

Dot : Ox(—Z)®o, Ox(Z) — Ox. Pour tous n,n’ €Z, les isomorphismes canoniques

Ox(nZ) ®o, Ox(n'Z) — Ox((n+n')Z) sont donc Dgg—linéaires.

(m)

X#

définit un D@-module a gauche (respectivement & droite) en posant £(nZ) := Ox(nZ) ®o, €

(respectivement M(nZ) := M ®p, Ox(nZ)).

D’apres §1.20, on dispose de l'isomorphe de D

Si € (respectivement M) est un D\, ,-module a gauche (respectivement a droite) et n € Z, on

) _himodules dit de transposition Yo (z) :

X#”
Dgzn#) ®oy Ox(nZ) = Ox(nZ) @e, Dg?;). Par (1.17.1), on vérifie alors la formule
k kN ok h
YO x (nZ) (Q;? ®e)= Z{h}Q;z Mew Q;ﬂ

h<k ™

Avec la proposition [Ber96b, 2.2.4.(iv)], il en résulte que le composé
IDE(WQ ®ox Ox(n2) VOX;(:LZ) Ox(nZ) ®oy Dgzn#) C j*D§,m)

(m) (m)

est égal a l'inclusion canonique D\ Qo Ox(nZ) C j<Dy . On notera alors sans ambiguité

D;:Q(nZ) pour Dg(n;) ®ox Ox(nZ) ou Ox(nZ) @py Dg?;g. On remarque que ni Ox(nZ) ni
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D) (nZ) sont des faisceaux d’anneaux. Par la proposition 1.13, on bénéficie de I'isomorphisme

X#
canonique : £(nZ) — Dg?;z (nZ) @pm € et M(nZ) — M & 1y m) Dg;”#) (nZ). 1l en découle les
# #
isomorphismes : * *
M(nZ) @ ) € = M@_(m) D (nZ) @) € 25 M©_ () E(nZ). 5.1.2
()D;# D) X#()D;# D;#() (5.1.2)

LEMME 5.2. Soient £ un Dg?;)—module a gauche et M un Dg?;)

(m) -linéaires suivants :
X# :

-module a droite. On dispose des

isomorphismes canoniques D

ev : wx oy Ox(Z) > wx#, ev : wys ®oy Ox(—Z) — wx, (5.2.1)
ev®1d : wy ®oy E(Z) = wy# Qoy &,

ev®ld : wyx ®oy E(—Z) — wx Roy &, (5.2.2)

E(Z) = (wx# ®oy €) ®oy wy's E(—Z) = (wx Boy €) B0y Wik (5.2.3)

M(Z) =5 wys ®ox M B0y wy'), M(=Z) = wx ®oy (M R0y wiy). (5.2.4)

Démonstration. La Dg?;)—linéarité de (5.2.1) découle de (1.11.3). Par la proposition 1.11, il en

(m)

X -modules. O

dérive (5.2.2). Via §1.15, il en résulte les autres isomorphismes de D

Notations 5.3. On désigne par 7533# I'un des faisceaux d’anneaux Dgg;&, Dx#@, 75;7;2, ﬁg;)’@,

T ~ .
D x#.0" De méme en enlevant les diéses.

5.4 On dispose pour tout entier n de l'isomorphisme canonique de Djx-bimodules dit de

transposition Yo .(z) @ Dy# ®0, Ox(n2) — O0x(nZ) ®o, Dy#. En effet, on le sait déja
lorsque 1536# = Dg- Les autres cas s’en déduisent par tensorisation par QQ sur Z, complétion

p-adique et passage a la limite inductive sur le niveau. Soient £ (respectivement M) un 536#—
module & gauche (respectivement & droite). Avec les notations analogues aux notations 5.1, en
reprenant la construction de (5.1.2), on obtient I'isomorphisme canonique fonctoriel £ et M :

M(nZ2) ©p_, € - M @5, E(nZ). (5.4.1)

De méme, le lemme 5.2 s’étend naturellement en remplacant ‘Dggg’ par ‘536# ". Les références

relatives au lemme 5.2 pourront abusivement concerner ces extensions.

(0)

5.5 Par la proposition 2.5, on vérifie avec les arguments habituels (e.g. [Ber00, 4.4.3]) que DX#,
0

Dggiﬁ et Dy o sont de dimension homologique finie. De plus, en reprenant le début de la preuve
de [Ber00, 4.4.4] et en y remplacant [Ber00, 4.4.3] par [Mon02, 5.3.1], on vérifie que si X est affine

alors ’anneau T'(X, ﬁg) est de dimension homologique finie. Il en résulte que I'(X, ﬁgn#) Q)
et I'(X, D;# Q) sont de dimension homologique finie lorsque X est affine (car un I'(X, ’D; “ Q)—

(m)
xX#.Q

(%, ﬁgg)—module cohérent, de plus ces extensions sont plates). Via les théoremes de type A, il

module cohérent provient par extension d’un I'(X, D )-module cohérent qui lui provient d’un
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en résulte que les faisceaux ﬁ(nz, 23222 Y DJf #0 sont de dimension homologique finie. Comme

Dy# est en outre cohérent, on obtient ainsi Dcoh( Dx#) = Dparf(*ﬁx#>.
(m )

;#) et, lorsque Z et T sont non

vides, de D;#(TT)Q (lorsque Z est vide, c’est bien le cas d’apres [Noo07]).

Lorsque 7 > 1, comme S; n’est pas régulier, les faisceaux D ne sont pas de dimension

homologique finie. J’ignore ce qu’il en est lorsque m # 0 de D

DEFINITION 5.6. Soient € € D2, (“Dy#), M € DY,
de £ et de M en posant

Dy () = RHomg (€, Da#t) 0 wok [dx],
Dx# (M) = Wx# Q04 R'Homﬁx# (M, Dx#)[dX]-

(D 4). On définit les duaux 536# -linéaires

coh

(5.6.1)

Par §5.5, ces foncteurs duaux stabilisent donc D};)oh(*ﬁae#)- De plus, on vérifie comme
Virrion (voir [Vir00]) l'isomorphisme de bidualité Dy#x 0 Dy (€) — € (de méme pour M).
Nous verrons cependant que l'isomorphisme de dualité relative au morphisme canonique X% — X
nécessite d’utiliser un twist (voir la proposition 5.16).

5.7 1l résulte des équivalences de catégories de §1.15 que, pour tous &£ € D(? 536#), Me
DT (Dy#"), on a
RHomgz _, (wx# ®0x 5,/\4) — RHomg (£, M @0, w ) (5.7.1)
x#
RHomz (/\/l RO 5 W 3€ L&) = RHomﬁx# (M, wier ®04 ). (5.7.2)
D’ou: ]D)%# (wx# KO 5) — Wy Q04 D%# (&) et D.’{# (M RO 5 w;;) = ]D)%# (M) ®(93€ 1’;
On dispose de méme des isomorphismes (5.7.1) et (5.7.2) ol ‘w44’ est remplacé par ‘wx’.

Notations 5.8. On note u : ¥7 — X le morphisme canonique et ﬁa&-x# = 53 ®o, Ox(Z) vu

- ~ d
comme (Dx, Dy#)-bimodule. Par (5.2.4), Dy_ y# est canoniquement isomorphe & wy# ®o4

(5% ®ox~w;€1),~ce qui justifie la notation. On pourrait aussi désigner par 53€#H3€ :=Dx vu
comme (D 4%, Dx)-bimodule, mais cela ne sert qu’a alourdir les notations.

DEFINITION 5.9. Pour tous &€ Db ( D%#) Me Dcoh(D #+%), on définit respectivement
I’image directe par u de £ et M en posant :

u (€) =Dy _x# ®F L& ul (M) := M ®Lﬁx# Dx. (5.9.1)

Si aucune confusion n’est & craindre, on écrira uy pour uf ou ui

LEMME 5.10. Soient SGD*(QYS%#), MED*(ﬁx#d). On dispose d’un isomorphisme

canonique :
Meg €5 (wxw ®0. £) 8F  (M®0gwis):
x# x#
Démonstration. Avec §1.15, on vérifie que I'on est bien dans le contexte de [Vir00, 1.2.2]. O

PROPOSITION 5.11. Pour tous € € DY, (“Dy#), M €D
phismes canoniques :

UG (M) R0y wr! 5 UL (M @0y wik), wx ®ox ul(E) > ul(wys ®ox E).  (5.11.1)

De plus, u%.(€) € Dcoh(gﬁx#) et ut (M) € Dcoh(D:{#d)'

coh(D %), on bénéficie des isomor-
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Démonstration. On construit I'isomorphisme de gauche de (5.11.1) comme suit :

-1 ~ g ~ _
Ui(./\/l) ®0x wxl H)] (Wae#®(9x(D3€ ®(93€ wxl)) ®~ (M ®0x 1 )

~ d o~
Y (Wx#®0x(Dx @0 Wa_el)) ®Hf)x# (M ®0 wg_g#) (5.72) u+ (M Qo x}cﬁ)

les symboles ‘g’ et ‘d’ signifiant respectivement que pour calculer le prodult tensoriel on choisit
la structure gauche et droite de Dgg module & gauche de Dx R0 % "‘)36 On en déduit par passage
de gauche a droite (i.e., via les équivalences de catégories de §1.15) I'isomorphisme de droite
de (5.11.1). Concernant la derniere assertion, il s’agit d’établir la préservation de la perfection
(voir §5.5). Le cas des modules & droite est immédiat. Comme les structures tordues préservent
Iexactitude et la projectivité locale de type fini (cela découle du lemme 1.16), elles préservent
aussi les complexes parfaits. Le cas & gauche résulte alors de (5.11.1). O

DEFINITION 5.12. Grace a la proposition 5.11, pour tout QEDCOh( D%#) I'tmage directe

extraordinaire par u de G est définie en posant : u)(G) :=Dx o uq 0 D,x(G) € Dcoh(*ﬁx#)‘ Pour
préciser qu’il s’agit de module a gauche ou a droite, on écrira u!g ou uf‘ pour .

PROPOSITION 5.13. Pour tous £ € D]goh( x#), Mg Dcoh(Dx#d), on bénéficie des isomor-
phismes canoniques :

U (M @0, w 1 L) — ul (M) @0 w;l, wx ®oy uf(E) — uf(wx# R0y E). (5.13.1)

Démonstration. Cela provient par composition de §5.7 et la proposition 5.11. O
PROPOSITION 5.14. Pour tous & € D}foh( x#), Me Dcoh(Dx#d)» on dispose des isomor-
phismes canoniques :
w() =5 De @ &, wM) " Mk (0Ox(—Z) ®oy Dx). (5.14.1)
D Dy

Démonstration. Par définition, Dy o uy (£) — RHomﬁx((ﬁx ®o 0x(2)) ®% &, Dx RO %
x#

w;)[d]. En notant § I'isomorphisme de transposition Dx R0 w;l ., Dy Q0 x w;l (voir la
section [Ber(0, 1.3]), on obtient les isomorphismes de (Dx, Dy )-bimodules :

Dx 8oy 0x(2) 7 wxr &b, (Dx oy wy') T (wxr B0x Dx) Borwy!,  (5.142)

le symbole ‘d’ signifiant que pour Calculer le produit tensoriel on choisit la structure droite de
Dgg module a gauche de Dx ®0 .. Wx Via la version sans diese de (5.7.2), on en déduit le premier
isomorphisme :

Dxous(€) — RHomz (W ®0x Dx)®

=
é

=

— RHomgz  (we# 0y &, Dx)|d]
Sy x7

=

=

50 (5.7.1) D x#
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D’ou, par bidualité, le premier isomorphisme de (5.14.1). Afin d’établir le second, on peut
supposer M = w,# ®0, €. On obtient :

u (M) o, WX ©ox u(€) e (wx ®ox Dx) 5, €— (wx ®ox Dx)®px#5
sy Wxr @0 £) @5 (Wx ®ox Dx)B0xwxs)
~ L g
— < —Z Dx). .14.
(5.2.3) M ®D3€# (Ox(=2) ®ox Px) (5.14.3)

|

LEMME 5.15. Soient € € D2, (“Dy#) et M € D>, (Dy#?). On dispose des isomorphismes
canoniques :

B T ~ B t t _ ~ T ~
ur(M) @5 Dx o — ut(M ©D 4 Dx#,Q)’ Dxq @5, u+(&) — u+(D3€#,Q OB p &)
(5.15.1)
De méme en remplacant I'image directe par I'image directe extraordinaire.

Démonstration. Comme le foncteur dual commute & lextension des scalaires (voir par
exemple [Vir00]), il suffit de traiter le cas de I'image directe. Le premier isomorphisme (5.15.1)
est immédiat tandis que le seconde se construit comme suit :

Dlg®5 us(&) = Digos_ ((Dx®o,Ox(2)% &)

Do
T, (Pl ®oy Ox(2) @g €

(1.13.1

= (Dl g ®ox Ox(2) &k, Dl ok

T L ¢
Dx#@ 36#,@ Dx#

- u+(D;#7Q 95, - O

PROPOSITION 5.16. On dispose, pour tout £ € Dth(*ﬁx#), de l'isomorphisme canonique :

us (&) =5 w(E(2)). (5.16.1)

Démonstration. D’apres la proposition [Ber96b, 3.6.2.(ii)] (respectivement [Ber96b, 3.4.5]), un

D;# Q—module cohérent (respectivement ﬁgg;) Q—module cohérent) provient par extension d'un

Bm) , . Bm)
D pey Q—module coherNent (respectivement sz#
de traiter le cas ott D =D ou celui ott D =D, La preuve du second cas étant la méme (on

remplace (3.7.1) par (3.8.1)), contentons-nous d’étudier le premier. Avec (5.11.1) et (5.13.1),

il suffit de traiter le cas a gauche (i.e. * =g). Soient P une résolution de Dgg) par des Dgg)—

(0)
x#

-module cohérent). Par le lemme 5.15, il suffit alors

bimodules plats et P# une résolution de £ par des D
alors des isomorphismes :

-modules & gauche plats. On dispose

(3.7.1)
0 ~ ~ g
(wx ®ox €) B o) DR < (wx ®ox PH) @ 0) P 5 (wx ®0x P)@ 0 PF
x# x# x#
~ (0)y 2 # 2 (0)
— (wx ®oy Dy )®D(0;'P — wx ®ox Dy’ ®
x

= wx ®0y (DY

P#
o2, 7

L
R0 &)
e
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Ainsi, uy(wx ®o, &) — wx ®o, w(€). En lui appliquant — ®e .. wa_el, il en résulte, via
lemme 5.2, (5.11.1), isomorphisme : u (£(—Z)) — w/(E). O

Notations 5.17. Soit T un diviseur de Xy. De maniére analogue a la définition 5.6, on
définit le dual D4 (1T)g-linéaire (respectivement D;# (TT)g-linéaire) des complexes parfaits de

D y# ("T)g-modules (respectivement D;# (TT")g-modules) que ’on notera Ds# r (respectivement

i
Dae#,T

ou si aucune confusion n’est a craindre Dy ).

Remarquons que comme on ne sait pas a prior:i si D 36#(TT)@ est de dimension homologique
finie, pour utiliser les isomorphismes standards concernant les faisceaux d’homomorphismes, il
faut travailler avec des complexes parfaits a la place de complexes a cohomologie bornée et
cohérente. Par exemple, pour obtenir le premier isomorphisme (5.14.1), nous avons utilisé la

perfection de wy# ®o, €. La proposition suivante donne un exemple de tels complexes.

PROPOSITION 5.18. Soient T un diviseur de Xo, £ un log-isocristal sur X* surconvergent le long
de T. Alors € € Dyt ("D ("T)), € € Dyars ("DL, (1T)g).

Démonstration. Nous avons vu au cours de la preuve de la proposition 4.21 que &£ est
Dx#(TT)Q—cohérent. D’apres la proposition [Ber96b, 3.6.2], il existe un entier mg suffisamment

grand tel que £ provienne par extension d’un Bg? ) Q0O Dy# Q—module cohérent £(M0). La

A~

proposition étant locale, on peut supposer £() muni d’une bonne filtration. D’aprés le

théoréme 2.8 et §2.13, pour s assez grand, la premiére suite de Spencer Sp; Fr0g, D (& (mo))
P x Ox“x#,0

est exacte. Comme l’extension B&no) @0 Dy# Q —>D3€#(TT)Q est plate, il en résulte que la

suite D4 (1T)q ®l§(§"°>®o (£(m0)) est exacte. Comme & est localement

SP* m
EEID.'{#,Q S,B\(x 0)®O£Dx#7(@
projectif de type fini sur Ox (1T ), on remarque que cette suite donne une résolution finie de
& par des Dy (1T)g-modules localement projectifs de type fini. Donc, € € Dpart(“Da# (1T)q)-

Puisque I'extension D, (T)g — D;# (TT)@ est plate, avec la proposition 4.21, on en déduit que
€e Dparf (gp;# (TT)Q)' u

DEFINITION 5.19. Soit 7' un diviseur de Xjy. En s’inspirant de [Vir00, 111.4.2], si £ est un
D;#(TT Jo-module & gauche cohérent, on dira que & est ‘D;#(TT )g-holonome’ si, pour tout
1#0, Hl(Dx#T(é’)) = 0. De méme pour les D;#(TT)Q—modules a droite cohérents.

Lorsque la log-structure est triviale, 7" est vide et £ est muni d’une structure de Frobenius,

nous retrouvons la notion d’holonomie de Berthelot (d’apres le théoreme [Vir00, I11.4.2]).

(0)
x#’

respectivement D y4(TT)q, D;#(TT)Q). Notons

LEMME 5.20. Soit T un diviseur de Xy. On désigne par 536# I'un des faisceaux d’anneaux D
13;23# (respectivement D y4 0’ ﬁ;n#)Q’ D;# o’
Wyt (TT) = Way# Q04 O};(TT).

(i) Le morphisme canonique wy# ®0 Dy# — wy# (respectivement wyx @0 Dy# — Wys 0’

respectivement Wy @0 535# wa#(TT)Q ) induit un quasi-isomorphisme Q;# R0
7536# [d] = Wyx# (respectivement Q;e# R0 x ﬁx# [d] -~ Wyt @ respectivement Q;e# R0+

Dyex|d] — W (TT)Q)-
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(ii) On dispose des isomorphismes canoniques : Dy (Ox) — Ox, ]D)x#’T(Ox(TT)@) -
Ox('T)q-

Démonstration. Traitons d’abord le cas non-respectif. De maniére analogue & la proposi-

tion [Ber00, 4.1.1], on obtient un quaii—isomorphisme : Q;:# R0 % Dggi#

Dy#, on en déduit (i) via I'isomorphisme canonique

[d] = wy#. En lui

appliquant le foncteur exact — @5 (0)
x#

Il découle du théoreme 2.8 que la suite de Spencer

0— Dgga)# ©0x N Tp =+ 5 DY)

) ®0x AT 5D, — Ox =0 (5.20.1)

est exacte. En lui appliquant le foncteur exact 7536# & —, on obtient la suite exacte :

0= Dys @0y ATt =+ 5 Dyes @0 NIyt = Dyt — Ox — 0. (5.20.2)

Cela implique : RHOmﬁx(Ox, Dx)|d] = Qs ®0x 536# [d] = wy#. On conclut par passage
de gauche a droite.

N ‘ 4 1o . . S(m) ~
Abordons a présent les autres cas. On déduit des isomorphismes w ®D(;‘; Dx# — Wy#

~

. . (m) ~ ~
pour m variable le suivant wy% ® D x#g Wax# o De méme pour les autres anneaux. On

p©
. ~ X# .
traite alors les autres cas de méme que le premier. O

THEOREME 5.21. Soient T un diviseur de Xg, £ un log-isocristal sur X% surconvergent le
long de T. Avec les notations de 4.17, on dispose des isomorphismes Dy (TT)Q—linéaire et

respectivement D;# (IT)q-lindaire : £Y — Dys 4(E), EY D;# (). Le faisceau & est donc
D;#(TT)Q—holonome (voir la définition 5.19).

Démonstration. Avec le lemme 5.20(ii), on établit le premier isomorphisme de maniére analogue
a [Car05, 2.2.1]. Or, €Y est toujours un log-isocristal sur X7 surconvergent le long de T'. Comme
le foncteur dual commute & l’extension des scalaires (e.g. voir [Vir00]), 'isomorphisme canonique
£E= D;# (7)o ®D 4 (1T)g € est le méme ol £ est remplacé par &V (la proposition 4.21) nous
permettent de conclure. u

DEFINITION 5.22. Soient T un divisewr de Xo et F € Dpue(*Dl,('T)g). On  définit
Iimage directe (& singularités surconvergentes le long de T) de F par u en posant
ur 4 (F) := D;(_x# (7)o ®E’£);#(TT)@ F, ou D;{_x#(TT)Q = D;(TT)Q R0, Ox(Z) vu comme
(DL (1T)q, DI, (1T)g)-bimodule.

On définit I'image directe extraordinaire (a singularités surconvergentes le long de T') de F
par v en posant up(F) :=Dx 1 o ur 4 o Dy ,(F). Lorsque le diviseur T" est vide, on omet de
I'indiquer dans les opérations cohomologiques.

LEMME 5.23. Soient T un diviseur de Xo et F € Dyus(*D,(1T)g). Alors, ur ((F) €
Dpart ("D (1)), ur (F) € Dpart ("D (1T)g).
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Démonstration. Comme la perfection est stable par dualité, il suffit de traiter le cas de 'image
directe. De maniere analogue a la proposition 5.11, on établit I’isomorphisme canonique :

ur+(F) = ((wxr ©0x F) Ot 1y, Da((T)e) Sox '

On déduit de §1.15 que le foncteur wys ®o, — (respectivement — ®p, wa_El) préserve la
D;#(TT)Q—perfection (respectivement D;(TT)@-perfection). D’ott ur(F) € Dparf(D;(TT)Q). O

THEOREME 5.24. Soient T un diviseur de Xg, £ un log-isocristal sur X% surconvergent le
long de T
(i) Pour tout [ #0,
H(ur (£)) =0, H'(ur,(€))=0. (5.24.1)

(ii) On dispose des isomorphismes ur +(€) — ur (E(Z)) — D;(TT)Q ®D;#(fT)@

(iii) Les faisceaux ur 4 (€) et ur)(&) sont D&(TT)Q—ho]onomes (voir la définition 5.19).

Démonstration. Par la proposition 4.8 et le lemme 5.23, pour établir (5.24.1), il suffit de traiter
le cas ou T est vide. Pour éviter les confusions, notons G le faisceau £ vu comme Dx# Q—module

a gauche. Par (5.14.1) et la proposition 2.14, pour tout I # 0, H'(w(G)) = 0. Il en résulte via
la proposition 5.16 que, pour tout I # 0, H'(uy(G)) = 0. On conclut alors la premiere assertion
grace a la proposition 4.14 et le lemme 5.15.

Comme & € Dpare(? D;# ('T)g) (voir la proposition 5.18), en reprenant la preuve de la
(fT)Q D}Z#,T(‘S)'
Comme celui-ci est encore valable pour Dy ,-(£) ala place de £ et que Dy# o 0 Dy 11(E) - €,

il en découle : up,(€) — D&(TT)Q ®E’5T (1) & (et donc pour £(Z) a la place de £). D’ou le
x#s /0
deuxiéme isomorphisme de ii via (5.24.1). Le premier s’établit de maniere analogue a celle de la

proposition 5.16.

proposition 5.14, on obtient I'isomorphisme : Dx 1 o up, 4+ () — DT%(TT)Q ®H5T
x#

Passons a la derniére assertion. Il découle de (5.24.1) et du théoreme 5.21 que, pour tout entier
1#0, H (ur,Dy#(€)) = 0. Comme Dx o ur 4+ (E) — ury 0 Dyx (€), il en résulte que ur 4 (€) est
D;(TT)Q—holonome. L’holonomie se préservant par dualité (voir [Vir00] lorsque T est vide mais le
cas général s’en déduit grace a la proposition [Ber96b, 4.3.12.(ii)]), il en dérive celle de uz(£). O

6. Comparaison entre complexes de de Rham non logarithmique et logarithmique

Le but de cette section est d’abord de comparer les complexes de de Rham non logarithmique
et logarithmique via le théoréeme 6.3 et son corollaire 6.7, ce qui correspond a l’analogue
arithmétique du théoreme [CNO5, 4.1]. Puis, nous établissons le théoréme 6.11 : pour tout
isocristal £ sur X surconvergent le long d’un diviseur 7' de Xy, le morphisme canonique
pe : ur+(E) —E(TZ) est un isomorphisme. Notons que ce morphisme est une variante
arithmétique de celui de la section [CNO5, 4]. Enfin, lorsque £ est un log-isocristal sur X7
surconvergent le long de T', nous conjecturons (voir la conjecture 6.14) que ce morphisme cano-
nique est encore un isomorphisme modulo quelques conditions sur les exposants de la connexion.
Cette conjecture sera établie via le théoreme [CTO08, 2.2.9] lorsque le diviseur Tj est vide. Notons
qu'un ingrédient clé de la preuve de [CT08, 2.2.9] est le théoreme 6.11 (ou plus exactement la
version [CT08, 2.5]) qui permet de jouer sur le diviseur. Le théoréme 6.11 (via la proposition
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[CTO08, 2.5]) et le théoreme 5.24 sont aussi des points techniques utilisés dans la preuve de la
surholonomie des F-isocristaux surconvergents sur les variétés lisses du théoreme [CT08, 2.3.12]
(voir respectivement 1’étape 1.2 et I’étape II de la preuve du théoreme [CTO08, 2.3.12]).

Notations 6.1. Soient T un diviseur de Xy, U# Douvert de X% complémentaire de T, € un log-
isocristal sur X% surconvergent le long de T'. Dans cette section, Z désigne Zj et f le morphisme
structural X — § .

LEMME 6.2. Soient M € D‘(D;# (1T)o"), F € D_(gD;# ('T)g). On dispose de Iisomorphisme
canonique

M,

(t7) (02,0(2) ®0x o F) — (M ®0,4 Ox0(2)) @%T (7 F. (6.2.1)
x# Q -~ 0

Démonstration. De maniere analogue a §5.4, on dispose de l'isomorphisme de transposition
D;#(TT)Q ®0x0 0%,0(2) = 0x0(2) ®0xq D;# ('T)g. En résolvant M et F platement, on
construit l'isomorphisme (6.2.1) comme celui de (5.4.1). O

THEOREME 6.3. On bénéficie de I'isomorphisme canonique dans D(f~'Oy) :
V%t g ®0x0 € — V% ®Ox g ur+(E)-
Démonstration. On dispose des isomorphismes :
Dot g ®0x0 & — (Vpr g P02 Phs (M) Dpi_, (1), €

o “xro((T) ®%Tx L €17

5.20(1)

(?;;) (wxeo('T) ®0xq Ox,0(2)) ®H13;#(TT)@ E[—d]

sl B

5&;) wzo('T) ®H5T3€(TT)Q ur +(E)[—d]

oy P ®0xg ur+ (€). (6.3.1)
O

Remarques 6.4. On obtient une seconde preuve du théoréme 6.3 via les isomorphismes ci-
dessous :

RHomy o1, (Ox(T)0. €)

AN ]RHomDTx# () (Dy# 7(E), Dx#,T(Ox(TT)@))

= RHompt gy (D 7(€), Ox('T)g)
x# Q

5.20(ii)

5&% RHomp (1), (urs © Dt p(£), 0x("T)q)
= RHomyp: (i) (D21(Ox("T)g), Dasr 0 ury 0 Dy 1(E))
5&%) RHomDTx(TT)Q(Ox(TT)Q’ D rouryo ]D)ae#,T(g))

le dernier isomorphisme résultant de I’isomorphisme de bidualité.
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LEMME 6.5. Le morphisme canonique Ox(TZ UT)qg Q0 (tT)g € — D;E(TZ UT)q ®pt &
X

# (TT)Q

est un isomorphisme. Ainsi, £(1Z):= DTX(TZ UT)g ®H5 & est lisocristal sur Yy N Uy

;

(1T)q
x#
surconvergent le long de T'U Z associé a £ (via I'équivalence de catégories de Berthelot énoncée
dans [Car06b, 2.2.12)).

Démonstration. L’isocristal sur Yy N Uy S?rconvergent lelongde T U Z associTé a & est isomorphe

a 0x(fZuT)g ®0 (i), € De plus, DL(TZUT)q ®DT3€#(TT)Q & est un D% (TZ UT)g-module

cohérent dont la restriction sur Y N 4 est isomorphe a £]Y N 4L, qui est Oyng(g-cohérent. D’apres

un théoréme de Berthelot (voir [Car0O6b, 2.2.12]), il en résulte que D&(TZ UT)q ®pt (T)q £
x#

est Ox(TZ UT)g-cohérent. Comme Ox(TZ U T)q ®0x(iT)g € = D;(TZ UT)q ®pt E est
x#

((T)e
un morphisme de O%(TZ U T')g-modules cohérents qui est un isomorphisme sur Y N 4, il dérive
de la proposition [Ber96b, 4.3.12] que celui-ci est un isomorphisme. O

6.6 De maniere analogue a (5.4.1), on dispose de 'isomorphisme canonique
Tt ~ Tt
Dx("T) DDl (1) £(2) — Dx(T)e(2) DD, (1) £

Il en résulte ensuite par extension I’homomorphisme D;(TT )Q ®pt (1) E(2)—E&(1Z). Par le
x#

théoréme 5.24(ii), ce dernier est canoniquement isomorphe & un homomorphisme de la forme pg :
ur 4 (&) — £(12).

Lorsque Z est vide, on remarque que pg est l'identité de £. Plus généralement, le
théoreme 6.11 et la remarque 6.13 ci-dessous donnent des exemples de cas ot I’homomorphisme
pe est un isomorphisme. Enongons d’abord les conséquences immédiates du fait que pg soit un
isomorphisme via la proposition suivante.

PROPOSITION 6.7. Si I’lhomomorphisme pg : ur () — E(TZ) est un isomorphisme, alors £(17)
est un DEE(TT)Q—modu]e holonome et on dispose de I'isomorphisme canonique dans D(f~10g) :

Woer @ 00 € = D% B0z £(12).
Avant d’établir le théoréme 6.11, nous aurons besoin des trois lemmes suivants.

LEMME 6.8. Le morphisme canonique po.(it), - ur+ (0x(1T)g) = Ox("T U Z)g est un
isomorphisme.

Démonstration. Comme po (i), est un morphisme de D;(TT)Q—modules cohérents (pour le
second terme, voir [Ber96a]), par la proposition [Ber96b, 4.3.12], on se ramene a supposer T vide.
L’assertion étant locale, supposons qu’il existe des coordonnées locales logarithmiques ¢q, . . ., tg
telles que Z =V (¢1 - - - t5) (rappelons que par convention, tsy1, . . ., tg sont inversibles). Avec les
notations de 1.1, on obtient la suite exacte :

(Dxr@)" % D g % Ox(2)g =0, (6.8.1)

ot ¢(P)=P-(1/t1---ts5) et »(Pr,...,Pa) =5 Piditi + 0., Pid;. 1l résulte alors de
la suite exacte [Ber90, 4.3.2.1] que D;EQ Dy o Ox(2)g — 0x(TZ)g. On conclut grace & la
proposition 4.14. 7 O
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LEMME 6.9. Soit Bx une Ox-algébre commutative munie d’une structure de D(”;;)—modu]e
a gauche compatible a sa structure de Ox-algébre vérifiant les conditions de §2.1. On pose
Bx(Z) = Bx ®0, Ox(2).

Le faisceau ng@oxﬁgn) ®13on F0m) Bx(Z) est alors ng@oxﬁg")—cohérent. Plus
27 x#

®
précisément, s’il existe des coordonnées locales logarithmiques ty,...,tq telles que Z =
V(ty---ts), alors ng@o%@g;)/I AN Bx(Z), ot T est I'idéal & gauche engendré par °8;p’]i)(m),
aveci=1,...,8,j=1,...,m etpar(‘?spy)(m), aveci=s+1,...,d,j=1,...,m.

Démonstration. L’assertion étant locale, supposons qu’il existe des coordonnées locales
logarithmiques t1, . . ., t; telles que Z =V (¢; - - - t5). Le morphisme 835@@3613;2 — Bx(Z) défini
par P € ng@@xﬁg:;) — P (1/t;---ts) induit lisomorphisme ng@@xﬁg?#)/f — Bx(2).
En effet, un élément P de Bxééoxﬁgn#) s’écrit de maniére unique sous la forme

> k>0 bktﬁiflf e taﬁiaﬁ’fg” e 8§lkd>, olt by € Bx tend vers 0 lorsque |k| tend vers linfini.
On calcule que P - (1/t1---t5) =0 si et seulement si by =0. Enfin, de maniere analogue a la

proposition 2.2(ii)), on vérifie que cet idéal est engendré par les éléments décrits ci-dessous. O

LEMME 6.10. Avec les notations et hypothéses du lemme 6.9, soient £ un ng@@x@g’gl) -module

)

qui soit cohérent sur Bx et F un ng@@xﬁgn -module cohérent. Le faisceau £ @, F est alors

muni d’une structure de Bx@)oxﬁg)—modu]e cohérent.

Démonstration. On dispose des isomorphismes Bx ®0 5 ’Dgn)—linéaires :

~ (m)
E®py F (:33) (€ @By (Bx ®0y D% ")) ®3x®o3€9(3?) F

— (€ @By (Bx ®0x Déem))) ® D) Bx‘goxpgen) Opxbo DY F

(6.10.1)

Bx®o

~ S »m)
(LT&>1) (& RBx (Bx@oxpx ) ®Bx®o3€ﬁ(ggﬂ) F.
5 Hm) : 5 Hm) S »m)_
Comme & ®p, (Bx®0yD% ') (respectivement (Bx®o0,Dy ') @5, ) est un Bx®o,Dx
module & droite (respectivement & gauche) cohérent, il est p-adiquement séparé et complet.
On en déduit par complétion l'isomorphisme de ng@@xﬁgn)-bimodules de transposition :
(ng@oxﬁgn)) By & — € By (ng@@xﬁg;n)). Cela implique que £ ®p, (ng@)@xﬁg?)) est

un ng@oxﬁgn)—module a gauche cohérent. Via les théoréemes de type A pour les ng@o%ﬁg?)—

modules cohérents, on en déduit que (£ @z, (Bx®@xﬁg£n))) ® #m) F est un ng@oxﬁgn)-
xTx

Bx®o
module cohérent. On conclut alors avec (6.10.1). O

THEOREME 6.11. On suppose que £ est en fait un isocristal sur X surconvergent le long de T,
ie., un D;(TT)@—module cohérent Ox (1T U Z)g-cohérent.

Le morphisme canonique pg : ur(E)— E(TZ) est alors un isomorphisme. Par le

théoréme 5.24, lisocristal £(1Z) sur ¥ surconvergent le long de T'U Z est donc un D;(TT)@—
module holonome.

Démonstration. D’apres le théoreme [Ber96b, 4.4.5] (et avec la remarque [Ber96b, 4.4.6]),
on peut construire une suite croissante d’entiers (n,,;)men avec n,, >m telle qu’il existe
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un §(£0)(T)Q—module cohérent £ tel que £ .= l?g?m)(T)Q ®5n0)
x

d’une structure canonique de ﬁgm)(T)®@xﬁ¥6—module topologiquement nilpotent induisant

(T & soit muni

Iisomorphisme D;E(TT )o-linéaire : £ — lim & (m),

Par la proposition [Ber96b, 4.4.7], il existe un B\g?m)(T )@oxﬁgn)—module cohérent
gm, B\(;n)(T)—cohérent tel que 581) = &M, Posons : g(;gm)(T, Z):= gggm)(T) R0 Ox(2),
D;n) (T) = gggm)(T)@)ongn), D;g;z (T) = g(gm)(T)®ong:2. Comme £ est Bg?m)(T)—
cohérent, avec l'aide des lemmes 6.9 et 6.10, on vérifie que le faisceau (D?)(T) ®

(m)

) DU (T)
M) est muni d’une structure canonique de D5’ (T')-module cohérent.

R(nm)
B£ (T7 Z)) ®B\(£m)(T)
On obtient alors par extension le morphisme canonique :

DI (1) D5 (1) (BY™(T, 2) ® £0m)

— (DY) @

B (1)

BT, 2)) ® gom), (6.11.1)

ﬁ;’;;(T) B (1)
qui vérifie 1® (z@y)— (1®z)®y, ou x€ l?(;gm)(T, Z), ye&M™. De méme que pour

la proposition 4.13 (ou [Ber96b, 3.1.3]), on vérifie que g(;gm)(T, Z) ®§("m)(T) M) agt
x

ﬁg:;) (T')-cohérent. Le terme de gauche de (6.11.1) est donc, comme celui de droite, p-adiquement

séparé et complet. Or, par le théoréme 3.6, (6.11.1) est un isomorphisme modulo m*! pour tout
entier i > 0. Cela implique que (6.11.1) est un isomorphisme. D’ol en tensorisant par Q :

.,
(6.11.2)

PIN(T)g @

(m)( 2y~ (A A () .

DU)(T)
Pour terminer la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 6.12. L’homomorphisme canonique E(m)(Z)Hﬁg:Q(T)Q(@ EO(Z) est un

~(0
' ' DY, (T
isomorphisme.

Démonstration. On procede comme pour le corollaire [Ber96b, 4.4.10] : de maniére analogue &
la proposition [Ber96b, 4.4.9], 'homomorphisme canonique :

E(m) _ §£m)(T)®0xﬁF3 ®g(£m)(T)®ox'D(m¢i E(m)
X X

est un isomorphisme et de méme en remplacant ‘D;n#)’ par ‘Dggq)#’. Il en résulte I'isomorphisme :

gm =, B (&, D™ @ g EM 6.12.1
— Dy ( ) Ox x#.0 g(x >(T)®03€D(3(g);£7@ ( )

On établit comme dans la preuve du corollaire [Ber96b, 4.4.8] que ’homomorphisme canonique

em) _, B0m) (V& DO 2(0)
M = By (T)®0D D500) (1130, 50, £ (6.12.2)
est un isomorphisme. En tensorisant (6.12.2) par Q, on conclut avec (6.12.1). O
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Revenons a présent a la preuve du théoreme. On déduit du lemme 6.12 les isomorphismes
suivants :

£0M(2) =5 1im DY (T)g ® £0(z)

. A(m)
hwn)l'Dx (T)e ®'5(;;(T)@ 612 ——

(0
DY, (T

= Di(iT)g® £0(2) = DL(IT)q @ps

i E@). (6123)

DY, (T
De méme, comme E(™) :l?ggm)(T)Q ®g<n0>(T)Q £©) et en utilisant (6.12.3) dans le cas on
X

& =0x(TT)g, on obtient I'isomorphisme :
(DY (T)o @

~

: (1m) (m)
ting D) (e Bx (T, 2)a) @ggm ), €

= (PL(T)e @pr 177, Ox(T)a(2) Coirm, £ (6.12.4)
I1 résulte de (6.11.2), (6.12.3), (6.12.4) l'isomorphisme :
DL @i gy, £2) 5 (DL(T)g 8oy, Ox(T)a(2)) @0y € (6.12.5)
x# Q x# Q

Or, d’apres le lemme 6.8, D% (1T)q @ (177, Ox(T)a(2) = ur+ (0x(1T)g) -~ Ox('TU
x#
Z)g. D’ou le résultat. O

Remarques 6.13. Soit 0 —& — & —E&"—0 une suite exacte de log-isocristaux sur X%
surconvergents le long de T'. Via le lemme des cing, si pgr et pgr sont des isomorphismes alors pg
I’est aussi.

CONJECTURE 6.14. On suppose que :
e toutes les différences des exposants le long des composantes irréductibles de Z ne sont pas
des entiers p-adiques de Liouville;
e tous les exposants le long des composantes irréductibles de Z ne sont pas des entiers
p-adiques de Liouville et ne sont pas strictement positifs.
Le morphisme pg : ur 4 (§) — E(1Z) est alors un isomorphisme.

Remarques 6.15. Cette conjecture sera établie via le théoreme [CTO08, 2.2.9] lorsque le diviseur
To est vide. De plus, si on ne fait aucune hypothese sur les exposants, I’homomorphisme p n’est
pas toujours un isomorphisme. Voici deux contre-exemples :

e Lorsque Z est non vide, on vérifie que pp . (1T)o(~2) n’est pas un isomorphisme. En effet,
via le théoreme [Ber96b, 4.3.12], on se ramene au cas ou 1" est vide. Supposons qu’il existe
des coordonnées locales logarithmiques t1, . .., t4 telles que Z =V (¢; - - - t5) (rappelons que par
convention, tsy1,...,tq sont inversibles). On calcule Dx#yQ/Dx#@(@#J, ooy 0p.4) — Ox .

Par la proposition 4.14, on en déduit : D&7Q/D;7Q(t181, oy tg0g) = D;@ ®D;# . Oxg—
ur +(Ox,0(—2)). Or, on déduit de la proposition [Ber90, 4.3.2.1] le premier isomorphisme :
DY o/Dk o(01t1, .., Osts, D, - .., ) — Ox(12)q
= 0x(12)g B0 Oxa(—2) = (Oxa(-2)(12).
Lorsque s > 1, on conclut alors en remarquant
Dl o(t101, . . . tads) # D o (it . .., Osts, Dsi1, - . -, a).

e Lorsque X est propre et T est vide, le fait que pg soit un isomorphisme implique que la
cohomologie rigide de 'isocristal surconvergent £(1Z) serait toujours de dimension finie. 11 suffit
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alors de regarder l'isocristal surconvergent (qui provient d’un log-isocristal convergent) décrit
par Berthelot dans la derniére remarque de [Ber96b| pour constater que ce n’est pas toujours
le cas.
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