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1. Dans cet article nous considerons l'inegalite

v xt ^n

1-1

ou les x{ designent les nombres re"els qui remplissent les conditions suivantes

Xi^O, xt+xi+1>0 (i=l,2,...,n;xi+n = x,). (1.2)

Cette inegalite est proposee par H. S. Shapiro [1]..
Pour n = 1 et n =2 l'inegalite (1.1) est triviale.
Pour n = 3, 4, 5, 6 plusieurs auteurs ont prouve que l'inegalite" (1.1) est vraie (voir, par

exemple [2]).
L. J. Mordell [2] a enonce l'hypothese d'apres laquelle l'inegalite (1.1) n'est pas vraie pour

M. J. Lighthill [4] et A. Zulauf [3] ont demontre que l'inegalite" (1.1) n'est pas vraie pour
n = 2k(k^ 7).

R. A. Rankin [4] a montre que l'inegalite (1.1) n'est pas vraie pour n sufRsamment grand.
Plus tard, A. Zulauf [5] a montre que l'inegalite (1.1) n'est pas valable pour n = 2k+\

(k £ 26).
Contrairement a l'hypothese de Mordell nous allons prouver que l'inegalite (1.1) est vraie

pour n = 8.

2. Posons

J a , (i = 1,2,...,«). (2.1)

D'apres (1.2) les nombres a, satisfont aux conditions suivantes

fl.-^O, a ,+a , + 1 >0 0 = 1 , 2 , . . . , « ; an+i = a,). (2.2)

A partir de (2.1), on obtient

= 0 (' = 1> 2> •••, ")• (2.3)

Le systeme d'equations lineaires (2.3) etant homogene par rapport a xh et puisque
d'apres (1.2) tous les xt ne sont pas nuls, il s'ensuit que:
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0 = 0. (2.4)
0 0 ... 1 - a n - 2 -an_2

-an_1 0 0 . . .0 1 - « „ _ ,
-an -an 0 . . .0 0 1

LEMME 1. Jitant donnes les nombres au a2,... , an qui satisfont aux (2.2) et (2.4), on
peut trouver une solution (xu x2, ... , xn) du systeme (2.3) qui satisfait aux conditions (1.2).

Demonstration. De la condition (2.4), il suit que le systeme (2.3) a des solutions non-
triviales. Soit (xu x2, ..., xn) une telle solution. A cause de la symetrie cyclique nous pouvons
supposer que Xj ^ 0. Mais, le systeme (2.3) etant homogene, nous supposerons aussi que

Les deux nombres consecutifs x j + 1 et xi+2 (/ = 1,2,. . . , n — 2) ne peuvent pas 6tre zeros.
Dans le contraire, de la j-ifeme equation du systfeme (2.3) il suit xt = 0. Par une voie analogue,
on conclut xt = *,_! = ... = x2 = xt = 0, ce qui est en contradiction avec l'hypothese
Xl > 0 .

Nous distinguerons deux cas.

Premier cas: x2 =0 . De l'equation

A J — UiX2 — "1^3 —U \A'J)

il suit x3 > 0.

Deuxieme cas: x2 ^ 0. Nous allons demontrer que dans ce cas on a x2 > 0.
Supposons que x2 < 0. Alors de (2.5) on deduit

* 3 > 0 et | * 3 | > | * 2 | . (2.6)

Puis de l'equation x2 — a2x3 — a2xA = 0, en utilisant les resultats (2.6), on trouve xA < 0
a t I v I *-̂  I v ICl | A^ I ^ | A 3 I*

Continuant ce raisonnement, on conclut que la suite | x2 |, | x31,..., | xn \, \ Xi |, | x2 \
est strictement croissante, ce qui est une absurdite, car les extrSmes elements de cette suite
sont 6gaux.

Ce proced6 peut §tre continue a partir de x3 dans le premier cas ou a partir de x2, dans
le deuxieme cas. Done, tous les nombres xu x2,..., xn sont positifs ou nuls, ce qu'il fallait
d6montrer.

THEOREME 1. Uinegalite (1.1) est iquivalente a

(2.7)

oil les au a2, ... ,an sont les nombres reels qui satisfont aux (2.2) et (2.4).

Demonstration, (a) Supposons que pour certain n, fixe, l'indgalite (1.1) soit vraie.
Alors, nous allons demontrer que l'inegalite (2.7) est egalement vraie.

En effet, si l'inegalite (2.7) n'est pas vraie, il existe des nombres au a2,... ,an qui satisfont
aux (2.2) et (2.4), et pour lesquels on a

Z«.<i«- (2-8)
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Du Lemme 1 suit, qu'il existe des nombres xu x2,... ,xn qui satisfont aux (1.2) et (2.3)
et par consequent aux relations (2.1). Pour ces nombres, d'apres (2.8), on a

n -v

: in, (2.9)

ce qui est contraire a l'hypothese que nous avons admise.
(b) Supposons maintenant que l'inegalite (1.1) ne soit pas vraie. Alors nous allons

ddmontrer que l'inegalite (2.7) n'est pas vraie egalement.
En effet, de cette hypothese suit 1'existence des nombres xlt x2, ... , xn qui satisfont aux

(1.2) et (2.9). Definissons les nombres aua2, ... ,an par (2.1). Nous savons deja que ces
nombres remplissent les relations (2.2) et (2.4). D'apres (2.9) et (2.1), la relation (2.8) est
valable, c'est-a-dire l'inegalite (2.7) n'est pas vraie.

Le Theoreme 1 est completement etabli.
Remarque 1. L'inegalite (2.7) n'est autre chose que la transformee de l'inegalite (1..

par la substitution (2.1). La correspondance (xu x2, ... , xn)-* (au a2, ... , an) est uniforme,
mais non biunivoque.

Remarque 2. A cause de continuity on peut dans (2.2) omettre les conditions a,+ai+i > 0.
Ainsi, au lieu de (2.2) nous pourrons utiliser la relation

^0 0 = 1,2, . . . , « ) . (2.10)

3. Dans ce qui suit, nous aurons besoin de certaines proprietes de la matrice carr6e

de l'ordre n ( ^ 3).
Ddmontrons d'abord la relation

0
0

0
- 1
- 1

ation

i

0

0
0

- 1

det/*

- 1
- 1

0
0
0

0...
- 1 ...

0.. .
0...
0...

0
0

- 1
0
0

0
0

- 1
- 1

0

(3.1)

En dSveloppant le determinant det A suivant les elements de la premiere colonne, nous
obtenons

(3.2)

ou B est la matrice carree d'ordre n—1:

B =

- 1
0

0
- 1

- 1
- 1

0
0

0...
- 1 . . .

0...
0.. .

0
0

- 1
0

0
0

- 1
0
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En developpant le determinant det B suivant les elements de la derniere ligne on obtient
det B = ( - 1 ) " " l . ( -1 ) " " 2 = - 1 . Par consequent, de (3.2) suit (3.1).

Designons par M{iu i2, ••• , 4) (1 ^i1<i2< ••• < /* ̂  n ; k ̂  n— 1) le mineur principal
de la matrice A, qu'on obtient par elimination des lignes et des colonnes numerous par

' i > h > ••• > '*•
A etant une matrice circulaire, on aura

=M{\, h-h (3.3)

Done, nous nous pouvons borner a considerer seulement les mineurs principaux de la
forme M(l,juj2, ... ,jj (m g n-2).

LEMME 2. Soit 1 s j 0

Avec ces notations on a

=n+l (m ̂  n-2) et

= min

(3.4)

Demonstration. Considerons d'abord le cas n = 1.
Puisque .4 est la matrice circulaire on peut supposer./! = 2.
Done, la premiere assertion du lemme se reduit a

M(l,2,J2,J3,-,Jj = 0 (iM^n-2 (3.5)

La relation (3.5) est vraiment exacte, parce que quelques soient les j2)j3, ..., jm tous les
elements de la derniere ligne du mineur M{\, 2,j2,j3, ... ,jm) seraient nuls.

La condition \i — 1 est certainement verifiee si m > r = [in]— 1.
Considerons maintenant le cas \i > 1.
En appliquant l'induction par rapport a m ( = 1, 2, . . . ,r), on demontre sans difficulte

que le mineur (3.4) dans ce cas a la forme

(3.6)

ou le snombres / ? ! , / ^ . ••• ,^ n _ m _3prennent les valeursOou - 1 cequi dependdesj\,j2> ••• Jm-
En evaluant le determinant figurant au second membre de (3.6), il vient

M{\,juj2,... ,jm) = (-l)-"-i . (-iy-o-2 = -l.

M(\ ii it i' } =

0
0
0

0
0

- 1

- 1
0
0

0
0
0

Pi
- 1

0

0
0
0

0
Pi

- 1

0
0
0

...0

...0

...0

...0

...0

...0

0
0
0

- 1
0
0

0
0
0

Pn-m-3
- 1

0

La demonstration du Lemme 2 est terminee.
DSsignons par Dn(au a2,..., an) le determinant qui figure au premier membre de l'egalitd

(2.4).

https://doi.org/10.1017/S2040618500034614 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S2040618500034614


SUR UNE INEGALITfi

Si nous divisons ce determinant par aya2 ... an, en supposant que axa2 ... an ^ 0 , nous
obtenons le determinant suivant

I/at - 1 - 1 . . . 0 0 0
0 \\a2 - 1 . . . 0 0 0

0 0 O...l/an_2 - 1 - 1
- 1 0 0... 0 l/an_! - 1
- 1 - 1 0... 0 0 \jan

(3.7)

Le coefficient de \lahah ... alk dans le developpement du determinant (3.7) est e"gal au
mineur M(iu i2, ... , ik) de la matrice A.

Or, nous avons

An(a1,a2,...,an) = 1 Q ' l , ' 2 , • • , ' * )
(3.8)

ou la somme £ est etendue a toutes les combinaisons iu i2, ... , ik des 1, 2, ... , n, de la
classe k.

Mettant a profit les resultats (3.1) et (3.4), de (3.8) on trouve

1 r&i ^ 1
An(au a2,...,att) = (-l)"-I+ -

... an

- '£' z
La somme ^ est Etendue a toutes les combinaisons (iu i2,..., î ), des 1, 2 , . . . , n, de la

classe A:, qui remplissent les conditions suivantes:

1 s ij < i2 < ... < ik s n < ik+1 = n+iu \i = mm

En multipliant le determinant An par axa2 ... an, il suit

D.(a1,c2, . . . ,a1 I)={(-l)"-l}fl1fl2 . . .^ + l - "t atk
(3.9)

La somme £ est etendue a toutes les combinaisons (iu i2,..., ik), des 1, 2 , . . . , «, de la

classe fc, qui remplissent les conditions suivantes:

1 ^ 'l < '*2 ••• < '* = n = m a X ~"'v) = 2.

L'6galit6 (3.9) est obtenue sous l'hypothese ava2 ...an£0, mais elle est 6galement valable
pour au a2, ... ,an arbitrages.

En utilisant le resultat (3.9), on peut donner a la condition (2.4) la forme suivante:

n - l
ahah...aik=\. (3.10)

https://doi.org/10.1017/S2040618500034614 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S2040618500034614


D. Z. DJOKOVIC

2. Vinegalite (2.7) est iquivalente a celle

.«„+ "f Z« l la ( l . . . f l ( | , | l , (3.11)

ori aj , a2, ... , on *o«< / « nombres reels qui satisfont aux conditions

a^O ( i= l ,2 »), t a, = iii. (3.12)
i = l

Demonstration. D'apres la Remarque 2 nous admettons que les conditions de Pinegalit6
(2.7) sont (2.10) et (3.10).

(a) Supposons que 1'inegalite (2.7) soit vraie. Alors, nous allons prouver que l'inegalite"
(3.11) est aussi vraie.

De"signons par Fn(au a2,... , an) le premier membre de (3.11).
Si l'inegalite (3.11) n'est pas vraie, il existe des nombres al,a2, ••• ,an qui satisfont a

(3.12) et pour lesquels on a
Fn{flua2 «n)>l- (3-13)

En diminuant les at, sans devenir n^gatifs, on peut obtenir

Fn(a[,a'2,...,a'n)=l, (3.14)

car la fonction Fn(au a2,..., an) est croissante par rapport a toutes les variables.
La somme des nombres at diminue aussi. On aura, done,

£>j<i«. . (3.15)
i = l

L'existence des nombres a-, positifs ou nuls, qui satisfont aux (3.14) et (3.15) contredit a
l'hypothese que nous avons admise.

(b) Supposons maintenant que l'inegalite (2.7) ne soit pas vraie. Nous allons d6montrer
que l'inegalite (3.11).n'est pas vraie egalement.

En effet, de l'hypothese il s'ensuit qu'il existe des nombres a'v a'2 a'n qui sont positifs
ou nuls et qui satisfont aux relations (3.14) et (3.15).

Del'equation(3.14)il s'ensuit l'existencedetelles variables, parmict;, par rapportauxquelles
la fonction Fn(au a2,... , an) est strictement croissante pour at ^ a\ (i = 1, 2, ... , n).

Si Ton fait croitre tous les a\, la fonction Fn croit aussi et les relations
n

£ ax = \n, Fn(aua2,...,an)> 1
i = l

peuvent 6tre remplies.
Done, nous avons demontre que l'inegalite (3.11) n'est pas vraie.
La demonstration du Theoreme 2 est avec ceci achevee.

Remarque 3. Dans (1.1) pour

x1= x2= ... = xn > 0 (n impair),
x, = x3 = ... = *,,_. > Ol

a lieu le signe d'dgalit^.
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D'apres la Remarque 1, il s'ensuit que pour

a1=a2= ... =an =\ (n impair),

, \ («pair),a2 = aA= ... =an = l-pj

a lieu le signe d'egalite dans (2.7) et (3.11).

4. Dans ce qui suit, nous allons demontrer le

TH6OR£ME 3. Vinigaliti (3.11) est vraie pour n = 8.

Demonstration. Pour n = 8 l'inegalite (3.11) s'ecrit

*Z E a,la,,...«,kgl (a,^0, £ «, = 4
k = 4<r = 2 V 1=1

En decomposant cette double somme en plusieurs sommes cycliques, on obtient
4

E
8

g 1 (a, ^ 0, Z ai = 4) .

ou, par exemple, Z aia2a3aAa
i
a

6
a

1 designe la somme cyclique suivante:

4

La somme Z contient seulement quatre termes differents. Chaque terme il faut prendre
une fois seulement.

De"signons par F8(a1} a2,... , a8) la fonction qui figure au premier membre de I'in6galit6
(4.1), de"finie dans la region fermde

£ 8 ={f l f ^0 (/= 1,2, ... ,8), Z at = 4}.
i = 2

II existe au moins un point {bu b2, ... , be)eEB en lequel la fonction F8 atteint sa borne
sup£rieure M8.

Nous d^montrerons qu'on a
b1=b3 = b5 = b1, b2 = bt = b6 = b8 (=1 -60 , (4.2)

et, en consequence de la Remarque 3, M8 = 1.
On est done, amene a demontrer les relations (4.2).
Supposons que (4.2) ne soit pas vraie et posons

8 = max(Z>i - bj) (/, j = 1, 3, 5, 7),
Si = maxibi-bj) (i,j = 2, 4, 6, 8).

Grace a la symetrie cyclique nous pouvons supposer 6galement que
3 ^ 5t ^ 0, 5 > 0, bi= max(bu b3, bs, bn). (4.3)

Trois cas sont possibles.
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Premier cas: b3 = min(Z>3, bs, b7), (8 = bl — b3).
Pour s positif et suffisamment petit, nous avons

F8 (6j - e , b2, b3 + e, b4, bs, b6, b7, b8) = F8 (bu b2, b3, b4, bs, b6, b7, b8)+a3e+O(e2). (4.4)

On trouve sans difficulte, que

a3 = 8 (b2b4b$b6b7+b2b4bsb6b8 + b2b4b5b7b8+b2b4b6b7b8+b2bsb6b1b8+b4b5b6b7b8)
+ <5 (b2b4bsb7 + b2b4b6b8 + b2b5b7b8 + bsb6b1b8 + b4b5b6b7+b2b4b6b-, + b2bsb6b8

+bAb6b1b8+b4bsb6b8+b2bsb6b1+Z>465Z>768)+b2b5b6b1b8—b2bAbsb6b7

+ 8 (b2b5by + bsb6b-, -\-bJ}5b1+ b5b1b8 + b4b6b8 + bsb6b8 + b^b^) + b2b5b6b8

+ b2b5b1b8 — b2b4bsb7—b2b4b6b1 + (5&567. (4.5)

D'apres (4.3) nous avons

b2bsb6b7(S + b8-b4)^O, b^sb-jiS + bg-b4) ̂  0,
5 (bsb6b8+b4b6b8+bAb6bn) + b2b5b6b8 - b2bitb^b1

= b5b6b8 (5 + b2- bA)

De la relation (4.5) il suit

Ab5b6b-, + b2b4b5b6b8+b2b4bsb1b8 + b2b4b6b7b8+b2bsb6b1b8+64fesfe6fe768)
+8 (b2b4bsb-, + b2b4b6b8 + b2b5b1b8 + bsb6b-,b8 + 64ft56667+b2b4b6b7 + b2b5b6b8

+ b4b6b7b8+b4b5b6b8+b4b5b7b8) + 8bsb7 (b4 + b6+b8))+8b5b7 ^ 0. (4.6)

Par consequent, <x3 est positif ou nul.

Supposons que oc3 = 0. Alors, de (4.6) on obtient

b5b7 = 0, b2b4b6ba = O. (4.7)

£tant donne que b3 = min(Z?3, bs, b7), on a aussi

2>3 = 0. (4.8)

En utilisant (4.7) et (4.8), on trouve

F8 (bu b2,..., b8) = b^b^b, = M8. (4.9)

Done b7 > 0, et d'apres (4.7) b5 = 0. Sinon, dans le cas b7 = 0, on a M8 = 0, ce qui est
impossible.

Mettant a profit les resultats ^nonces, la relation (4.6) donne 0 = a3 ^ db4b6b7 (b2 + b8) ^ 0,
ce qui entraine, de nouveau, M8 — 0.

Or, a3 est positif.
Mais, e'est impossible d'apres (4.4), parce que nous avons suppose que la fonction Fs

en (bi, b2, . . . , b8) atteint sa borne superieure.

Deuxieme cas: b5 = min(b3> b5t b7), (5 = b^—b^.
Pour e positif et suffisamment petit, on a

Fa(i>i-e, b2, b3, b4, bs+e, b6, b7, b8) = F8(bu b2, b3, b4, b5, b6, b7, b8)+ase+O(e2). (4.10)

https://doi.org/10.1017/S2040618500034614 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S2040618500034614


SUR U N E INEGALIT£ 9

Le coefficient as est donne par

<x5 = 5 (b2b3bAb6b7 + b2b3b4b6b8+b2b3bAb7b8 + b2b3b6b7b8 + b2bAb6b7b8+b3b4b6b7b8)
+ 8 (b2b3bAb7+b3b6b7b8 + b2b3b7b8 + b3b4b6b7 + b2b3b6b8+b2bAb7b8 + b2b4b6b7+b3bAb6b8
+b2b3b6b7+b2bj)6b8+b3bAb7b8)+b2b3b6b7b8 +b2b3bjo7b8 — b3b4b6b7b8—b2b3b4b6b7
+ S (62*3^7+b3b6b1+b3bib1 + b3b1b8 + b2b4b-, + b3b6b8) + b2b3b1b8+b2bdtb1b8
+ b2b3b6b8 - b2bAb6b-i - b^bj)^-, - b3b4b6b8 + 5b3b-,. (4.11)

D'apres (4.3) on obtient

b3b6b8 (5+b2- b4) ^ 0, S(b2b3b-,+b3b6bn)+b2b3bnb8 - b3b4b6b7

= b2b3b1(5+b8-b6) + b3b6b7(5 + b2-b4) £ 0,

et puis, de (4.11) il s'ensuit que

aj ^ S (Z>26364fe667 + b2b3bAb6b8 + b2b3bAb1b8+b2b3b6b1b8+b2b4b6b1b8 + b3b4b6b7b8)
b7 + b2b3b6b8+b2b4b1b8+b2bAb6b-j+b3b4b6b8+b2b3b6b7

7 £ 0. (4.12)

Par consequent a5 est positif ou nul.
Soit as = 0. L'inegalite (4.12) donne alors:

6367 = 0, b2b4b6b8 = 0, bs=0. (4.13)

A partir de (4.13) on obtient

F8 (bu b2, ... , 68) = b,b2b4b6b7 =M8. (4.14)

De (4.14) on conclut que b7 > 0, et d'apres (4.14) b3 = 0. La relation (4.12) donne
0 = a5 ^ 8b2bAb7(b6+b8) ^ 0 et, en vertue de (4.14), M8 = 0.

Or, a5 est positif. La relation (4.10) conduit a une nouvelle contradiction.
Done, ce cas est egalement impossible.

Troisieme cas: b7 = min(b3, bs, b-,), (8 = bt — b7).
Ce cas se ramene au premier, car le coefficient correspondant a7 se deduit du coefficient

a3 par le deplacement cyclique des indices: 1 -+ 7, 2 -* 8, 3 -»1, 4 -• 2, 5 ^ 3 , 6-^4, 7 -» 5,
8 -• 6 et l'echange des signes des termes ne contenant pas 8.

Ces modifications sont sans influence sur le raisonnement que nous avons expose dans le
premier cas.

Done, par la methode "reductio ad absurdum", nous avons d6montr6 les relations (4.2),
et par consequent le The"oreme 3.

5. D'une maniere analogue, nous avons prouve egalement l'inegalite (3.11) pour n = 3, 4,
5,6.

Nous avons essaye d'appliquer cette methode pour n = 7, 10, 12 mais les difficulty de
nouvelle nature nous ont empgehes d'obtenir les resultats desires.

Nous sommes d'avis que l'inegalite (3.11) peut etre utilisee comme point de depart pour
des recherches nouvelles.
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Par exemple, l'inegalite (3.11) peut 6tre utilisee pour la determination de la borne in-
fSrieure de la somme Rn(xu x2, ... , xn) qui figure au premier membre de I'in6galite" (1.1).

A savoir, l'inegalite

(5.1)

est dquivalente a

Fn(aua2,...,an)£l L £ 0, Ja(=A
\ ,=i

R. A. Rankin [6] a demontre que l'inegalite (5.1) est vraie pour A = O"33 et n arbitraire.
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