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Abstract. We study here the 0-dimension Chow group of some particular smooth varietieswhich are
fibrations over curves (i.e. are equipped with a proper, surjective morphism over asmooth curve). We
obtain finiteness results for fibrations, whose generic fibres are Severi—Brauer varieties of squarefree
index, when the ground field is a number field (or in some particular cases afinitely generated field
over Q).
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I ntroduction

Le but de cet article est d’ obtenir des résultats de finitude sur le groupe de Chow
de dimension zéro de certaines variétés. Le principal résultat obtenu est le suivant
(voir Th. 4.7):

THEOREME. Soit & un corps. Soient X une k-variété et C' une k-courbe, lisses,
projectives, geométriquement integres, munies d'un k-morphisme p: X — C,
propre, dominant, dont la fibre génériqueest une variété de Severi—Brauer d’indice
sans facteurs carrés. Le groupe CHo(X/C) = Ker(p, : CHo(X) — CHp(C))
est fini dans les deux situations suivantes:

(i) Lecorpsk est un corps de nombres.
(ii) Lecorpsk est un corpsde typefini sur Q, la courbe C est la droite projective
et la variété X possede un zéro-cycle de degré 1.

Donc dans chacun de ces cas, le groupe C Ho(X') est un groupe de type fini.

La résolution de ce genre de probleme provient d’un article originel de Bloch
([BI]), qui étudie le cas desfibrations en coniques au-dessus de la droite projective
aumoyend’uneapplication dite‘ caractéristique’ . Lethéoreme ci-dessusgéenéralise
différents résultats antérieurs, inspirés de la méthode de Bloch en ce qui concerne
du moins|’éude du noyau de |’ application caractéristique. L e cas desfibrations en
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coniques au-dessus de la droite projective a d’ abord été obtenu par Bloch ([BI]),
travaux repris par Colliot-Thélene et Sansuc ([CT-Sa2]), qui y gjoutent la situation
(i) du théoreme ci-dessus; puis le cas des fibrations en variétés de Severi—Brauer
d'indice premier au-dessus de la droite projective a été traité par Salberger ([Sal]
et [Sa2)]); et le cas des fibrations en coniques au-dessus d’ une courbe de genre
quelconque, a été obtenu indépendamment, par Gros ([G]) et Okochi ([O]).

Pour contréler le groupe C' Ho(X/C'), nous définissons, dans le paragraphe 1,
une application caractéristique de C Ho(X/C) dans Ext} (Pic X /Pic® C, k*), ol G
désigne le groupe de Galois absolu du corps k. Nous adoptons pour définir cette
application une approche semblable a celle de [CT-Sa2]. Nous étudions par des
méthodes différentes I'image et le noyau de cette application caractéristique. La
finitude de I’'image est obtenue, dans un cadre général, par un procédéinspiredela
demonstration du théoremede Mordell-Weil faible, ce qui fait |’ objet du paragraphe
2. Pour étudier le noyau del’ application caractéristique, nous utilisons une formule
explicite du groupe C'Ho(X /C') faisant intervenir le groupe des normes de lafibre
générigue et les groupes de Chow des zéros-cycles des fibres spéciales, formule
établie par Salberger pour les fibrations en variétés de Severi—Brauer (voir [Sa2],
Chap. [b] et [c]) et énoncée sous une forme plus générale par Colliot-Théléne et
Skorobogatov (voir [CT-Sk]) dans une étude des fibrations en quadriques au-dessus
d'une courbe de genre quelconque. Le paragraphe 3 consiste alors a ramener, par
le biais d’un diagramme commuitatif, le noyau de |’ application caractéristique au
noyau d'une application d’évaluation de fonctions. Ce noyau est alors controlé,
dans |e paragraphe 4, par un groupe de cohomologie non ramifiée. Ce controle est
obtenu par un résultat de Merkuriev et Suslin, méthode déa utilisée par Salberger.
Dans la situation (i) du theoreme ci-dessus, le résultat est ensuite obtenu par un
théoreme de Kato sur la cohomologie non ramifiée des courbes, théoreme dgja
utilisé chez Gros. Dans la situation (ii) du théoreme, le résultat, d&a connu par les
travaux de Salberger, est obtenu, de méme que dans [CT-Sa2], grace alatrivialite
de la cohomologie non ramifiée sur P1.

Notations et définitions

Soit & un corps parfait; fixons & une cloture algébrique de k.

Si X est une k-variété géométriqguement integre, k(X)) désigne le corps des
fonctionsdelavariété X ; nousnotons X le produit fibré X x k et k(X)) son corps
desfonctions. Si ¢ est un k-morphisme d’une k-variété X dans une k-variéte Y,
nous noterons encore ¢ le morphisme induit de X dansY'.

Nous notons X; (resp. X*) I’ensemble des points de dimension i (resp. de
codimension i) d'une variété X. Nous notons Z;(X) le groupe des i-cycles
de X, c'est-a-dire le groupe abélien libre engendré par les éléments de X;, et
CH;(X) le groupe de Chow de dimension i de X, c’'est-a-dire le quotient de
Z;(X) par I'éguivalence rationnelle (voir [Fu], 1.3). Si p: X — Y est un k-
morphisme propre, le morphisme p induit sur les groupes de Chow un morphisme
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p« - CHi(X) — CH;(Y) (voir [Fu], 1.4) et nous notons CH;(X/Y') le noy-
au de p.. S X est une k-variété propre, nous notons Ag(X) le sous-groupe
des éléments de C Ho(X) de degré 0, ¢’ est-a-dire le noyau du morphisme degré
7« CHo(X) — CHo(Speck) = Z,ou w est laprojection de X sur k.

Nous notons Div® X le sous-groupe de Div X formé des diviseurs algébrique-
ment équivalents & zéro et Pic® X' son quotient par I’ équivalence rationnelle (voir
[Fu], Chap. 10); quand X est une k-courbe projective lisse géométriquement
intégre, le groupe Pic® X sidentifie au groupe Ag(X). Si X et Y sont deux
k-variétées propres, géométriquement integres, munies d'un k-morphisme plat
p: X — Y, le morphisme p induit sur les groupes de diviseurs un morphisme
p*: DivY — Div X compatibleavec|’ équivalencealgébriqueet avec|’ équivalence
rationnelle; nous noterons Pic X/Pic’ Y le quotient Pic X /p* (Pic° Y).

DEFINITIONS 0.1. Nous appelons k-fibration admissible, et notonsp: X — Y,
tout triplet (p, X,Y) ou X et Y sont des k-variétés lisses, projectives, geométri-
guement integres et ou p est un k-morphismede X sur Y, propre, plat dont lafibre
générigue est geométriguement integre.

Pour une k-fibration admissiblep: X — C, ou C' est une k-courbe, nous notons
X, (resp. Xj,) la fibre générique de X sur C (resp. X sur C). Nous posons
S = PicX/Pic°C et Sp = Ker(S — PicXp,). Le groupe Sp, décrit dans le
paragraphe 3, est un groupe abélien de type fini engendré par les composantes
irréductibles des fibres réductibles au-dessus de C' et par une fibre non dégénérée.

1. Définition del’application caractéristique

Soit £ un corps

parfait, k£ une cloture algébrique de % et G le groupe de Galois de k/k.
Soit p: X — C une k-fibration admissible (Dé&finition 0.1), au-dessus d'une
k-courbe C' lisse, projective, géométriquement integre; nous définissons dans
ce paragraphe, un homomorphisme dit ‘caractéristique’ ® de CHp(X/C) dans
Extg (Pic X /Pic’ C, k*), suivant une idée de Colliot-Théléne et Sansuc (voir [CT-
Sa2] ou I'homomorphisme caractéristique est défini pour une fibration au-dessus
de P}).

DEFINITIONS 1.1. Soit X une k-variété geométriquement intégre. Soit A un
ensemble fini de points fermés de X. Nous notons Div X\ 4 (resp. Div° X\4), le
sous-groupe des ééments de Div X (resp. DivP X), dont le support ne contient
pas d'éléments de A et O% , le sous-groupe de k(X)* constitué des fonctions
inversibles aux points de A.

Soit z = i1 n;z; un zéro-cyclede X, ou les z; sont des pointsfermésde X .
Nous notons |z| le support de z. Pour toute fonction f de Oﬁqz‘ , nous définissons
I’évaluation de f en z, avaleur dans k*, en posant
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[z, f1x = ] Ny (f ()™ € E*,
=1

ou k(z;) est le corps residuel en z et f(x;) est la classe de f dans k(z;). En
particulier si z est un zéro-cycle de degré zéro de X, cette évaluation induit un
homomorphisme |z, .| x de Oﬁqz‘/k* dans k*.

LEMME1.2. Soitp: X — C unek-fibration admissible au-dessusd’ une k-courbe
C' lisse, projective, geométriquement integre. S A (resp. B) est un ensemble fini,
stable par G, de points k-rationnelsde X (resp. C) avec p(.A) C B, on a une suite
exacte de G-modules discrets

0 — (DV°C\z®0% /05 ,; — DivX\4y — PicX/Pic’C—0
(1.1)
(D, h) —p* (D) — divgh

Démonstration. Le quotient de Div° C*\B ® 0%, par OF, ,, est donné par I" ap-
plication

Of 5 — DIV Ci5 & 0% ,
[ (dive f,p*(f))

Les variétés X et C' étant projectives et lisses, les groupes Div X, 4 et Div° C\5
engendrent lesquotientsPic X et Pic® C, cequi prouvelasurjectivitéet I’ exactitude
de cette suiteau milieu. Prouvons|’ injectivité: soient D € DivP C eth € k(X)* qui
vérifient p*(D) = divy h, lafonction h est aors inversible sur la fibre générique
du morphisme p, qui est une variété projective, geéométriquement integre, au dessus
de k(C), donc h € k(C)* et nécessairement D = div h. Si de plus D appartient

aDiv?C\5, onabienh € O% 5- 0

DEFINITION 1.3. Soit p: X — C une k-fibration admissible au-dessus d'une
k-courbe C' lisse, projective, géométriquement integre. Pour chague zéro-cycle z
de Zo(X') d'image nulle dans C Ho(C'), nous définissons un G-homomorphisme
¢, comme sulit;

¢=: (OVO Gy (12)) ® O% 1)/ OF o) — i

(Daf) — [D,gz]@/[i,f])z,

ol g, € k(C)* est une fonction, définie a une constante pres, telle que dive g, =
p«(2). Le fait que I"'homomorphisme ¢, passe au quotient par O, po]2])? est une
conséquence de la loi de réciprocité de Weil. En effet, pour toute fonction h €

O% , hous avons
Cip«(|2])

[z,p"(h)] % = [p«(2), hle = [diVs g2, hle
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et d'apreslaloi deréciprocité de Weil (voir [Ba], Part |1, Chapitre VI, Proposition
8.2)

[dive g2, hle = [dive h, g:]e
dou
¢, (diva h,p*(h)) = 1.

Nous construisons ensuite une G-extension E, de Pic X /Pic® C' par k* en poussant
la suite exacte (1.1) par le G-homomorphisme ¢,. On définit alors un homomor-
phisme & de Ker(Zo(X) — CHo(C)) dans Ext} (Pic X /Pic® C, k*), en associant
atout zéro-cycle z la classe de I’extension E, (en laissant croitre de fagon finie
les ensembles A et 5 dansla suite (1.1), on voit que cette application est bien un
homomorphisme).

PROPOSITION-DEFINITION 1.4. Soit p: X — C une k-fibration admissible
au-dessus d’ une k-courbe C' lisse, projective, géométriquement integre. L' homo-
morphisme ® défini ci-dessus passe au quotient par |’ équivalence rationnelle sur
X . On appelle homomor phisme caractéristique I homomor phisme induit

®: CHo(X/C) — Extg(Pic X /Pic° C, k)

Démonstration. Nousdevonsmontrer que pour toute k-courbe V' lisse projective
integre, munie d’un morphisme 7 : V' — X propre non constant, et pour toute
fonction g non constante de k(V')*, I'extension ®(, (divy g)) est triviale.

Fixons V' une telle courbe et ¢ € £(V)* une fonction non constante. Posons
y =diviyg € Zo(V) et z = m.(y) € Zo(X). Notons p = p o w qui est un k-
morphisme propre de V' dans C. Nous avons alors un diagramme commutatif de
G-modules:

(D, f) — p*(D) —divg f

0 A * P
DIVECro. 1y © O% . (1)) DIV X\~ (1y))
‘bz T
T 9]y .
k DIVIAy

En effet, d’ apreslaloi de réciprocité de Weil, pour f € O%
[z, flx = [divy g, 7 (f)]

= [divy 7*(f), 9]y

= [r*(divg f). glp-

, NOUS avons
s (ly])

<\

https://doi.org/10.1023/A:1000283524585 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000283524585

192 EMMANUELLE FROSSARD

Si lemorphisme p est non constant, ¢’ est un morphisme plat de V' sur C' et nous
avons p«(z) = p«(divy g) = dive Ny (e (g) (voir [Fu], Proposition 1.4). De
plus, pour D € Div° C\p.(jy))» Nousavons[p*(D), gy = [D, Niv)k(c)(9)]e- En
effet soit z unpointfermédeC avec p*(z) = Y1 e;x; € Zo(V'), appelons Al an-
neau local de C en z, appelons B I’ anneau semi-local de V enlesz; et (P;)1<icn
ses idéaux maximaux, pour tout g € B* nous avons (Ngwy) ko (f))(z) =
(Npya(f))(z) = I1izq f(zi) (voir Bourbaki, Algebre Chapitre 8, par. 12, Propo-

sition 6). Ainsi, pour tout f € O% _—” et tout D € Div° C’\p*“y‘), Nnous avons

¢-(D, f) = [D, Ny wey(@le/lz flx
= [p"(D),gly /" (divg [),gly
= [r*(p*(D) —divg ), gly-

Si e morphisme p est constant, nous avons p.(z) = 0 dans Zo(C') et pour tout
D € DV°C\ (), Nous avons o* (p* (D)) = 0. D’ ol

¢z(va) = 1/[Z,f])‘(
= [*(p"(D) —divg f),gly

pour tout f € 0%,y ettout D € DIVOC\,. (1y)- ]
Ce diagramme nous fournit une rétraction de ¢, qui va de Div X\, () dans

k*.
0= (DI’ Crp. (41) & O% s (141))/ O (o) = DIV Koty = Pic X/Pic” € = 0

@x (1.1)

[,glgoms
];*
cequi prouve quel’ extension ® (., (divy g)) obtenue en poussant lasuite (1.1) par
¢, esttriviale. O

Remarque 1.5. Dans le cas d'une fibration au-dessus d' une base de dimension
guelcongue, on peut aussi définir une ‘application caractéristique’ qui généralise
celle construite ci-dessus. Soit X et Y deux k-variétéslisses, projectives, geométri-
guement integres, muniesd’ un k-morphismepropreetplatp: X — Y, dontlafibre
générigue est géomeétriquement integre. J établis dans mathese ([Frl], paragraphe
1) I'existence o’ un morphisme @ : C'Ho(X/Y) — Ext}(Pic X /Pic®Y, k*) qui
coincide avec celui défini ci-dessus quand Y est de dimension 1. |l est beaucoup
plus difficile de construire cette application dans le cas d' une base de dimension
guelcongue que dans le cas ou la base est une courbe. Les difficultés que I'on
rencontre alors sont liées d’une part au fait qu'il n'y a pas un choix naturel de
fonctions pour représenter un cycle rationnellement équivalent azéro dans Zp(Y),
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d'autre part & la complexité du groupe Div®(Y) si Y est de dimension supérieure
ou égale a 2. Les démonstrations s appuient alors sur la théorie de I'intersection
développée par Fulton (voir [Ful]).

2. Finitudedel’image del’application caractéristique

Ce paragraphe est entierement consacré a la demonstration de la proposition sui-
vante.

PROPOSITION 2.1. Soit k& un corpsdetypefini sur Q, degroupe de Galoisabsolu
G. Soit p: X — C une k-fibration admissible (Dé&finition 0.1), au-dessus d’'une
k-courbe C' lisse, projective, geométriquement integre. S e groupe Pic Xz, est
de type fini (ce qui revient & dire que le groupe S = Pic X /Pic® C' est de type
fini), I"homomorphisme caractéristique ¢ (défini en 1.4), de CHy(X/C) dans
Ext} (S, k*), a uneimage finie,

Démonstration. Elle est constituée de trois étapes.

(a) Réduction du probleme aun niveau fini au-dessusde k

Soit C' une k-courbe lisse, projective, geéométriquement integre. Soit p: X — C
une k-fibration admissible telle que S est un Z-modulede type fini. Nous pouvons
trouver L une extension finie galoisienne de & telle que S = Pic X1, /Pic°Cy. |l
suffit pour cela de choisir L de telle sorte que S soit engendré par des diviseurs
de X1 = X x,, L et que Cf, posséde un point rationnel. Notons H = Gal(k/L)
et G = G/H. LeG-module S est stable par 74, de plus, puisque HY(7, k*) = 0,
nous avons Ext} (S, k*) = Ext(S, L*).

L homomorphisme caractéristique & de C Ho(X/C) dansExt} (S, k*) sedécrit
aors au niveau de L, de la maniére suivante. Soit z € Ker(Zyg(X) — CHp(C)).
L’ extension ®(z) € ExtL (S, L*) est obtenue en poussant la suite exacte de G-
modules

par le G-homomorphisme ¢,

* H * ‘bz *
(0%, 12 ® DV CL v (12)) /O, ooy — L
(faD) — [Dagz]CL/[zaf]XLa

ou g, € k(C)* est lafonction, définie a une constante pres, telle que p.(z) =
dive g, et oulesévaluationsde f et g, sur des zéro-cycles sont telles que nous les
avons définiesen 1.1.

(b) Analyse de la situation aux places de bonne réduction
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DEFINITION. Soient & un corps parfait et p: X — C une k-fibration admissible
au-dessus d'une k-courbe C, lisse, projective, geométriquement integre. Soit A
un anneau muni d'une valuation discrete v, de corps des fractions k. On dit que
p: X — C abonneréduction par rapport a A s'il existe desvariétés X et C' lisses,
propres au dessus de Spec A, defibres génériques X et C', muniesd’ un morphisme
pde X sur C, propre, plat, qui releve p.

LEMME 2.2. Soient k& uncorpsparfaitetsoitp: X — C unek-fibrationadmissible
au-dessusd’ unek-courbe C, lisse, projective, geométriquement intégre, telleque S
est un groupe abélien de type fini. Soit A un anneau muni d’ une valuation discrete
v, de corps des fractions k. Soit L une extension finie galoisienne de &, de groupe
de Galois G, telleque S = PicXL/Pic0 Cr,. Soit w une valuation discréte de L
divisant v, d’ anneau desentiers B; on note G, son groupe de décomposition et @,
le composé de @ par I’ application de restriction Exty; (S, L*) — Extg, (S, L*).

S p: X — C abonne réduction par rapport a A, comme cela est défini ci-
dessus, alors |image de @,, dansExty, (S, L*) provient de Extt. (S, B*).

Démonstration du Lemme 2.2. Soit A un anneau muni d’ une valuation discrete
v, de corps des fractions &, pour lequel p: X — C abonne réduction. Soit w une
valuation discretede L divisant v d’ anneau desentiers B, on note GG, son groupe de
décompositiondansG. Fixonsz € C Ho(X/C) et choisissonsg, € k(C)* telleque
p«(z) = dive g,. Nous voulons prouver que I’ extension @,,(z) de Ext};w (S, L*)
provient d’ une extension de Ext};w (S, B*).

Puisque p : X — C abonne réduction pour A4, il existe des variétés X et C
lisses, propres au-dessus de Spec A, de fibres génériques X et C, munies d’'un
morphisme p de X sur C propre, plat, qui releve p.

X X
p P
C C

Speck ——— Spec A.
Notons Xp = X x4 B et Cp = C x4 B. Si Z est une sous-variété irréductible

de X7, (resp. C), nous notons Z son adhérence schematique dans X 5 (resp. C).
Nous notons enstite z,, (resp. p(z,)) I'ensemble fini de points fermés de Xz
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(resp. C'z) qui constituent I’intersection des adhérences schématiques des points
de |2| (resp. des points de p(|z|)) avec la fibre spéciale de X (resp. C) au-
dessus de Spec B, et nous appelons D, (resp. P,) I’ensemble des sous-variétés
irréductibles de codimension 1 de X, (resp. C'r) dont I'adhérence schématique
dans X (resp. C'g) rencontre z,, (resp. p(zy)). Puis nous désignons par O%,
I’ensembledesfonctionsde L (X )* dont le diviseur dans X p est asupport étranger
a z,, €t nous déesignons par Div X\ p, (resp. Div® Cr\p,) le sous-groupe des
éléments de Div X, (resp. Div® C,) dont le support ne contient aucune des sous-
variétés irréductibles de codimension 1 de D, (resp. P.). Lavariété X p est lisse,
propre au dessus de Spec B, &t z,, est un ensemblefini de points fermésde X, le
groupe Pic X' est donc engendré modulo I’ équivalence rationnelle par le groupe
Div X\, Il 'y @ de plus une surjection naturelle de Pic Xz dans Pic X, et de
Div X B\z, dans Div Xy, p,, ce qui prouve que le groupe Pic X, est engendré
modulo I’ équivalence rationnelle par le groupe Div X7, p, . Nous avons donc une
suite exacte (2.2) analogue a la suite (2.1) et un diagramme commutatif de G ;-
modules:

OX,,z., @ DiVOCL\PZ — DivX;\p, — PicX;/Pic°C;, — 0 (2.2)

O%, 1+ ® DIV? Gy yuf) — DIV Xy .| — Pic X, /PicC — 0. (2.1)

Soit P un point fermé de X, contenu dans le support de z et f € 0%, 2
la restriction [f]]; de f ala sous-variéte P de X est inversible sur les points de

P contenus dans |a fibre speciale de X 5 au-dessus de Spec B, donc nous avons
w([P, flx,) = w(Nk(p)/L([f]I;)) = 0. Ainsi pour tout f € O%, , ~hous avons
[P, f]x, € B*. Deplus, quitteamultiplier g, par un éément de L* Nous pouvons
supposer que div g, ason support dans C' en dehors de lafibre spéciale, et alors
I”intersection de son support avec la fibre spéciale est contenu dans p(z,,), ce qui
fait que pour tout point fermé P de C' n’ appartenant pas a P, nous avons de méme
[P, g:]c, € B*.Larestriction dumorphisme ¢, aOszlw @ Div° C\p, donnealors
le diagramme commuitatif de G,,-modules suivant:

O%, ..., ® DV°Cpp, —2— B

0%, 121 © DIV? Crp2))
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Comme le morphisme ¢, passe au quotient par le noyau de la fleche gauche de
(2.1), il passe aussi au quotient par le noyau de la fleche gauche de (2.2). Nous
obtenons ainsi I’ extension ®(z) en poussant la suite (2.2) dans B* par ¢,, et donc
|’ extension ®(z) provient bien de Extf, (S, B*). O

(c) Fin de lademonstration de la Proposition 2.1

Soit k£ un corps de type fini sur Q, soit p : X — C une k-fibration admissible
au-dessus d'une k-courbe C, lisse, projective, geométriquement integre, telle que
S est de type fini. Fixons L une extension finie galoisienne de % de groupe de
Galois @ telle que S = Pic X1, /Pic® Cy,. Nous allons montrer, grace au lemme
2.2, qu'il existe un sous-anneau 1 de L dont |e groupe des unités R* est un groupe
abélien de typefini et tel quetout &ément de Im & dans ExtX, (S, L*) provienne du
groupefini Ext (S, R*).

Soit A un anneau integre, de type fini comme Z-al gebre, de corps des fractions
k. Soient X et C' deux variétés au dessus de Spec A, de fibres génériques X et
C. Soit U = Spec R un ouvert régulier de Spec A au dessus duquel X et C' sont
lisses, propres, munies d’ un morphisme p propre et plat de X sur C, qui releve p.
Nous pouvons de plus choisir I'anneau R de telle sorte que PicR;, = 0, ou Ry,
est I'anneau des entiers de L au-dessus de R. L’ existence d'un tel anneau (voir
[CT-Sal] p.192), utilise un résultat de Roquette (voir [Ro] ou [L], Chapitre 2,
Théoreme 7.6), a savoir qu’un anneau normal de type fini sur Z a un groupe de
Picard fini, résultat lui-méme conséguence du théoreme des unités de Dirichlet et
des théoremes de Mordell-Weil-Néron. Posons U;, = Spec Ry,. Nous avons aors
une suite exacte

0— R} —L"— DyertZ — 0 (2.3)

ol U1 désigne I’ensemble des points de codimension 1 de I’ ouvert U;,. Pour tout
point 2 de codimension 1 de U nousfixonsun point i, decodimension1 de Uy, au-
dessusde z et nousnotons G, le sous-groupede décomposition de G correspondant
alavaluation discrete v, induite par y,, sur L. Lasuite (2.3) vue comme une suite
de G-modules s écrit alors

0— R} — 1" 2% &, 10 Z[G/Gy] — 0. (2.3)

Par le lemme de Shapiro, nous avons Ext; (S, Z[G/G,)) ~ Extt, (S,Z).Lasuite
(2.3) nousdonne ainsi par passage ala cohomologie la suite exacte

Extl (S, R;) — Ext5(S, L*) 2 Dpert EXE, (S, 2). (2.4)

Pour tout 2z dans UL, notons R, I’ anneau local de R en z. Nous avons choisi |’ ou-
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vert U de telle sorte que pour tout point z de U?, lafibration p: X — C abonne
réduction au-dessusdel’ anneau R,.. D’ apresle Lemme 2.2, I'image par v, de Im &
est donc nulle pour tout point z de UL, Ainsi d apréslasuite exacte (2.4) I'image de
® dans Ext} (S, L*) est incluse dans Im(Ext}, (S, RE) — Extg (S, L*)). D’ autre
part Ry, étant un anneau réduit de type fini sur Z, le groupe des unités R} est un
groupe abélien de typefini (voir [Ro] ou[L], Chapitre 2, Corollaire 7.5), et comme
S est aussi un groupe abélien de type fini, le groupe Ext: (S Ry) est fini. Ceci
prouve que Im & est fini. O

Remarque2.3. Si £ est un corps de nombres, pour toute placew de L, notons @ ~
le composéde @ par I’ application de restriction de Exty, (S, L*) — Exty, (S, L),
ou L, est le complété de L pour la valuation w. Alors le Lemme 2.2 prouve
que: si le Z-module S est sans torsion, pour presque toute place w de L I'image
de @ est nulle. En effet, appelons R I'anneau des entiers de &, choisissons v
une place de k£ d'anneau de valuation R, telle que L soit non ramifiée au-dessus
de v et telle que p : X — C ait bonne réduction par rapport a R,. Soit w une
place de L divisant v, d'apres le Lemme 2.2 I'image de @~ dans Exthw (S,L*)
provient deExty; (S, U;;), o Uy, est!’ anneau delavaluation de L. Puisque S est
sans torsion, nous avons Ext} (S, U) = 0; alors comme U} est cohomologique-
ment trivial, Homy (S, U*) I'est aussi ([Se], Chapitre 9, Théoreme 9). La suite
spectrale Ext;; (Z, Ext,(S,Uz)) = Ext“” (S, U:), donnealors unisomorphisme
HYG,, HomZ(S, Us)) ~ Ext}; (S, U,j‘,), ce qui prouve que Ext}, (S,U;) =0
et donc que @ auneimage nulle.

3. Noyau del’application car actéristique

Soit k£ un corps parfait. Fixons & une cloture algébrique de %, et notons G le
groupe de Galois de k/k. Soit p: X — C une k-fibration admissible (D&finition
0.1), au-dessus d'une k-courbe C, lisse, projective, géométriquement integre. Si
P est un point fermé de la courbe C, nous notons k(P) le corps résiduel en P et
Xp = X x¢k(P) lafibredep en P. Lacourbe C ne possede qu’ un nombrefini de
points au-dessus desquel slesfibres sont degéenérées, ¢’ est-a-dire au-dessusdesquel s
les fibres ne sont pas geométriquement integres. Nous appelons @ le morphisme
de CHy(X/C) dans Exté(S”o, k*) composé de |’ application caractéristique & :
C'Ho(X/C) — Ext} (S, k*) et dumorphisme naturel Ext} (S, k*) — Ext} (So, &*)
déduit de I’injection Sy < S. Le noyau Kerd est un sous-groupe de Kerdo, et ces
deux noyaux sont égaux quand Pic X, ~ Z car Extg(Z, k*) = HY(G,k*) = 0
(ce serale cas pour lesfibrés en variétés de Severi—Brauer).

En supposant que I'image par ®( du groupe Ao(Xp) est nulle pour tout point
P deC au-dessusduquel lafibre X p est dégénérée, nousallonsprouver |’ existence
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d’ un diagramme commutatif (Prop. 3.8)

CHo(X/C) k(C)an/k"- Nx, (E(C))

Po 7\ (3.1)

Ext} (So, k*) ~—— ( II #(2)*/Np, k(P )))/k*
1<igr

ou les termes du diagramme sont explicités ci-dessous. Nous en déduisons une
suite exacte (Cor. 3.9)

@chvo(Xp) — Ker®g — Kery — 0. (32)

(8 Lemorphisme ¥

Soit p: X — C une k-fibration admissible au-dessus d'une k-courbe C, lisse,
projective, géométriquement integre. La suite élémentaire (3.3) ci-dessous, a &té
établie, sous une forme plus précise, par Salberger en 1984 (non publi€). Elle
appardit dans la littérature écrite, dans I’ article [CT-Sk] (Prop. 1.1), sous laforme
suivante

®pecydo(Xp) —= CHo(X/C) —— k(C)*/k*. Nx, (k(C))
20 ®pecy, Z/p«(CHo(Xp)), (3.3)

ou Ny, (k(C)) désigne le sous-groupe de k(C)* engendré par les groupes de
normes Ny, /k(c)(k(7)*) quand z parcourt I’ensemble des points de dimen-
sion 0 de la fibre générique X,,, et ol le morphisme ¥ se déduit par passage
au quotient du morphisme ¥ : Ker(Zo(X) — CHo(C)) — k(C)*/k* qui atout
z € Ker(Zo(X) — CHo(C)) associelafonction g, (définie a une constante pres)
de k(C)* qui vérifiedive g, = p«(2).

C’est Salberger qui soulignal’importance du groupe k(C)j, de k(C)*, appelé
par lui ‘groupe des normes divisorielles'; la définition suivante lui est due dans le
cas des fibrations en variétés de Severi—Brauer (voir [Sal], Définition 2.7).

DEFINITION. On appelle groupe des normes divisorielles, et on note £(C)g,,
le sous-groupe des ééments de k(C)* qui en tout point P de la courbe C
S écrivent comme le produit d’une unité en P par un éément du groupe des
normes Nx, (k(C)).
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Salberger établit a la méme époque (non publié), dans le cas des fibrations en
variétés de Severi—Brauer, I'équivalence de cette premiere définition du groupe
k(C)§, avec laseconde définition ci-dessous

E(C)an = {f € k(C)*|VP € Co, vp(f) € p«(CHo(Xp))}-

et il établit, toujours dans le méme cas, la suite exacte (3.4) ci-dessous.

PROPOSITION 3.1. Soient X une k-variété et C' une k-courbe qui sont lisses,
integres, projectives au-dessus de k, munies d’' un k-morphismep: X — C propre
dominant, on a alorsla suite exacte

Specodo(Xp) — CHo(X/C) —— k(C)in/k". Nx, (k(C)) — 0.  (34)

Sous la forme générale énoncée ci-dessus, la suite (3.4) fut établie par Colliot-
Thélene et Skorobogatov (voir [CT-Sk], Proposition 1.2), qui I’ appliquerent aux
fibrations en quadriques. L’ existence de cette suite (3.4) découle, a partir de la
suite (3.3), de |’ équivalence des deux définitions du groupe k(C)j,, données avant
la Proposition 3.1. L’ équivalence de ces deux définitions se demontre en utilisant
le lemme de déplacement suivant:

LEMME 3.2. Soit k£ un corps. Soit Y une k-variété, réguliere, quasi-projective;
soit (V1, ..., V;) un ensemblefini de sous-variétésirréductibles de codimension 1
deY . Tout cyclede C'Hy(Y") possede un représentant dans Zo(Y') dont le support
est en dehors de chacun des V.

Démonstrationdu Lemme 3.2. Soit Y une k-variétélisse quasi-proj ective; soient
(V,...,V;) des sous-variétés irréductibles de codimension 1 de Y. Pour tout
point fermé M de Y, nous alons prouver qu’il existe une courbe integre C', de
Y, réguliere en M, et qui n'est contenue dans aucune des V;. En procédant par
itération, il suffit pour celade prouver quesi Y est dedimension supérieureou égale
a2, il existe une sous-variéte v deY’, irréductible, de codimension 1, réguliere en
M et différente de chacune des V. Supposons que dim(Y') > 2, soit M un point
feemédeY, notons I = {i € {1,...,r}|M € V;}, appelons A I'anneau local
de Y au point M d'idéal maximal M et appelons (B;)icr les idéaux de A qui
définissent les V; au voisinagede M. Commedim(Y’) > 2, nousavons M /B; # 0
pour tout i € I, donc chague idéal 93; engendre dans le A/ M-module M /M?
un sous-espace vectorid strict. Si le corps & est infini, I’ union de ces sous-espaces
est différente de M/ M?, il existe donc un éément z € M, z ¢ M? tel que z
N’ appartienne a aucun des P; (si le corps k est fini, on se ramene au cas précédent
par une extension algébrique). De plus comme A est régulier et que z ¢ M? I'an-
neau A/(x) est integre régulier. Appelons V' I’ adhérence schématique dans Y de
la sous-variété définie localement par I'idéal (z), alors V' est bien une sous-variété
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de Y, irréductible, de codimension 1, réguliere en M et différente de chacun des
V; pour tout ¢ € [1,r]. Ainsi si M est un point fermé de Y, il existe une courbe
Cy C Y, réguliereen M et qui nerencontreles V; qu’ en un nombre fini de points.
Comme le groupe de Picard d' un anneau semi-local est nul, il existe une fonction
f dek(Chr)* tellequelecycle M — dive,, f ason support en dehorsdes V;. Ceci
prouve que tout cycle de Zp(Y") est rationnellement équivalent & un cycle dont le
support est en dehors des V;. O

Ce Lemme 3.2 permet d’ énoncer le lemme ci-dessous, utile dans la suite de la
construction du diagramme (3.1).

LEMME 3.3. Soit p: X — C une k-fibration admissible au-dessus d’une k-
courbe C, lisse, projective, geométriquement integre. Soit A un ensemble fini de
points fermés de C, appelons B I'ensemble des sous-variétés irréductibles de
codimension 1 de X contenues dans les fibres au-dessus des points de A. On a
alors un diagramme commutatif de suites exactes

P 20(xr) — Ker(Zo(X)\ 5 = CHo(C)) = k(C)ana/k” ———— 0

PgA

P Ao(xr)

pPeC

v

CHo(X/C)

k(C)an/k". Nx, (k(C))

(3.5)

ol Z§(X p) désigne le groupe des zéro-cycles de degré zéro de la variété X p, ol
Zo(X)\ p désignele sous-groupedescyclesde Zo(X) dont le support nerencontre
paslespointsgénériquesde B, et ol k(C')g, 4 désignele sous-groupedesfonctions
de k(C)§, qui sont inversibles en les points de A.

Démonstration. Grace a la seconde description de k(C)g,, I’ exactitude de la
premiéere suite horizontale du diagramme (3.5) est évidente. La surjectivité de la
seconde fleche verticale découl e directement du lemme 3.2 et elle implique la sur-
jectivité de latroisieme fleche verticale. O

(b) Autre expression de

Soitp: X — C une k-fibration admissible au-dessus d’ une k-courbe C, lisse, pro-
jective, geométriquement integre. Appelons P, . .., P, les points de C' au-dessus
desguels les fibres sont dégénérées, ¢’ est-a-dire non géomeétriquement intégres.
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Fixons yi, . . .,y des points fermés de C au-dessusde P4, ..., P, qui identifient
k(P;) aune sous-extensionde k/k. Notons H; = Gal(k/k(P;)) = Stab(y;). Dans
lafibre X, les composantesirréductibles se décomposent en n; orbites sous |’ ac-
tion de H,;. Fixons (d; 4 )1<a<n; Une composante irréductible de X, dans chague
orbite, ’Hi@ = Stab(di,a), L@a = kMie Alors

Z ei,a-( Z T.di’a>

1<agn; TEM: /Hi

ole; € Nestlamultiplicite ded; , dans X, . Choisissons 2o un point ferméde C
au-dessusduquel lafibre est non degénérée (ou plus généralement un zéro-cyclede
degré 1 de Zy(C) supporté par des points fermés au-dessusdesquelslafibre est non
dégénérée). Posons dy = p*(z0) € Div X. Alors pour toute fibre non dégénérée d
au dessus d' un point y € C, nous avons d — do = p*(y — ) SOit d = dp dans
Pic X /Pic® C, ce qui montre en particulier que la classe de do dans Pic X /Pic® C
est stable par G. Nous voyons ainsi que Sy est engendré par dy et par I’ ensemble
des composantes irréductibles des fibres degénérées, et nous pouvons décrire So
par la suite exacte de G-modules suivante:

0— P z[G/Hilyi — zdo®d P z G/ M o)die — So — 0

1<igr 1<igr
SUE I<agn; (36)

Yi (—do, Xyz)

DEFINITION 3.4. Soit p: X — C une k-fibration admissible au-dessus d’ une
k-courbe C, lisse, projective, géométriquement integre. Pour chague point fermé
P de C, nous fixons comme ci-dessus un point geométrique iy de C' au-dessus
de P et des composantes irreductibles (d,)1<a<n de X y dans chaque orbite sous
I’action de Gal( k/k(P)); nous notons e, leur multiplicité et L, I'extension de
k(P) fixée par leur stabilisateur. Nous notons alors Np(k(P)), le sous-groupe de
k(P)* engendré par |les élementsdelaforme Ny, /;(py(z°>) quand = parcourt L,
et o parcourt {1,...,n}.

LEMME-DEFINITION 3.5. Soit p: X — C une k-fibration admissible au-
dessus d’ une k-courbe C, lisse, projective, geométriquement integre. Il existe un
isomorphisme d:

(H k(P)*/Np(k ))) /k -, Ext} (So, k%),

Pep

ou P deésigne I'ensemble des points de C' au-dessus desguels les fibres sont
déegénérées, ou Np(k(P)) est le sous-groupe de k(P)* défini ci-dessus, et ou
le quotient par k* est diagonal.
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Démonstration. Nousnotons Py, . . ., P, lespoints de C' au-dessus desquelsles
fibres sont dégénérées. Par passage ala conomologie, la suite (3.6) donne la suite
exacte suivante

K x [[ Lia — TTKP)" 5+ Exth(So, k)

i,Q

— Ext} (Z &P ZIG/Hial, k*)

ou la fleche de gauche associe a un &ément = de k*, I'élément diagonal
(z~1,...,z71), et associe & un &ément y de L}, I'élément Ny, /xp,(y%)
de k(P;)*. De plus, nous avons

ZOé’

Ext} (zea @Z[g/%,a],k*> ~ (k E* x HHom G/ Hial k ))
= H'(k, k") x [[ HY(Li,a, k%) = 0.

ce qui prouve que I’ homomorphisme ¢ induit par passage au quotient un isomor-

phismeentre ([Tpep k(P)*/Np(k(P)))/k* et Extg(So, k*). O

(c) Définition de I’homomor phisme « et commutativité du diagramme

Soit p: X — C une k-fibration admissible au-dessus d’'une k-courbe C, lisse,
projective, géométriquement integre. Nous notons P |’ ensemble des points de C
au-dessus desquels les fibres sont dégénérées. D’ apres le Lemme 3.3 le groupe
k(C)j;n\P/k* se surjecte le groupe k(C)g,/k*. Nx, (k(C)). Pour compléter le
diagramme (3.1), nous définissons une application d’évaluation I' de la maniére
suivante

DEFINITION 3.6. Soit p: X — C une k-fibration admissible comme ci-dessus.
Nous appelons T' I homomorphisme défini comme suit:

L E(C)gnp /K" — (H k(P)"/Np(k ))) /k’k

pPeP

f= (f(P))pep
ou f(P) € k(P)* estlaclassede f dansle corpsrésiduel k(P).

PROPOSITION 3.7. Soit p: X — C' une k-fibration admissible au-dessus d' une

k-courbe C, lisse, projective, geométriquement integre. On note P |’ ensemble des
points de C' au-dessus desquels les fibres X » sont dégénérées.
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L"homomor phismeT", défini en 3.6, passe au quotient par le groupe des normes
et induit un homomor phisme

v k(C)gn/k*. Nx, (k (H k(P)*/Np(k ))) /k

Pep

S et seulement si I'image par ®o du groupe Ap(Xp) est nulle pour tout point
P de?P.

PROPOSITION 3.8. Soit p: X — C une k-fibration admissible au-dessus d' une
k-courbe C, lisse, projective, geométriquement integre. On note P |’ ensemble des
points de C' au-dessus desguels lesfibres X p sont degénérées. Quand I’image par
® del’image du groupe Ao(X p) est nulle pour tout point P de P (en particulier
quand ces groupes Aop(X p) sont nuls), on a un diagramme commutatif

CHo(X/C) —— k(C)&/k*. Nx, (k(C))

o 7\ (3.1

Ext} (So, k*) ~—— (H k(P)*/Np(k ))) / k*

PeP

ou ¥ est le morphisme décrit dans le paragraphe (a), ou v est le mor phisme défini
dansla Proposition 3.7, et ou § est I"isomor phisme défini dans le Lemme 3.5.

De cette proposition et de la Proposition 3.1, on déduit immédiatement le
corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.9. Soitp: X — C une k-fibration admissible comme dans la
Proposition 3.8. Quand I'image par ®o de I'image du groupe Ao(Xp) est nulle
pour tout point P de P (en particulier quand ces groupes Ao(Xp) sont nuls), il y
a une suite exacte

@chvo(Xp) — Ker®g — Kery — 0. (32)
O

Ladéemonstration des Propositions 3.7 et 3.8 decoul e directement du lemme suivant

LEMME 3.10. Soit p: X — C une k-fibration admissible au-dessus d'une k-
courbe C, lisse, projective, geéométriquement integre. On note P |’ ensemble des
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points de C' au-dessus desquelslesfibres X p sont degénérées, et D I’ ensemble des
composantes irréductibles de ces fibres. On a un diagramme commutatif

Ker(Zo(X)\ p — CHo(C)) - kK(C)inp /K"
CHo(X/C) r (3.7)
0
Exth (So, k*) ’ (H k(P)*/Np(k(P») / K*
PeP

Démonstration des Propositions 3.7 et 3.8. La commutativité du diagramme
(3.7) prouve dé&ja que pour tout point P de C' n’ appartenant pas a P, I'image par
® du groupe Ap(X p) est nulle. Puis par une chasse au diagramme, en utilisant le
diagramme (3.5), elle prouve que le morphismeI" passe au quotient par le groupe
desnormessi et seulement si I'image par ¢, du groupe Ao(Xp) est nulle pour tout
point P de P. Ce qui démontre la Proposition 3.7.

Ains sous I’hypothese que I’'image par ¢ du groupe Ao(Xp) est nulle pour
tout point P de P, le morphisme -y est défini par passage au quotient du morphisme
T, et la surjectivité des deux fleches verticales de gauche du diagramme (3.5)
implique que le diagramme (3.1) est nécessairement commutatif. O

Démonstration du Lemme 3.10. Pour simplifier la demonstration, nous supposons
I’existence d'un zéro-cycle de degré 1 dans Zp(C). J établis dans ma these la
commutativité du diagramme (3.7) sans supposer |’ existence d'un tel cycle (voir
[Frl], Lemme5.9).

Fixons z € Ker(Zo(X)\ p — CHo(C)). S0it zo € Zo(C) un zéro-cycle de
degré 1. Puisque C' est lisse, Nous pouvons supposer que zo ason support en dehors
de p.(|z]) N P. Notons zy le relevé de zo dans Zo(C) et dop = p*(Z) € Div X.
Appelons Py, ... ., P, lespointsde C au-dessus desquel slesfibres sont dégénérées,
nous reprenons les notations du paragraphe (b). Choisissons g, € k(C)(’gn’P telle

quep, (z) = dive g, alors U(z) est laclassede g, dansk(C) g, p/k*. L extension
6(I'(g-)) est obtenue en poussant la suite (3.6) par le G-homomorphisme ¢, :
®i2[G /M) yi — k* defini par e, (y;) = g.(P;) = [y, g:]- Per ailleurs, puisque
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Zo €t dg sont stables par G, nous avons un diagramme commuitatif de suites exactes
de G-modules

P zig/Hy:

Yi
1
(yl — Zo, 1)

0

Zdo ® @Z[Q/Hi,a]di,a — + S ——=0 (36)

7,0

0 — DIV’ Oy 12y ® O% .)/OF . 121 Div X\, » S —0 (LY

ou la fleche du milieu associe a un générateur le diviseur qui lui correspond dans
Div X et ou la fleche de droite est I'injection naturelle de Sy dans S. Ainsi,
I’extension ®p(2) € Exté(ﬁo, k*) est obtenue en poussant la suite (3.6) par le G-
homomorphisme e/, : ®;Z[G/H,].y; — k* défini par £, (y;) = ¢.(y; — Zo0,1) =
[vi,9z]a/[Z0, 9] OU ¢, est I"'homomorphisme défini en 1.3. Les homomor-
phismes ¢, et £/, éant égaux a un éément de k* pres, ils définissent la méme
extension dans Exté(S’o, k*). Ceci prouve que ®o(z) = 6 o I' 0 U(2), C' est-a-dire
que le diagramme (3.7) est commutatif. O

4. Application au casdesfibrationsen variétés de Severi—Brauer et résultats
definitude sur le groupe CHg(X/C)

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux fibrations dont la fibre géenérique
est unevariété de Severi—Brauer. Pour éudier legroupe C Ho(X/C') detellesfibra-
tions, nous appliquons les résultats des paragraphes précédents (Proposition 2.1 et
Corollaire 3.9) ades modeles particuliers construits a partir de schémas de Severi—
Brauer d ordres héréditaires au-dessus d’ ouverts affines de la courbe considérée.
La construction de ces modeles et les résultats utilises sur leurs fibres spéciales
sont donnés ci-dessous. On peut les trouver détaillés dans ma these ([Frl], par. 3
et 4), et ilsferont I’ objet d’ une publication separée ([Fr2]).

La finitude du groupe C Hyo(X/C') se raméne dors a la finitude du noyau de
74 (Définition 4.2). Cette derniere méthode a déja était utilisée par Salberger et
la plupart des résultats de ce paragraphe sur Kery 4 lui sont dus (Proposition 4.4,
Corollaire 4.6 et partie (ii) du Théoreme 4.7).

NOTATIONS. Si K est un corps complet pour une valuation discrete, de corps
residuel k£ de caractéristique 0, la suite spectrale de Hochschild—Serre relative au
grouped'inertie I de Gal (K / K') définit pour tout entier : un morphismerésidu, que
nous noterons r#, de Hi+1(K, u®7) dans Hi(k, H (I, u®7)) = Hi(k,u$Y V),
pour tout entier 7.

Soit C' une courbelisse au-dessusd’ un corps & de caractéristique 0, de corpsdes
fonctions K = k(C'). Désignons par Cy I’ ensemble des points de C' de dimension
0. Soit P € Cp; comme C' est lisse, le corps K est muni d’une valuation discrete
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correspondant al’ anneau local O¢,p. Notons I/(; le complété de K pour cette va-
luation. En composant les applications de restrictions de HY (K, -) dans H’ (K p, -)
avec |les morphismes définis ci-dessus, nous obtenons des morphismes résidus %,
de H+Y(K, u®7) dans Hi(k(P), usY™Y), ot k(P) est le corps résiduel en P.
Cesmorphismes sont égaux aux résidus définis par la suite delocalisation en coho-
mologie étale. On désigne ensuite par Hii1(K/C, u%7) 1e noyau de I application
Dpecor: HTYK, 19) = @pecH (K(P), pn™Y),

Soit A une K -algebresimple centraled’indicen. L’ algebre A définit un élément
de H?(K, j1,,). Pour tout point P € Cp, nous notons L p |’ extension cyclique de
k(P) déterminée par lerésidu r}(A), ¢ est-a-dire que Lp est I’ extension de k(P)
fixée par lenoyau ders( A) vucommeunéément deHom(Gal (k/k(P)), Z /nZ) =
H'(k(P),7/nZ).Pour presquetout point fermé P de C, I’ extension Lp /k(P) est
triviale.

DEFINITION. Soient k& un corps, C' une k-courbe lisse, projective, géomé-
triguement integre et A une k(C)-algebre simple centrale. Nous dirons qu’ une
k-variété X est un modéled’ Artin au-dessusde C associéal’algebre A, s'il existe
unrecouvrementfini {U; };cr d ouvertsaffinesde C'telsque X, estlacomposante
connexe contenant la fibre générique d' un schéma de Severi—Brauer d’ ordre asso-
cie aun ordre héréditaire de la k(C')-algébre simple centrale A (pour la définition
des schémas de Severi—Brauer d’ ordres voir [A] et [Br]). Detels modeles existent.
On peut en construire en considérant des modéles obtenus, sur un recouvrement
fini {U; = SpecR;};cr d ouverts affines de C, a partir de R;-ordres maximaux
del'algebre A (pour I’ existence d’un tel ordre voir [Re] 10.4). Les modeles cons-
truits sur ce recouvrement ayant tous la méme fibre générique, on peut les recoller
au-dessusde C.

Soit X un modéle d’ Artin au-dessus de C, associé a une k(C')-algebre ssimple
centrale A. La variété X est lisse, projective, geométriquement integre, munie
d un morphisme propre, dominant de X sur C, dont la fibre générique est la
variété de Severi—Brauer associee al’algebre A. Ses fibres spéciales au-dessus de
C' sont décrites dans [Fr2], paragraphe 2. Pour tout point fermé P de C, les com-
posantes irréductibles géomeétriques de la fibre X p se groupent, sous I’ action de
Gal(k/k(P)), enorbitesqui ont toutes pour stabilisateur Gal(k/Lp). Enparticulier
pour un point P de C au-dessus duquel la fibre spéciale n’ est pas dégenérée, I’ ex-
tension Lp /k(P) esttriviale. Lesgroupes Np (k(P)) définisen 3.4, correspondent
aors aux groupes Ny, /py(Lp). Le principal résultat obtenu par I’ étude de ces
fibres spéciales, est le suivant (voir [Fr2], Théoreme 2.6):

PROPOSITION 4.1. Soit k£ un corps parfait. Soit C' une k-courbe lisse, projec-
tive, géométriquement integre. Soit X un modele d’ Artin au-dessus de C' associé
a une k(C')-algebre simple centrale A. Alors, dans chacune des deux situations
suivantes
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(i) S I'algebre A est d'indice sans facteur carré.
(ii) S lecorpsk est de dimension cohomologique égale a 1.

le groupe Ao(X p) est nul pour tout point fermé P de C. O

Rappelons la définition du groupe des normes divisorielles de C (voir [Sal]), que
nousavonsdonnéedansle paragraphe 3 pour unefibrationadmissiblep: X — C' et
quenousdonnonsici pour unek(C')-algebre simplecentrale A (lesdeux définitions
sont équival entes quand lafibre générique du morphismep est lavariété de Severi—
Brauer associéeal’ algebre A). Soit A unek(C')-algebre simple centrale, le groupe
des normes réduites de I’algebre A, noté Nrd A*, est le sous-groupe de k(C)*
engendré par les normes de toutes les extensions finies de corps de k(C) qui
déploient A. On appelle ensuite groupe des normesdivisorielles, et on note & (C') &,
le sous groupe des éémentsde k£(C)* qui en tout point P delacourbe C s écrivent
comme le produit d’ une unité en P par un éément du groupe des normes réduites.

DEFINITION 4.2. Soit & un corpsde caractéristique0. Soit C' une k-courbelisse, de
corpsdesfonctionsk(C). Soit A unek(C')-algebre simple centrale. Nous appelons
7.4 I"homomorphisme défini comme suit (voir aussi [Sal], Définition 2.12)

Fa 1 k(C)gn/NrdA* =TT k(P)*/Np, k) (Lp)
PeCy

f = (f(P))Pecy

ou pour f € k(C)§,/Nrd A* et pour un point P de C, f(P) désigne la classe
dans k(P) d'un représentant de f inversibleen P. Lefait que cette application est
bien définie est une conséquencedu Lemme 4.3 ci-dessous (voir aussi [Sal], 2.11).
Nous appelons ensuite v 4 I’ homomorphisme obtenu en quotientant v 4 par k*

Va1 k(C)gn/k" Nrd A* — ( II k(P)*/NLp/k(P)(L};)> /k’k

PeC)y

ou le quotient par k£* dansle second terme est diagonal. Si X est un modeled’ Artin
au-dessusde C, associéal’ algebre A, cet homomorphisme s'identifieacelui dela
Proposition 3.7.

LEMME 4.3. Soit K un corps muni d’une valuation discreéte, de corps résiduel
k de caractéristique zéro et d’anneau des entiers O . Soit A une K-algebre
simple centrale d’'indice n; soit L |'extension cyclique de k définie par le résidu
ri(A) € HY(k,Z/nZ). Laclassedansk detout & ément de O3 NNrd A* appartient
au groupe Ny, i, (L*).

Démonstration. Pour demontrer le lemme, nous pouvons nous restreindre au
cas d'un corps complet. Soit alors x € Oj N Nrd A*. Il existe une extension finie
M/K déployant A et une unite y de M* tellesque z = Ny /k(y). Appelons e
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I’indice de ramification de M /K et M’ le corps résiduel de M. Les applications
de restriction et les morphismes résidus induisent |e diagramme commutatif:

H(K, pip) —"~ H(k,2./nZ)

resM/K (3><I‘€S]\/[//,c

H3(M, py)) —— HY(M',Z/nZ).

Ains e x r&cM,/k(rl(A)) = 0, ce qui revient a dire que le noyau de I’homo-
morphisme r1(A) restreint a Gal(k/M') définit une extension cyclique E/M’
de degré ¢’ divisant e. Nous avons nécessairement I C E. Alors nous avons
Ny (w) = Ny (§°) = NE/k(;Ee/e') qui est bien une norme pour I’ extension
L/k. O

DEFINITION. Soient K uncorpsparfaitet A € H2(K, ju,) une K -algébresimple
centrale. On désigne par y I’ application bord de K* dans H(K, j,,). On associe
atout dément z € K* 'édlément AU x, € H3(K,u$?). Si z € Nrd A*, dors
T = Nk (y) ou L est une extension finie de K qui déploie A ety € L*, eton
prouve en utilisant laformule a U cor(b) = cor(res(a) U b) que AU x, = 0. On
définit ainsi un homomorphismecy:

ca: K*/NrdA* — H3(K, ;u2?)
z — AUxg.

De méme, soient § € HY(K,Z/nZ) = Hom(Gal (K /K),7/nZ) et L | extension
cycligue de K associée a §, on définit un homomorphisme c;:
¢t K* [Ny (L*) — HA(K, pin)
x = JU Xz
PROPOSITION 4.4. Soit k£ un corpsde caractéristique 0. Soit C'une k-courbelisse,

de corps des fonctions £(C'). Soit A une k(C')-algebre simple centrale d’ indice n
sans facteur carré. L’ homomorphisme ¢4 induit uneinjection

Kerdy, < Hy(k(C)/C, u%?).

Démonstration de la Proposition 4.4. Ce résultat a dgja était obtenu par Sal-
berger ([Sal], 4.3, 4.5 et 4.8). || est d' abord nécéssaire de montrer que I homomor-
phisme c4 envoie Kery, sur H3.(k(C)/C, u$?). Puis le résultat suivant est dii &
Merkuriev et Sudlin (voir [M-S], Th 12.2). Soit F' un corpset soit D une F'-algebre
simple centraled’ indice n sansfacteur carré, premier alacaractéristiquede F'. Soit
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z dans F*, dors z € Nrd D* si et seulement si x,, U D = 0dans H3(F, u®?). On
en déduit I’ injectivité annoncée.

Pour montrer que c4 envoie Kery, sur H3.(k(C)/C, u$?) (voir aussi [Sal],
Lemme4.5), il suffit d’établir lacommutativité du diagramme suivant

Kip/NId A"~ (K, )

K*/Np (L) Cxvye H(k, jin)

ou K est un corps complet pour une valuation discrete, de corps résiduel x de
caractéristique 0, ou A est une K -algebre simple centraled’ indicen et ou L/ est
I’ extension cyclique associéear(A). C est-a-dire montrer quesi o est un &ément
de H?(K, 1%?), pour toute unité z de K* nous avons r%(a U xz) = ri(a) U xz
ou z désigne la classe de x dans «. Puisque = est une unité de K*, |I'&ément
xz € HYK,p,) provient par inflation de H(k,u,) €t nous avons en fait
Xz = infg/.(xz). Il suffit donc de vérifier que pour tout 8 € H(k, j1p,), NOUS
avons r%(a U infy,.(8)) = ri(a) U B. Cette formule est prouvée dans le cours
de J.-P. Serre donné au college de France en 1991-92. Elle utilise la description
explicite suivante des morphismes résidus en termes de cocycles. Soit G un groupe
pro-fini. Soit I un sous-groupe distingué de GG, de dimension cohomologique égale
al. Soit M un G-moduledetorsion. Tout 7+ 1-cocycle avaleur dans M est conomo-
logueaun cocyclenormalistay, g,.....g;11,0Uag, g,.....0:., NEDEPENd quedelaclasse
dego,...,gir1dansG/I etlerésidur’ de H*1(G, M) dans H (G /I, HY(I, M))
est défini par ’I"i(a)gl,___,gi(h) = Qh,g,...,9; ouh €I, 01y...,0; € G/I etgr,...,9;
sont desrelevésde oy, ..., 0; dansG. O

COROLLAIRE 4.5. Soit k un corpsde nombres, soit C' une k-cour be lisse projec-
tive géométriquement integre. S A est une k(C')-algebre simple centrale d’'indice
sans facteur carrg, alorsle noyau de |’ application

Fa: k(C)gn/Nrd A* — T k(P)*/Np, k) (Lp)
PeCy

est fini. De plus, pour presque toute place v de k, I'application 7,4, est injective,
ouA, = A®c k(C)p.

Démonstration. Ce corollaire déecoule directement de la Proposition 4.4 et
du résultat suivant dii a Kato (voir [K] Théoreme 0.6). Soit C' une courbe lisse
projective géométriquement integre au-dessus d’ un corps de nombres k, de corps
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des fonctions K. On désigne par P (k) I’ensemble des places de k; on note C), =
C xi ky & K, = k,(Cy) le corps des fonctions de C,,, aors

HY(K/C,pi?) — @ Hy(K,/Co, 117%).
veP(k)

Depluslegroupe H3.(K, /Cy, n£?) est nul s C abonne réduction en v et sinon il
est fini (voir [K], Corollaire 2.9). O

Le corollaire suivant de la Proposition 4.4 a déja été obtenu par Salberger ([Sal],
Proposition 4.10) et est inspiré de [CT-Sa2], Th. 4.

COROLLAIRE 4.6. Soit £ un corpsde caractéristique 0. Soit A une k(t)-algebre
simple centrale d'indice sans facteurs carrés. Soit X un modele d’ Artin au-dessus
deP; associeal’algebre A. S lavariété X possedeun zéro-cyclededegré 1, alors

I"application
Fa: k(t)/NrdA* — [T k(P)*/Np, ke (L)
Pep}
est injective.

Démonstration. Supposons d'abord que la variété X possede un point k-
rationnel dans une fibre spéciale non dégénérée au-dessus d'un point k-rationnel
P deP}. Notons k(t) » le complété de k(%) pour la valuation discréte induite par

—

le point P. La classe de I'algebre A ®y;) k(t)p est nulle dans H2(k(t) p, fin)-
Ainsi, pour tout f € k(t)%,/Nrd A*, larestriction de ¢ (f) & H3(k(t) p, u?) est
nulle. Orsi f € Kerd,, d apréslaProposition 4.4, c,(f) € H3(k(C)/C, u®?) =
H3(k, n£?). Linflation de H3(k, p®?) dans H3(k(t) p, p22) &tant injective, nous
avons alors ca(f) = 0 € H3(k(t), n2?). L'injectivité de I’homomorphisme ¢,
prouve aors que I’homomorphisme 7y 4 est injectif si I’agebre A est d’indice sans

facteur carré.
Quandlavariété X possedeun zéro-cyclededegré 1, par un argument de norme
Nous pouvonsnousramener au casci-dessus. En effet, soitz = >~7_; a; M; un zéro-

cycle de degré 1 de Zp(X), nous pouvons supposer que ce cycle a son support en
dehors des fibres degénérées. Notons K; = k(C) ® k(M;) et m; = [k(M;) : k.
Soit f € k(t)§,/Nrd A* telle que 4 (f) = 1. Puisque X xj, k(M;) possede un
point rationnel dans une fibre non dégénérée, nousavons N, /iy (f) = f™i =1
dans k(t)§,/Nrd A*. D’ou f = 1 dansk(t)g,/Nrd A*, car 37, a;m; = 1. 0

THEOREME 4.7. Soit & un corps. Soient X unek-variétéet C' unek-courbe, lisses,
projectives, geométriquement intégres, munies d' un k-morphisme p: X — C,
propre, dominant, dont la fibre génériqueest une variété de Severi—Brauer d'indice
sans facteurs carrés. Dans les deux situations suivantes:
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(i) Lecorps k est un corps de nombres,

(ii) Lecorpsk est un corpsdetypefini sur Q, la courbe C est la droite projective
et la variété X possede un zéro-cyclededegré 1,

le groupe C Ho(X/C') est fini.

Notons que la partie (ii) de ce theoreme, conséquence du Corollaire 4.6, a dgja
€té obtenu par Salberger ([Sal], Théoreme 5.2b).

Démonstration. Appelons A lak(C')-algebre simple centrale associée alafibre
générique de p: X — C. Pour connéitre |le groupe C Hyo(X/C), nous pouvons
nous ramener a n'importe quel modéle d’ Artin associé a A au-dessus de C. En
effet, s X' est un tel modele, les fibres génériques de X/C et de X'/C étant
isomorphes, les variétés X et X' sont birationnellement équival entes au-dessus de
C (voir E.G.A1V.8.8.2.5). Depluslesvariétés X et X' sont projectiveset lisses, les
groupes C Ho(X/C') et CHo(X'/C') sont donc isomorphes. En effet, le groupe de
Chow dedimension 0 est uninvariant birationnel pour lesvariétéslisses projectives
(voir [Fu], 16.1.11, ou ce théoreme est énoncé pour un corps algébriquement clos
mais demontré pour un corps quelconque, ou voir [CT-C] par. 6); la démonstration
donnée par Fulton permet d’ énoncer cette invariance birationnelle, sous la forme
plus générale ci-dessus.

Fixons X’ un modéele d’' Artin au-dessus de C' associé al’algebre A. Si le corps
k est un corps de type fini sur Q, d’apres la Proposition 2.1, I’ application carac-
téristique ® de CHo(X'/C) dans Ext} (PicX’/Pic® C, k*) a une image finie. De
plus la variété X{7 étant une variéte de Severi—Brauer, nous avons Pic X ,’c ) = Z,
ce qui implique que les homomorphismes ® et 3 ont méme noyau. Si de plus
I"indice de I'algebre A est sans facteur carré, d apres la Proposition 4.1, pour
chague point fermé P de C', le groupe Ao(X ;) est nul. D’ aprésle Corollaire 3.9, le
noyau del’ application caractéristique est alorsisomorphe au noyau de |’ homomor-
phisme v 4 défini en 4.2. Par une chasse au diagramme, on montre que Ker 4 est
un quotient de Ker4 4. Or, d’apres les Corollaires 4.5 et 4.6, le groupe Ker 74 est
fini danslessituations(i) et (ii) du Théoreme4.7, ce qui acheveladémonstration. O

THEOREME 4.8. Soit k& un corps de nombres. Soient X une k-variété et C' une
k-courbe, lisses, projectives, geométriquement integres, munies d' un k-mor phisme
p: X — C, propre dominant dont la fibre générique est une variété de Severi—
Brauer d'indice sans facteurs carrés. Alors, pour presgue toute place v de k, le
groupe CHo(X, /C,) estnul, ou X, = X Xy k, (resp. C, = C Xy ky).
Démonstration. La démonstration est identique a celle du théoreme précédent.
Lerésultat decoulealorsdu Lemme 2.2 (voir Remarque 2.3), et delasecondepartie
du Corollaire 4.5. O

THEOREME 4.9. Soit k£ un corps de caractéristique O et de dimension coho-
mologique égalea 1. Soient X une k-variété et C une k-courbe, lisses, projectives,
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geométriquement integres, muniesd’ un k-morphismep: X — C, propre, dominant
et dont la fibre générique est une variété de Severi—Brauer d'indice quelconque.
Alorslegroupe CHy(X/C) est nul.

Démonstration. Pour demontrer ce theoremeil est inutile de considérer I’ appli-
cation caractéristique. Appelons A la k(C')-algébre simple centrale associée a la
fibregénériquede X'/ C'. Nous pouvonsconsidérer, comme danslesdémonstrations
précédentes, que X est un modele d’ Artin au-dessus de C' associé a |’algebre A.
Nous avons d’ apres la Proposition 3.1, |a suite exacte suivante

®pecy,Ao(Xp) — CHo(X/C) — k(C)* /k*.Nrd A*.

Puisgue k£ est un corps de caractéristique O et de dimension cohomologique égale
al, le corps k(C) est parfait et de dimension cohomologique égale a 2 et le
groupe k£(C)*/Nrd A* est aors nul (voir [Su] Théoreme 24.8). De plus, d apres
la Proposition 4.1, le groupe Ao(Xp) est nul pour tout point fermé P de C'. Le
groupe C Ho(X/C) est donc nul. O
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