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Facteurs epsilon p-adiques

Adriano Marmora

ABSTRACT

We develop and study the epsilon factor of a ‘local system’ of p-adic coefficients over the
spectrum of a complete discrete valuation field K with finite residue field of characteristic
p > 0. In the equal characteristic case, we define the epsilon factor of an overconver-
gent F-isocrystal over Spec(K), using the p-adic monodromy theorem. We conjecture a
global formula, the p-adic product formula, analogous to Deligne’s formula for étale ¢-adic
sheaves proved by Laumon, which explains the importance of this local invariant. Namely,
for an overconvergent F-isocrystal over an open subset of a projective smooth curve X,
the constant of the functional equation of the L-series is expressed as a product of the
local epsilon factors at the points of X. We prove the conjecture for rank-one overcon-
vergent F-isocrystals and for finite unit-root overconvergent F-isocrystals. In the mixed
characteristic case, we study the behavior of the epsilon factor by deformation to the field
of norms.

1. Introduction

Dans cet article, nous développons la théorie des facteurs epsilon des « systémes locaux » p-adiques
sur Spec(K), ou K est un corps de valuation discréte complet, de corps résiduel k fini de car-
actéristique p > 0.

Soient C' un corps de caractéristique zéro, ¥: K — C* un caractére additif non-trivial, ;1 une
mesure de Haar sur K & valeurs dans C. A toute C-représentation (D, p) du groupe de Weil absolu
Wgk de K, Langlands [Lan70, Theorem 1] et Deligne [Del73, théoreme 4.1] associent un invariant
e(D, 1, n) dans C*, appelé facteur epsilon. C’est une généralisation de la constante locale de la these
de Tate en dimension 1 (voir [Tat67, Theorem 2.4.1]). Cette définition s’étend aux représentations
de Weil-Deligne (D, p, N), ou N est un endomorphisme nilpotent de D satisfaisant & une donnée
de compatibilité avec p, cf. §2.2.

Considérons d’abord le cas ou K est de caractéristique nulle. Les systémes locaux p-adiques
sur Spec(K) sont les représentations p-adiques du groupe de Galois absolu G de K, qui sont de
de Rham dans la classification de Fontaine. Grace au théoréeme de monodromie p-adique (cf. [And02],
[Berg02], [Ked04] et [Meb02]), on sait qu’elles sont potentiellement semi-stables. La définition des
conducteurs et du facteur epsilon d’une telle représentation V' est due & Fontaine et Perrin-Riou
(cf. [Fon94b, §1.3.5] et [Per95, appendice C, §1.4]) : soient C' le corps des fractions de 'anneau des
vecteurs de Witt W (k) de k, et C™ I'extension maximale non-ramifiée de C'. On considére le module
de Fontaine D (V') associé a V' : il est muni d’une structure de C™-module de Deligne de K (i.e.
un C™-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action semi-linéaire discrete de G, d'un
isomorphisme de Frobenius et d’un opérateur de monodromie, vérifiant les compatibilités usuelles),
et il est de dimension égale a celle de V, car V est potentiellement semi-stable. En linéarisant
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laction discrete de G par le Frobenius, on obtient une C™-représentation de Weil-Deligne D =
(Dpst(V), p, N). On définit le facteur epsilon e(V, 9, u) comme étant égal a (D, ), p).

Supposons maintenant que K soit de caractéristique p > 0. Les représentations du groupe de
Galois ne fournissent alors qu’une sous-catégorie de celle qu’on est amené & étudier. Soient C' une
extension finie du corps des fractions de 'anneau des vecteurs de Witt W (k) de k, munie d’un
endomorphisme de Frobenius fixant une uniformisante, C™ ’extension maximale non-ramifiée de
C, et R 'anneau de Robba sur K a coefficients dans C'. La catégorie naturelle des systémes locaux
p-adiques sur Spec(K) est celle des F-isocristauz surconvergents sur Spec(K ). Précisément, il s’agit
des (¢, V)-modules sur R, i.e. des modules libres de rang fini sur R, munis d’une connexion et d’un
endomorphisme de Frobenius compatibles. Parmi ceux-ci, les F-isocristaux surconvergents unités
correspondent aux représentations galoisiennes a monodromie géométrique locale finie, cf. [Tsu98a).

Pour associer des facteurs epsilon aux F-isocristaux surconvergents sur Spec(K), on procede
d’une fagon analogue au cas d’inégales caractéristiques. Par le théoréme de monodromie p-adique
(cf. [And02], [Ked04] et [Meb02]), tout (¢, V)-module sur R admet une base de sections horizontales
sur le « revétement universel » B = li}nR(L)[log T] de R, ou la limite est prise sur les extensions
galoisiennes finies L de K, et R(L) est 'anneau de Robba sur L, cf. §3.2.2. L’espace S(M) des
sections horizontales de M ®@p B hérite d’une structure de C™-module de Deligne de K. On obtient
ainsi un foncteur M +— S(M) de la catégorie des (p, V)-modules sur R vers celle des C™-modules
de Deligne de K, qu’on montre étre une équivalence. Le module de Deligne S(M) fournit, comme
en inégales caractéristiques, une C™ -représentation de Weil-Deligne, notée WD (M ). On définit le
facteur epsilon (M, 1, ;1) comme étant égal a e(WD(M), 1, p).

Pour un (¢, V)-module sur R, Robba et Christol-Mebkhout ont défini 'irrégularité p-adique
sur le modele des équations différentielles classiques [CM02, théoreme 14.11]. Par un théoreme de
Matsuda et Tsuzuki (cf. [Mat02, Theorem 8.6] et [Tsu98b, Theorem 7.2.2]), I'irrégularité coincide
avec le conducteur de Swan. On s’intéresse dans cet article a ’analogue de ce théoreme pour le
facteur epsilon ; autrement dit on cherche une interprétation différentielle du facteur epsilon. Notre
approche est de nature globale. On note P! la droite projective sur k, G,, le groupe multiplicatif sur
k, et pour tout point fermé = de P!, K, le corps des fractions du complété de I’anneau local de P!
en x, 1, = Spec(K,). Tout F-isocristal M sur G, surconvergent le long {0, o0}, fournit par image
inverse un (¢, V)-module M, sur R(n,), ou R(7,) est I'anneau de Robba sur K. Inversement,
Matsuda [Mat02] a construit un foncteur d’extension canonique M +— M" analogue p-adique
de lextension canonique de Katz-Gabber : c’est un foncteur de la catégorie des (¢, V)-modules
sur R vers celle des F-isocristaux sur G,, surconvergents le long {0, 00}, tel que l'image inverse
de M en 0 (respectivement co) soit isomorphe & M (respectivement moderée). Dans le cas des
F-isocristaux surconvergents unités, une construction de ’extension canonique avait été donnée par
Crew [Cre92]. Les objets dans I'image essentielle du foncteur d’extension canonique sont appelés
F-isocristaux spéciauz sur G,,. Le choix d'une forme différentielle méromorphe w sur P! non-nulle
détermine, pour tout point fermé x de P!, un caractere additif ¢, de K,. On en déduit une famille
de facteurs epsilon E(Mﬁjn,zl)m), dont celui en z = 0 est le facteur epsilon de M. Comme dans le
cas étale f-adique, il est raisonnable de s’attendre a ce que ces facteurs soit reliés par une formule.
En effet, pour un faisceau constructible /-adique sur une courbe propre et lisse X sur k, Deligne
a conjecturé que la constante globale de I’équation fonctionnelle de sa série L s’exprime comme le
produit des facteurs epsilon locaux aux points fermés de X. Cette conjecture a été démontrée par
Laumon [Lau87, théoréme 3.2.1.1]. On formule un analogue p-adique de cette formule pour les F-
isocristaux sur un ouvert non-vide U de X surconvergeant le long de X\U, cf. conjecture 4.3.5. On
démontre cette conjecture dans deux cas : pour les F-isocristaux surconvergents de rang 1 ; et pour
les F-isocristaux surconvergents unités finis, i.e. ayant monodromie globale finie. La démonstration
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du premier cas consiste a comparer ’équation fonctionnelle en cohomologie rigide avec I’équation
fonctionnelle de Tate. Le deuxiéme cas se rameéne au premier par induction de Brauer.

Nous revenons a la fin de cet article au cas d’inégales caractéristiques. Dans un travail précédent,
nous avons établi un théoreme de comparaison entre conducteur de Swan et irrégularité dans I’esprit
du théoreme de Matsuda-Tsuzuki, cf. [Mar04, théoreme 1]. Soient, pour tout r € N, K, = K ()
I'extension de K obtenue en ajoutant les racines p"-iémes de l'unité, V une représentation de
de Rham de Gk, Ngr(V) le (¢, V)-module associé a V par Berger, V, la restriction de V au
groupe de Galois absolu G, de K,. Alors la suite (sw(V})),en des conducteurs de Swan est sta-
tionnaire de limite égale a l'irrégularité de Ngr (V). Dans la derniere section de cet article, on étend
ce résultat aux facteurs epsilon. On se donne une extension arithmétiquement profinie K, de K,
qu’on peut supposer totalement ramifiée pour simplifier. On note, pour tout r € N, K, la r-ieme
sous-extension élémentaire de K, Ok, 'anneau des entiers de K,, et Ex (respectivement Og, )
le corps des normes associé a Ko, (respectivement 'anneau des entiers de Ex ). Le corps Ex est de
valuation discrete, complet, d’égale caractéristique, de corps résiduel égal a k et de groupe de Galois
absolu Gg, canoniquement isomorphe a celui de K, noté H. Soient C' le corps des fractions de
W (k) et C™ D'extension maximale non-ramifiée de C'. On pose D = Dy (V') et on note Do, la re-
striction de D a H, considérée comme C™"-module de Deligne de Ex, qu’on appelle déformation de
D au corps des normes. Ce module correspond, par ’équivalence décrite plus haut, a un F-isocristal
surconvergent M sur Spec(Eg). Notre but est d’étudier les facteurs epsilon des restrictions V,. de
V a Gk, et de les comparer au facteur epsilon de M. La difficulté tient dans le choix des caracteres
additifs 6: Exg — C* et, pour tout r, ¥,.: K, — C*. Pour ce faire, on introduit la notion de tour ad-
missible de caracteres additifs : c’est une suite de caracteres additifs (¢, : K, — C*), oy, satisfaisant
une condition qui permet d’en déduire un caractere additif limite 1 : Ex — C*. On montre que
tout caractere additif # de Ex est limite d’une telle tour. Soient V' une représentation de de Rham
de Gk, 0: Ex — C* un caractere additif non-trivial, (¢, ),en une tour admissible convergente vers
0, et pour tout r € N, p, (respectivement fio,) une mesure de Haar sur K, (respectivement Ex) a
valeurs dans C, normalisée par p,(Ok,) = ftoo(OE, ). On montre que la suite des facteurs epsilon
(e(Vr,r, p1r))ren est stationnaire de limite (M, 0, f10). En particulier, si K est la Z,-extension
cyclotomique de K, alors M = Nggr (V') et on obtient une généralisation de [Mar04, théoreme 1] aux
facteurs epsilon.

Ce texte est divisé en cing sections, la premiere étant cette introduction. La deuxiéme section
contient des rappels sur les représentations de Weil-Deligne et leurs constantes locales. La troisieme
est consacrée aux F-isocristaux sur un corps local d’égale caractéristique, appelés aussi (¢, V)-
modules. On démontre I’équivalence tannakienne entre la catégorie des (¢, V)-modules sur ’anneau
de Robba et la catégorie des modules de Deligne. Dans § 3.3, on fait le lien avec le théoreme de
classification de Tsuzuki pour les (¢, V)-modules unités. Dans §3.4, on définit les constantes lo-
cales associées a un F-isocristal. La quatrieme section concerne la formule du produit pour les
F-isocristaux surconvergents sur une courbe. Apres des rappels sur les F-isocristaux et leurs fonc-
tions L, on énonce la conjecture de la formule du produit (conjecture 4.3.5), et on la démontre
pour les F-isocristaux surconvergents de rang 1 (théoréeme 4.3.14), et pour les F-isocristaux sur-
convergents unités finis (théoreme 4.3.15). La cinquieme section traite de la déformation au corps
des normes du facteur epsilon. Enfin dans §5.4, on donne les applications au facteur epsilon d’une
représentation de de Rham.

1.1 Conventions

Soient GG un groupe, A un anneau commutatif, M un A-module. Supposons que G agit a gauche
sur A par des automorphismes d’anneaux. On dira que M est muni d’une action semi-linéaire de
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G ¢'il est muni d’'un homomorphisme p: G — Autz(M) tel que pour tout v € G, a € Aet m € M,

on a p(v)(am) = ~(a)p(7)(m).
Si A est muni d’'un endomorphisme o, on dit qu'un homomorphisme de groupes f: M — N est
un morphisme o-linéaire si pour tout m € M et a € A, on a f(am) = o(a)f(m).

2. Constantes locales des représentations de Weil-Deligne

2.1 On désigne par K un corps de valuation discrete complet. On note Ok ’anneau de valuation
de K, my son idéal maximal et k son corps résiduel qu'on suppose fini de cardinal ¢ = pf. On
note v la valuation de K normalisée par vi(K*) = Z, et | x| x = ¢~V la valeur absolue d’un
élément = de K.

Soient K*°P une cloture séparable de K, kP le corps résiduel de K*P (qui est une cloture
séparable de k), Gk (respectivement Gy) le groupe de Galois de K sur K (respectivement kP
sur k) et Ik le groupe d’inertie de K. On note o le Frobenius absolu de £°P, défini par o(z) = 2P.
L’automorphisme F* = ¢~ est un générateur topologique de Gy, qui I'identifie a Z, et induit ainsi
un homomorphisme v : G — Z. On appelle groupe de Weil de K*P sur K et on note W le sous-
groupe de G image inverse de Z par v. Cette définition ne dépend pas du générateur topologique
de G}, choisi. On appellera Frobenius géométrique tout élément de Wi qui releve F*.

Pour toute extension finie L de K, Wy, est un sous-groupe d’indice fini de W ; si de plus L/K
est galoisienne, alors Wy, est distingué dans Wy et le quotient s’identifie au groupe de Galois de L
sur K.

2.2 Soit C un corps de caractéristique 0. On dit qu’'une représentation de Wy dans un C-espace
vectoriel de dimension finie est une représentation de Weil si elle est triviale sur un sous-groupe
ouvert de Ix. On notera Rep(Wk ) la catégorie abélienne des C-représentations de Weil de K.

Une C-représentation de Weil-Deligne de K est la donnée d’une représentation de Weil (V p)
de K, munie d’une application C-linéaire N: V' — V nilpotente, telle que, pour tout w dans Wy,
on ait p(w)Np(w) ™' = ¢“®N. On note Reps(WDg) la catégorie des C-représentations de Weil -
Deligne de K, les morphismes étant les applications linéaires qui commutent aux actions de Wy
et N.

Une C-représentation de Weil de K est une représentation de Weil-Deligne en prenant N = 0.
On identifie ainsi Rep (W) a une sous-catégorie strictement pleine de Rep(WDk ). Le foncteur
(V,p, N) — (Ker N, p|ker v); de Repo (WD) dans Repe (Wi ), est un adjoint a droite de I'inclusion
et aussi un quasi-inverse a gauche.

La proposition suivante est bien connue, cf. [Lau87, preuve de la proposition 3.2.1.7] et [Mar06,
partie 2, proposition 1.1.3].

PROPOSITION 2.3. Supposons C' algébriquement clos et soit (V, p) une C-représentation irréductible
de Weil de K. Alors il existe un caractére non ramifié x: W — C* et une C-représentation (V, p') de
Wi qui se factorise par un quotient fini, tels que p = p' ® x.

2.4 La théorie du corps de classe local fournit un isomorphisme, dit de réciprocité, entre le plus
grand quotient abélien Wf(b de Wg et K*, normalisé de sorte que la classe d’un Frobenius géo-
métrique corresponde a une uniformisante de K. On note rx: W — K* 'homomorphisme obtenu
en composant la projection canonique de Wy sur Wf(b avec l'isomorphisme de réciprocité. Se donner
une C-représentation de Weil de K de rang 1 revient a se donner un homomorphisme localement con-
stant K* — C™. Un tel homomorphisme est classiquement appelé quasi-caractére. Il est dit non ram-
ifié s’il est trivial sur O} ; il correspond alors a une C-représentation de Weil non-ramifiée de rang 1.
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2.5 Soit I' un groupe commutatif. On note I', (respectivement I'p) le sous-groupe de I' des
éléments d’ordre p (respectivement une puissance de p). On appelle caractére additif de K a valeurs
dans T' un homomorphisme localement constant du groupe additif de K dans I', K étant muni de
la topologie induite par la valuation vi. Un tel homomorphisme se factorise par I'p (en fait par
I') si K est de caractéristique p). On s’intéresse surtout aux cas I' = Q,/Z, et I' = C*. Dans le
second cas, on notera fip~(C) = I'pee et p,(C) =Ty, On note Hom, (K, I") le groupe des caracteres
additifs de K a valeurs dans T'.

Soit ¢ un caractere additif non-trivial de K a valeurs dans I'. On appelle codifférente de v et
on note D(1p) "', Tidéal fractionnaire de K défini par D(v) ' = {z € K | Vy € Ok, ¥(zy) = 1}.
L’inverse de la codifférente, noté D(1)), est appelé différente ; on étend cette définition en posant
D(1k) = (0), ou 1k est le caractere trivial. On appelle ordre de 1) et on note d(v), la valuation de
la différente d(v)) = v (D(¢)) = sup{n € Z | (m") = 1}.

L’action de K sur lui méme par multiplication induit une action de K sur Hom.(K,I') qui en
fait un K -espace vectoriel.

PROPOSITION 2.6 [Tat67, Lemma 2.2.1]. La dimension de Hom.(K,Q,/Z,) sur K est égale a 1.
La dimension de Hom.(K,C*) sur K est inférieure ou égale a 1 ; si C' est algébriquement clos, elle
vaut 1.

2.7 Supposons K de caractéristique p. Il existe alors un homomorphisme canonique k — O inverse
a gauche de ’homomorphisme de reduction O — k. On désigne par Q}{ Ik I’espace vectoriel des

différentielles de K/k, et par d: K — Q}{ i la dérivation canonique. Observons que Q}{ /i €st un
K-espace vectoriel de dimension 1 car k est parfait.

Il existe un homomorphisme canonique, Og-linéaire, Resy,: Q% e k, appelé résidu, défini par
la propriété suivante : pour toute uniformisante = de K et tout entier m, Resy(7™dn) = 6,,,—1, ol
Om,—1 est le symbole de Kronecker.

Il existe une application canonique, notée abusivement vy : Q}( e Z U {+oc}, définie par la
propriété suivante: pour tout a € K et toute uniformisante m de K, vk (adm) = vk (a).

On observe que tout caractere additif K — Q,/Z, se factorise par le sous-groupe %Zp /Zy de
Qp/Zyp, qui est canoniquement isomorphe a I,

LEMME 2.8 [Lau87, remarque 3.1.3.6]. Supposons K de caractéristique p. L’application de Q}(/k dans
Hom.(K,Fy), qui a w associe le caractere additif 1,,: x — try,/r, (Resk(zw)), est un isomorphisme.
L’ordre de v, est égal a vi(w).

2.9 Soit ¢: K — C* un caractere additif non-trivial d’ordre d. Par la proposition 2.6, ’homo-
morphisme

®(¢): K — Hom(K,C™),

qui a n associe le caractére x +— ¢(nz) est un isomorphisme. Sin € K, alors d(®(¢)(n)) = d+vi(n).
Donc ®(¢) envoie Oy dans le sous-groupe Hom (K /m %, C*) de Hom, (K, C*). On note abusivement
cette restriction

®(p): Ox — Hom (K /mz? C*).

On vérifie facilement que c’est un isomorphisme. Pour tout n < —d, ’homomorphisme composé de
®(¢) avec la restriction res,: Hom (K /m;{d, C*) — Hom(m}; /m;{d, C*) a pour noyau

Ker(res, o ®(¢)) = {n € Og | p(mmy) = 1} = m"D(¢) ' = m "%
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On obtient ainsi un monomorphisme
D, (0): OK/m[_{"_d — Hom(m?(/m;{d, c™)
entre groupes de méme ordre, donc un isomorphisme. Pour résumer, on a le diagramme suivant.
K Ok Ok /m;{”_d
() |2 <1>(¢)ll <I’n(¢)l2

resy,

Hom, (K, C*) <—Hom (K /m %, C*) =% Hom (m”. /m %, C*)

2.10 Soit (V,p) une C-représentation de Weil de Wi . On note sw(V') (respectivement ar(V)) le
conducteur de Swan (respectivement Artin) de la restriction de p & I (cf. [Ser67, §19]). Si F* est
un Frobenius géométrique de W, on pose,

L(V,t) = dete(1 — tp(F*) | V<) e C[t].

Cette série formelle ne dépend évidemment pas du Frobenius choisi.

2.11 Soit g une mesure de Haar sur K a valeurs dans C (cf. [Del73, §6.1]). Pour tout z,y € K,
on a pu(r +yOx) = ||yl x1(Ok). Donc p est déterminé par pu(Ok ), et si p’ est une mesure de Haar
sur K, il existe a € C*, tel que i/ = apu.

DEFINITION 2.12 [Del73, §3.4.3]. Soient x: K* — C* un quasi-caractere, ¢: K — C* un caractere
additif non-trivial, ;1 une mesure de Haar sur K a valeurs dans C' et 7 une uniformisante de K. On
appelle facteur epsilon de (x, v, p) Pélément de C* défini par

X(W)d(w)qd(w),u(OK) si x est non-ramifié ;

e(X; ¥, p) =
/ X u si x est ramifié.

Cela ne dépend pas du choix de 'uniformisante 7.

2.13 Pour une catégorie abélienne A, on notera Gr(A) son groupe de Grothendieck. Pour tout
objet V de A, on notera [V] la classe de V' dans Gr(A). On appelle C-représentation virtuelle de
Weil de K un élément de Gr(Reps(Wk)).

THEOREME 2.14 [Del73, théoreme 4.1]. Soient ¢: K — C* un caractére additif non-trivial et y une
mesure de Haar sur K a valeurs dans C. Il existe un unique homomorphisme

e(+. ¢, ) Gr(Repe(Wk)) — C*
vérifiant les conditions suivantes :
(1) pour tout a € C* et toute C-représentation virtuelle de Weil X de K, on a
e\, ap) = a™Ae(N, 9, ) ;

(2) pour toute extension séparable finie L de K contenue dans K*°P, pour toute C-représentation
virtuelle de Weil A de L de rang 0, on a

E(Indmw,f A, ) =e(N o tl‘L/KaN)a

ou try i désigne la trace de L a K et Ind%f A la C-représentation virtuelle de Weil de K
induite par \ ;

(3) si V est de rang 1, de quasi-caractere associé x: K* — C*, alors e([V],9, ) est la constante
e(x, v, 1) définie dans définition 2.12.
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Remarque 2.15. (i) Dans [Del73, théoreme 4.1], le corps C est supposé algébriquement clos. On
montre immédiatement par descente galoisienne que cette hypothese est superflue (cf. aussi [Del73,
théoreme 6.5)).

(ii) Si A est de dimension zéro, e(\, v, 1) ne dépend pas de p en vertu de (1) ; on le notera (A, 1)).
Pour V' € Rep(Wk ), on notera simplement £(V, 1, 1) au lieu de e([V], ¢, u) et on appellera facteur
epsilon de la C-représentation de Weil V.

2.16 Soit (V,p, N) une C-représentation de Weil-Deligne de K. On note abusivement par V la
C-représentation de Weil-Deligne (V, p, N) et par V° la C-représentation de Weil (V, p). Soit F* un
Frobenius géométrique de Wiy . On définit les conducteurs d’Artin et de Swan de V par les formules
[Del73, (8.12.1)] :

ar(V) = sw(V°) + dime V — dime (Ker N/

sw(V) =sw(V°).

On appelle fonction L de V' et on note L(V,t), la série formelle définie par [Del73, (8.12.2)]

L(V,t) = det(1 — tp(F*) | (Ker NY%) "' e O[]

Pour un caractere additif non-trivial ¢: K — C* et  une mesure de Haar sur K a valeurs dans C,
on pose [Del73, §§5.1 et 8.12]

e(V, b, 1) = e(V°, 4, ) deto(—p(F*) | (VI /(Ker N)'X)).
On définit aussi le facteur epsilon modifié par la formule [Del73, (8.12.4)
co(V b, 1) = (V, 4, ) dete (—p(F*) | (Ker N)'%

Ces définitions ne dépendent pas du choix du Frobenius géométrique Lorsque N = 0, elles
coincident avec les définitions données plus haut pour une représentation de Weil, cf. §§2.2 et 2.10
et le théoreme 2.14.

]
).
F*.

2.17 On pose Uk (0) = Oj et pour tout entier n > 0, Ug(n) = 1+ mj. Soit x: K* — C* un
quasi-caracteére. On note ar(x) le plus petit entier naturel tel que Uk (ar(yx)) C Kery ; c’est le
conducteur d’Artin de la C-représentation de Weil de rang 1 associée a .

Soient y: K* — C* un quasi-caractere et ¢: K — C* un caractere additif non-trivial. On note
c la partie entiere de ar(y)/2 et ¢t = ar(x) — ¢ > c. Pour tout y,z € K tels que vig(y) > c¢' et
vi(z) = ¢t on vérifie facilement que x(1+y + 2) = x(1 4+ y)x(1 + 2), cf. [Del73, lemme 4.16]. On
en déduit un homomorphisme
X: m?/m%(X) — C
cl(y) — x(1 + ).

On vérifie par §2.9 (cf. [Del73, lemme 4.16]) qu’il existe un élément a € K* tel que :

Vy € K | 2vk(y) = ar(x), x(1+y)=v(ay). (2.17.1)

On appelle un élément a € K* satisfaisant (2.17.1) une ¢-jauge de x. On vérifie que vi(a) =
—ar(x) — d(¢), que sa classe dans K*/Uk(c) est uniquement déterminée et que tout élément de
cette classe est une -jauge.

PRroOPOSITION 2.18 [DHS81, §1.2]. Soient x: K* — C* un quasi-caractére, 1: K — C* un caractére
additif non-trivial et a une ¥-jauge de x. On note 1k le quasi-caractére trivial de K.
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(1) Siar(yx) = 2c est pair, on a

(2) Siar(x)=2c+ 1 est impair, on a

e([x] — 1k, %) = ¢ 3 Y(ap)

BeUK (c)/Uk (c+1)

ot 3 est un relévement de 3 dans Uk (c).

PROPOSITION 2.19 [Del73, §5, (5.4) et (5.5.3)]. Soient V une C-représentation de Weil de K,
1¥: K — C* un caractére additif non-trivial et y une mesure de Haar sur K a valeurs dans C.

(1) Pour tout a € K*,
e(Vyi(a-), p) = det V(a)g D™ Ve(V, 9, p),
eo(V,(a), ) = det V(a)g™ @ Veo (V. gy, ),
ot det V' (a) désigne la valeur en a du quasi-caractére associé a det'V.

(2) Si (W, p) est une C-représentation de Weil de K non ramifiée, alors
e(V @ W1, p) = det p(FrVITAD MYy (7 4y dim W
co(V @ W, b, ) = det p(F** (V)@ dimVy Jqy ),y dim W
ou F* est un Frobenius géométrique de Wy . En particulier,
e(W, 0, 1) = det p(F*4W))gd@)dmW (), dim W
eo(W, 4, 1) = det p(F*AUO+1y(—1)dimW (d(@) dimW ) ydim W

3. F-isocristaux sur un corps local

3.0.1 Dans cette section, K désigne un corps de valuation discrete, complet de caractéristique
p > 0, & corps résiduel k parfait. A partir de §3.4, on supposera k fini de cardinal ¢ = p/. On
reprend les notations de §2.1. On fixe une uniformisante de K, ce qui détermine un isomorphisme
Ok = k[T]. Par extension finie séparable de K, on sous-entend une extension finie contenue dans
K*°P. Pour une telle extension L, on notera Op son anneau d’entiers, kj, (respectivement mp) le
corps résiduel (respectivement 'idéal maximal) de Of, et G, le groupe de Galois de K* sur L.

3.0.2 Soient h > 1 un entier tel que k contienne un sous-corps de cardinal' p" qu’on note F, et
A une extension finie de Q, de corps résiduel F. On note W (k) I'anneau des vecteurs de Witt de k
et on pose C' = A @y ) W(k). C’est un corps de valuation discréte complet de corps résiduel k. On
note O¢ (respectivement m¢) 'anneau des entiers de C' (respectivement 'idéal maximal de O¢),
ve la valuation de C' normalisée par v (C*) = Z et ||z = p~"¢®) 1a valeur absolue d’un élément
x € C. On munit C' de 'endomorphisme o¢ = Idy ® o”, olt o est 'endomorphisme de Frobenius
de W(k). Le sous-corps de C fixé par o¢ est A. On dit que o¢ est un Frobenius d’ordre h de C.
Soit 7 une uniformisante de A, donc 7 est une uniformisante de C' telle que oc(m) = 7. On pose
e=1[C:FrW(k)] = [A: Fr W(IF)]. Les corps C et A apparaitront dans la suite comme des corps de
coefficients.

1 est usuel de poser ¢ = p". Nous n’utilisons pas cette notation pour éviter toute confusion avec le cardinal de k
dans le cas ou ce dernier est fini.
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3.1 Modules de Deligne

3.1.1 Un ¢-module sur C est un C-espace vectoriel de dimension finie M muni d’une application
oc-linéaire injective ¢p: M — M. Comme M est de dimension finie et ¢ est un isomorphisme, ¢
est un isomorphisme oc-linéaire, qu’on appelle Frobenius de M. Un morphisme de ¢-modules sur
C' est une application linéaire commutant aux Frobenius. On désigne par ®M (C') la catégorie des
w-modules sur C.

Un (¢, N)-module sur C' est un p-module M sur C, muni d’un endomorphisme N du C-espace
vectoriel sous-jacent & M, tel que Nop = p"poN. Comme M est de dimension finie, N est nilpotent.
On appellera N Uopérateur de monodromie de M. Un morphisme de (¢, N)-modules sur C' est un
morphisme de p-modules commutant aux opérateurs de monodromie. On désigne par ®PM o, (C) la
catégorie des (¢, N)-modules sur C.

3.1.2 Soit L une extension finie séparable de K. On note C, 'extension finie non-ramifiée de
C' de corps résiduel kz. Elle est unique & isomorphisme unique pres. En fait C est isomorphe a
C ®w) W(kr), car C et Fr W(kg) sont linéairement disjoints sur Fr W(k). On pose C™" = lim Cf,
ou la limite est prise sur toutes les extensions L/K finies et séparables contenues dans K*°P. On note
C™ le complété p-adique de C™, il s’identifie & C @w (k) W(,k*P). On munit C™ de laction de Gy
produit tensoriel de I'action triviale sur C' et de 'action naturelle sur W (k%) via G — Gal(k*P /k).
Le groupe de cohomologie H. . (Gal(k5P /k), W (k*°P)) est trivial, cf. [Ser68b, Lemma, p. I11-33]. On

con
en déduit que le sous-corps de C™ fixé par Gy, est Cr. Le Frobenius o¢ de C s’étend de facon unique

a C™ et par continuité a C™ ; on le note encore o¢.

DEFINITION 3.1.3 [Fon94b, §1]. (1) Un C™-module de Deligne de K est la donnée d’un C™-espace
vectoriel V' de dimension finie muni des structures suivantes :

(i) une action semi-linéaire continue de G triviale sur un sous-groupe ouvert de I ;
(ii) un endomorphisme N: V' — V nilpotent et équivariant ;
(iii) une application oc-linéaire p: V' — V injective et équivariante telle que
Nop = phgp oN.
(2) Un C™-module de Deligne de K est la donnée d'un C™-espace vectoriel V' de dimension

finie muni des structures suivantes :

(i) une action semi-linéaire discrete de G, i.e. telle que le stabilisateur de tout élément de V' soit
ouvert dans G ;

(ii) un endomorphisme N: V' — V nilpotent et équivariant ;
(iii) une application oc-linéaire ¢: V' — V injective et équivariante telle que
Nop=p"poN.

(3) Soit L une extension finie galoisienne de K. Un Cr-module de Deligne de K est la donnée
d’un C'z-espace vectoriel V' de dimension finie muni des structures suivantes :

(i) une action semi-linéaire de Gal(L/K) ;
(ii) un endomorphisme N: V' — V nilpotent et équivariant ;
(iii) une application oc-linéaire p: V' — V injective et équivariante telle que
Nog=plpoN.

Dans chacun de ces cas, on appelle N (respectivement @) ’opérateur de monodromie (respec-
tivement le Frobenius) de V.
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Un morphisme de modules de Deligne de K est une application linéaire équivariante qui com-
mute aux Frobenius et aux opérateurs de monodromie. On note Delc, (Gal(L/K)) la catégorie des
Cr-modules de Deligne de K, Delgnr (Gg) la catégorie des C™-modules de Deligne de K, et de
méme pour C™. On vérifie aisément que ces catégories sont abéliennes et A-linéaires.

Remarque 3.1.4. Fontaine a introduit les modules de Deligne pour un corps local K d’inégale
caractéristique [Fon94b, §1]. Il appelle (¢, N, Gk )-modules les C™-modules de Deligne de K et
p-modules de Deligne les C™_modules de Deligne de K. On uniformise ici la nomenclature en raison
du role similaire que ces objets joueront dans la suite.

Ezemple 3.1.5. On note C™(1) le C™-module de Deligne (C™, 7 "¢¢,0) de K. Pour tout C™-
module de Deligne (V; ¢, N) et tout entier n, on note V'(n) le C™"-module de Deligne (V, amehy N).
De méme pour les C™-modules (respectivement C7-modules) de Deligne de K.

3.1.6 Soient L une extension galoisienne finie de K, C™ P'un des corps C™ ou O™, 1’extension
des scalaires V +— V ®¢, C™ induit un foncteur

~®¢, C™: Delg, (Gal(L/K)) — Delg,. (Gk)

définit comme suit: soit (V, ¢y, Ny) € Dele, (Gal(L/K)), on muni W = V®¢, C™ de lopérateur de

monodromie Ny = Ny ®Id, du Frobenius gy = ¢y ®4, 0c et de I'action semi-linéaire diagonale de
~ ~ G

Gk . On vérifie facilement que (W, oy, Nyy) est un C™-module de Deligne de K. Comme (C™) " =

Cr, ce foncteur est pleinement fidele.

De fagon analogue, l'extension des scalaires de C™ a C™ induit un foncteur de complétion
[Fon94b, §1.2.1]

Co: Delgn: (G ) — Delga,. (Gk).

PROPOSITION 3.1.7 [Fon94b, proposition 1.2.2]. (1) Soient C™ I'un des corps C™ ou 6nr, V un
C™_module de Deligne de K. Il existe une extension galoisienne finie L/K et un Cp-module de
Deligne W de K, tel que W ®¢, C™ =~ V. On dit que V est trivialisé par L et que W est une
descente de V' a L.

(2) Le foncteur Co est une équivalence de catégories. Un quasi-inverse est donné par
Déco: Delz,, (Gx) — Delen (G ),

ou, pour tout C™_module de Deligne V', Déco(V') est le sous-ensemble de V' formé des éléments de
stabilisateur ouvert.

Démonstration. La démonstration est la méme qu’en inégales caractéristiques. Il suffit de calquer
la preuve de [Fon94b, proposition 1.2.2]. O

3.1.8 Soient C™ I'un des corps C™ ou O™ et V un C™-module de Deligne de K. Par hypothese,
l'action de Ix sur V est linéaire et se factorise par un quotient fini. On peut donc définir son
conducteur et ses pentes de Swan, cf. [Kat88, ch. 1, définitions 1.2 et 1.6] ; ces définitions ne
dépendent pas du quotient choisi. On appelle ces invariants le conducteur et les pentes de Swan de
V' ; on note le premier sw(V).

3.2 (¢,V)-modules
3.2.1 Pour tout nombre rationnel 0 < p < 1, on pose

A1) = { St

nez

Vn € Z,a, € OVp' € [p,1], lim |a,|lp" = 0}
n—=+o0o
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Panneau des séries convergentes sur la couronne [p, 1] a coefficients dans C. C’est une C-algebre
topologique qui est un espace de Fréchet pour la topologie donnée par la famille des normes
1> _nez anT”Hp/ = sup,,ez ||an|[p™, pour p < p’ < 1. On l'appelle anneau des fonctions analytiques
sur la couronne [p, 1[. On appelle anneau de Robba, et on note R, la réunion des A([p, 1[) pour p dans
un voisinage (a gauche) de 1. C’est une C-algebre topologique pour la topologie limite inductive.

On pose

g = {ZanT" eER ' 3b € R tel que Vn € Z, ||a,|| < b}.
nez

C’est un corps dit corps des fonctions surconvergentes bornées. Il est muni de la valuation discrete
donnée par vi(D,,cz anT") = min,ez ve(a,). On note ||-[|; = p~"10) 1a norme associée a vy, dite
norme de Gauss. L’anneau des entiers Ogt de £ est hensélien. Son corps résiduel est canoniquement
isomorphe & k((T)), donc & K par l'isomorphisme K = k(7)) fixé dans §3.0.1. L’anneau Og+ est une
Oc[T][T~-algebre et s’identifie & un sous-anneau du complété de Oc[T][T~!] pour la topologie
(me)-adique.

On appelle Frobenius d’ordre h de £ un relevement oc-linéaire et continu & Ot du Frobenius

oz 2" de K. Un tel homomorphisme se prolonge évidemment de facon unique a £'. Tout
Frobenius de £f se prolonge de facon unique en un endomorphisme continu de R, cf. Mat02, §2.2] ;
on I'appelle Frobenius de R. Dans la suite, on fixe un Frobenius ogt d’ordre h de £ . on notera o
son prolongement a R.

Pour A un des anneaux R ou £, on note Q}L‘ e le A-module des différentielles continues de A
surC,d: A — 6}4 e, la dérivation canonique. Par construction C' s’identifie au corps des constantes
Ker(d) de A. Par universalité, il existe un morphisme o 4-linéaire, noté encore o 4: 62114 e 62114 e

qui rend commutatif le diagramme suivant.

A—1s Q,lal/c

|7

A—1s Q,lal/c

A

Par la définition de Frobenius, la série o (T)/TP" appartient a 1 -+ mcQOgi. Donc la série
log(or(T)/ Tph) appartient & Ogi. Soit R[X| Panneau des polynoémes en une variable & coefficients
dans R. On prolonge og et d: R — ﬁ%z /¢ en un homomorphisme d’anneaux o : R[X] — R[X] et
une C-dérivation d: R[X] — R[X]| ®r (AZ%Q/C, en posant

or(T)
or(X) = "X +log =52,
dr
dX = —.
T

Dans la suite, on désignera par log T" la variable X. On appelle monodromie de R[log T}, et on note
N: Rllog T] — R[log T], la R-dérivation qui envoie log7T en 1. On a Nog = p"or N. On définit, de
fagon analogue, un anneau ST[log T] muni d’un Frobenius, d'un opérateur de monodromie, et une
dérivation d: EM[log T] — ET[log T] @+ QéT/C‘
3.2.2 Soit L une extension finie séparable de K. Comme Og; est hensélien de corps résiduel

K, il existe une extension finie, séparable et non-ramifiée £F (L) de E' de corps résiduel L ; elle est
unique & isomorphisme unique pres. L’injection canonique ky — L détermine un homomorphisme
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W (k) — ET(L) qui rend commutatif le diagramme suivant.

W (kp)—— £T(L)

W(k)— &t

On obtient donc une injection Cf, — &7 (L) fonctorielle en L, qui prolonge celle de C' dans AR

On pose R(L) = R ®¢t ET(L) ; c’est une extension étale finie de R, donc ﬁ’}z(L)/CL =R(L) ®r
(Al%z Jc- Comme ET est hensélien, les Frobenius o¢t et o s’étendent de facon unique & E7(L) et R(L)
respectivement, cf. [Mat02, §2.2].

On pose M = h_H)l et (L), ou la limite est prise sur les extensions finies séparables de K. Suivant
les notations de [Cre06], on pose

By = lim R(L) et B=ByllogT]
L/K

ou la limite est prise sur les extensions finies séparables de K. On appelle B 'anneau des hyperfonc-
tions. Par construction, les anneaux £, By et B sont des C™-algebres. On a

Q%SO/CM == }%}IH( Q%(L)/CL = B() dT,

et de méme pour M. On définit une C™-dérivation d: B — B ®B, Q%ﬁo Jcnr €1 posant dlogT =
dT/T.

DEFINITION 3.2.3. Un (¢, V)-module sur R est la donnée d’un triplet (M, V,¢) ot :

(i) M est un R-module libre de rang fini ;
(i) V: M - M ®g ﬁ’}z/o est une connexion ;

(iii) ¢: M — M est un Frobenius horizontal, c’est-a-dire une application og-linéaire telle que ¢ (M)
engendre M sur R et telle que le diagramme suivant commute.

MLM®R§%2/C

M—V>M®R§,}2/C

On note ®M (R) la catégorie des (¢, V)-modules sur R, les morphismes étant les applications
linéaires horizontales commutant aux Frobenius. On notera abusivement M au lieu de (M, V, ).

3.2.4 On définit de méme qu’en définition 3.2.3, les notions de (¢, V)-module sur &Y, ou sur
ET(L), ou sur R(L) (pour une extension séparable finie L de K ), ou sur By (voir §3.2.2). On notera
respectivement ®M (ET), ®M (ET(L)), ®M(R(L)) et ®M (By) les catégories des (¢, V)-modules sur

ces anneaux.

On appelle aussi ®M (£7) (respectivement ®M (R)) la catégorie des F-isocristaux surconvergents
(respectivement analytiques) sur Spec(K)|C.

DEFINITION 3.2.5. Un (¢, V, N)-module sur R[logT] est la donnée du quadruplet (M,V,p, Nj)
ou :

(i) M est un R[log T]-module libre de rang fini ;
(ii)) V: M - M ®g (Al%z/c est une connexion ;
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(iii) ¢: M — M est un Frobenius horizontal, c’est-a-dire une application og-linéaire telle que ¢ (M)
engendre M sur R[logT] et telle que le diagramme suivant commute.

M—V>M®R§,}2/C

© l<ﬂ®072
M V. M @ Q%Q/C

(iv) Nas: M — M est une N-dérivation de M (i.e. une application additive telle que, pour tout
m e M, a € RllogT], on a Njy;(am) = N(a)m + aNyr(m)), qui soit horizontale et telle que

NMogp:phgooNM.
On appelle Ny Vopérateur de monodromie de M. On note ®M(R[logT]) la catégorie des
(¢, V, N)-modules sur R[logT], les morphismes étant les applications linéaires horizontales com-

mutant aux Frobenius et aux opérateurs de monodromie. On notera abusivement M au lieu de
(Mv va 2 NM)

3.2.6 On définit de méme qu’en définition 3.2.5, les notions de (¢, V, N')-modules sur €[log T7,
ou sur ET(L)[log T], ou sur R(L)[log T| (pour une extension séparable finie L de K), ou sur B (voir
§3.2.2). On notera respectivement ®M (ET[log T]), ®M (ET(L)[log T]), ®M (R(L)[log T]) et ®M (B)
les catégories des (¢, V, N)-modules sur ces anneaux.

3.2.7 On donne dans ce numéro une variante équivariante de la définition §3.2.6, qui sera cru-
ciale pour la classification des (¢, V)-modules sur R. Soient L/K une extension galoisienne finie,
(M, p,V,Ny) un (¢, V, N)-module sur R(L)[log T|. Une donnée de descente sur M est la donnée
d’une action semi-linéaire p de Gal(L/K) sur M, commutant & ¢ et a Njs et qui soit horizontale
au sens semi-linéaire, c’est-a-dire que pour tout v dans Gal(L/K), le diagramme suivant commute

. .
M —— M ®r(r) U (1y/0,
p(v)l lp(v)wy
. .
M —— M ®r(r) Q1y/c,

ou v: ﬁ’}z( Lyjcn f\l,}z( L)/Cy est l'application ~-linéaire induite par universalité de Iaction de
sur R(L). On note ®M (R(L)[logT])qs la catégorie des (¢, V, N)-modules sur R(L)[logT] muni
d’une donnée de descente, les morphismes étant les morphismes de (¢, V, N)-modules qui sont

équivariants par rapport aux données de descente. De méme, on définit, mutatis mutandis, les
catégories ®M (ET(L)[log T))gs et ®M (B) gs.

3.2.8 On résume dans le tableau suivant les anneaux introduits avec leurs opérateur de mono-
dromie et leurs corps des constantes :

Anneau N Kerd
R ou EF 0 C
R(L) ou £1(L) 0 Cr,

Rllog T] ou ET[log T N#0 C
R(L)[logT] ou EN(L)[logT] N#0 Cf
Bo 0 o

B N#0 O™
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3.2.9 Soit M un (g, V)-module sur R. On note MV le C-espace vectoriel Ker V des sections
horizontales de M. On montre facilement que la dimension sur C' de MV est inférieure ou égale au
rang de M et cet espace hérite de M d’une structure de p-module sur C, cf. §3.1.1. Ceci définit un
foncteur additif et exact a gauche

(=)V: ®M(R) — &M (C) (3.2.9.1)
(M, V,p) — (MY, ).
De méme, on a
(=)V: ®M(R(L)) — ®M(Cy) (3.2.9.2)
(—)V: dM (By) — OM(C™). (3.2.9.3)

3.2.10 Soit M un (¢, V, N)-module sur R[log T]. De fagon analogue a §3.2.9, le C-espace vec-
toriel MY des sections horizontales de M hérite d’une structure de (¢, N)-module. On en déduit
un foncteur additif, exact a gauche,

(—)V: @M (R[log T]) — ®M)0g(C). (3.2.10.1)
On montre que pour tout (p, V, N)-module M sur R[log T], la dimension de M"Y sur C est inférieure
ou égale au rang de M sur Rl[log T].
De méme, on a
(—)V: @M (R(L)[log T]) — ®M164(CL) (3.2.10.2)
(—=)V: M (B) — BM e (C™). (3.2.10.3)

3.2.11 Un (¢, V)-module sur R est dit R-soluble s’il admet une base de sections horizontales.
Pour un tel module M, linclusion de MV dans M induit par linéarisation un isomorphisme de
(¢, V)-modules

MY @cR — M ; (3.2.11.1)

en particulier, on a dime MY = rg M. On note ®M(R)*' la sous-catégorie pleine de ®M(R) des
modules R-solubles. La restriction du foncteur (3.2.9.1) des sections horizontales & ®M (R)*! est
une équivalence de catégories dont un quasi-inverse est :

—®c R: ®M(C) — ®M(R)* (3.2.11.2)
(Mvso) — (M ®c R) Idy ® daSO ®UC JR)-

Ezemple 3.2.12. On note R(1) le (¢, V)-module R-soluble (R,7 "or,dr). Pour tout (¢, V)-
module (M, ¢, V) et tout entier n, on note M(n) le (¢, V)-module (M, 7"y, V).

3.2.13 On dit quun (¢, V)-module M sur R est unipotent si M est une extension itérée de
(¢, V)-modules R-solubles. On dit qu'un (¢, V)-module M sur R est quasi-unipotent s’il existe
une extension galoisienne finie L/K telle que M ®% R (L) soit unipotent comme (p, V)-module sur
R(L). On vérifie que :

(1) M est unipotent si et seulement si rg(M) = dime (M @5 RllogT])" ;
(2) M est quasi-unipotent si et seulement si rg(M) = dimenr (M @g B)Y.

THEOREME 3.2.14 (Monodromie p-adique [And02, Ked04, Meb02]). Tout (¢, V)-module sur R est
quasi-unipotent.
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3.2.15 Soit L/K une extension galoisienne finie. Le foncteur des sections horizontales (3.2.10.2)
induit un foncteur :

(—)Y: @M (R(L)[log T)as — Delc, (Gal(L/K)) (3.2.15.1)
(M, ©,V, Nus; p) — (MY, 0, Nyt ar's pare)-
De méme, (3.2.10.3) induit un foncteur :

(—)V: @M (B)as — Delenr (G)- (3.2.15.2)

3.2.16 On a un foncteur d’extension des scalaires :
—Qr B: ®M(R) — ®M (B)gs (3.2.16.1)
qui envoie (M, V,¢) sur le quintuplet
(M @R B,¢ @y 05,V @1d +1d @ d,Idy; @ N;1dy @ p).

Soit (M,V,p, Naip) € ®M(B)gs. D’apres la définition de B, on a (Ker N)°5 = R et donc
(Ker N M)GK est un R-module. 11 hérite de M d’une connexion et d'un Frobenius. S’il est projectif
et de type fini sur R, il est libre et appartient donc & ®M(R). Dans ce cas, on pose

Desg r (M) = ((Ker Nap) 9, V, ). (3.2.16.2)

De la méme fagon, pour toute extension galoisienne finie L de K, on a
—@Rr R(L): PM(R) — ®PM(R(L)[log T)gs (3.2.16.3)
qui envoie (M, V,¢) sur le quintuplet
(M @r R(L)[log T), ¢ ®op or, V@ 1d +1d @ d,Idps @ N;1dps @ p).
Soit (M, V, ¢, Nar; p) € PM(R(L)[log T])4s. Si le R-module (Ker NM)Gal(L/K) est projectif de type
fini, on pose
Desg (1) 1og 71/ (M) = (Ker Nyp) S E) v o) € @M(R). (3.2.16.4)

LEMME 3.2.17. (1) Les foncteurs (3.2.16.1) et (3.2.16.3) sont pleinement fidéles.

(2) Pour tout M € ®M(R), le (¢,V)-module Desg/r(M @ B) est défini et canoniquement
isomorphe a M.

(3) Pour tout extension finie et séparable L de K et tout objet M de ®M(R), on a
DesR(L) [log T]/R(M ROR R(L) [log T]) =~ M.

Démonstration. 11 est évident que ces foncteurs sont fideles. Soient M un (¢, V)-module sur R,
et M = M ®g B l'image de M par (3.2.16.1). II est clair que Desg/r(M ®r B) est défini et
canoniquement isomorphe a M. Comme les morphismes dans ®M(B)gs sont compatibles a la
monodromie et aux données de descente, le foncteur (3.2.16.1) est plein. Idem pour (3.2.16.3) et
Desr(L)1og 71/ (M @& R(L)[log T7). [

3.2.18 On note S le foncteur composé :

(3.2.16.1) (3.2.15.2)
—

S: OM(R) OM (B)gs ==L Delcnr (). (3.2.18.1)

Il résulte du théoréeme de monodromie p-adique (théoreme 3.2.14) que pour tout M € PM(R), la
dimension de S(M) est égale au rang de M.
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Pour une extension galoisienne finie L de K, on note ®M (R), la sous-catégorie pleine de M (R)
des modules qui sont unipotents sur R(L). On note Sy, le foncteur composé :

(3.2.16.3) (3.2.15.1)

Sp: ®M(R)p, ®M (R(L)[log T])as ——— Del¢, (Gal(L/K)). (3.2.18.2)

Par construction, pour tout M € ®M (R), la dimension de Sy, (M) est égale au rang de M. Soit M €
®M(R). L'inclusion Sp(M) C S(M) induit par linéarisation un monomorphisme de C™-modules
de Deligne

SL(M) Rcy, c" — S(M)

qui est un isomorphisme puisque les deux membres ont méme dimension. Par suite Sy (M) est une
descente de S(M) a L, cf. proposition 3.1.7. Donc le diagramme de foncteurs

OM (R) Delcnr (G )
T_@)CLCM (3.2.18.3)
MR~ Dele, (Gal(L/K))

commute (& isomorphisme pres). On appelle usuellement S(M) I'espace des cycles proches de M. On
se propose dans la suite de montrer que S et Sy, sont des équivalences de catégories et de construire
des quasi-inverses.
3.2.19 Soit L/K une extension galoisienne finie. On définit d’abord les foncteurs
M : Delenr (G) — @M (E1),
My : Delg, (Gal(L/K)) — ®M (£,

par

—~ nr Vg e G ,9(T) =
VHM(V):{vveV@om‘fT ﬂogT]‘ (szv®ﬁii(13®]\7)(l’):0}’

W s N (W) = {ac €W ®c, E(L)[logT] ‘ \Z]gvvi ;iﬁlﬁﬁ)g%(;i . }

On vérifie facilement que pour tout C'z-module de Deligne W de K, on a M(W ®c, C™) = ML(W)

LEMME 3.2.20. Soient L /K une extension galoisienne finie et (W, Ny, ¢w ) un Cp-module de Deligne
de K.

(1) On arg ML(W) = dimg, W ; donc Mj, est un foncteur exact.
(2) L’inclusion M,(W) C W ®c, ET(L)[log T], induit par linéarisation un morphisme
i: ML(W) @gi EN(L)log T] — W ¢, EHL)[log T) (3.2.20.1)

de ®M (ET(L)[log T)as, qui est en fait un isomorphisme. En particulier, ML(W) est unipotent
sur ET(L).
Démonstration. Pour alléger les notations, on pose G = Gal(L/K) et U = W ®¢, £T(L). Mon-

trons (1). D’abord on définit un isomorphisme de E'-espaces vectoriels f: (W ®c¢, ET(L))G —
My (W), en posant

f(Zvl ®al> ZZ NW 7)1 X o (log!T) ,
l
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ol r est un entier tel que Ny;, = 0. L’application inverse g: Mp(W) — (W ®cy, €T(L))G est induite
par la projection ET(L)[logT] — ET(L) qui envoie logT sur 0. Par construction, on a gf = Id.

i

11 suffit donc de montrer que g est injective. Soit z = Y, v, ® (Z?:o a; (logT')"). Supposons que
g(z) =, v ® ap; = 0. La relation (N ® Id +1d ® N)(x) = 0 équivaut a

D Nw(w)@ay==> v (i+ Doy Vi=0,...,d (3.2.20.2)
l l

Comme ) ;v ® agy = 0, en appliquant Ny ® Id 4+ 1d ® N, on obtient ), Ny (v;) ® ag; = 0. D’ott
Y u®ap; =0, par (3.2.20.2). On en déduit par récurrence que x = 0.
Pour terminer la preuve de (1), il suffit de montrer que dimg (W ®@¢, £7(L))¢ = dimg, W. On

pose n = dimg, W. Comme Gal(ET(L)/£T) = G, 'ensemble pointé de cohomologie non-commutative
HY(G,GL,(ET(L))) est trivial [Ser68a, ch. X, proposition 3] ; donc

dimgs (W ®¢, £N(1))7 = dimer (), (W @c, 1(L)) = n.

Montrons (2). Posons B = £T(L)[log T]. Comme B est un anneau de polynémes a coefficients
dans un corps, en tensorisant (3.2.20.1) par Fr B au dessus de B, on obtient le diagramme commutatif
suivant.

My(W) @gi B : Weg, B

|

Mp(W) ®¢; Fr B

i®pld

w ®CL Fr B

On va montrer que i ®p Id est injective ; donc par (1) que c’est un isomorphisme. Par conséquent
1 est injective et son conoyau est un B-module de torsion qu’on note ). Comme i est horizontal, le
module () est muni d’une connexion ; on montre facilement que ceci force @) a étre nul. Montrons

Iinjectivité de i ®p Id. Soit = Y ;" v; ® a; un élément non-nul du noyau de i ® g Id, de longueur

minimale m. On peut supposer a,, = 1. L’élément |G|z —3_ . g(z) appartient au noyau de i @ Id
et a pour longueur m — 1, ce qui mene a un contradiction. ]

3.2.21 Soit L/K une extension galoisienne finie. On définit des foncteurs :
M : Delenr (Gg) — PM(R),
My, : Delg, (Gal(L/K)) — ®M(R),

par

_ Vg € Gg,g(z) =z
Vr—>M(V)—{$€V®CmB‘ (Ny ©1d +1d @ N)(z) = 0

Vg € Gal(L/K),g(x) = x }
(Nw @Id +1d @ N)(z) =0 |-

On vérifie facilement que pour tout Cr-module de Deligne W de K, on a M (W ®¢c, C™) = M (W).
LEMME 3.2.22. Soit W € Del¢, (Gal(L/K)).

W — Mp(W) = {ac € W®c, R(L)[log T]

(1) L’inclusion M(W) C My(W) induit par linéarisation un isomorphisme canonique de ®M(R)
Mp(W) ®gt R 5 Mp(W).

(2) On argMp(W) = dimc, W, donc My, est un foncteur exact.
(3) L’inclusion M (W) C W ®¢, R(L)[logT], induit par linéarisation un morphisme

Mp(W) @r R(L)log T] — W ®¢, R(L)[logT] (3.2.22.1)
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de ®M (R(L)[log T)as, qui est en fait un isomorphisme. En particulier, My, (W) est unipotent

sur R(L), ou de fagon équivalente, M, se factorise par ®M(R)r,.
Démonstration. Montrons d’abord (1). On pose G = Gal(L/K). Comme M, est exact, on peut
supposer W simple, donc Ny = 0, M(W) = (W ®¢, ET(L))G et M (W) = (W ©¢, R(L)). On
doit montrer que

(W @c, E(L))% ®g1 R = (W ®¢, R(L))%.

On pose U = W ®¢, E1(L). Comme R(L) = E7(L) ®¢t R, il suffit de montrer que UY ®g R =
(U @¢t R)E. On a la suite exacte

0— U% @t R — (U @g1 R)® — (UJUC 91 R)C.

Donc on peut supposer U = 0 ; il suffit de montrer que (U ®¢+ R)G = 0. Soient v1, ..., v, une base

de U sur M et v = 3" v, ® a; € (U ®@gt R)C. Pour tout g € G, on a 327 (v; — g(v;)) ® a; = 0.
En prenant la somme sur g € G, on a

n n
0= (Z@i g e ) - Z(\Gm - Zg@i)) ®a
geG Ni=1 i=1 9eG
Pour tout i, ona > ;g(vi) € U% =0, dott v = 0.
Les assertions (2) et (3) sont des conséquences immédiates de (1) et du lemme 3.2.20. O

THEOREME 3.2.23. Les foncteurs S et M (respectivement Sy et My ) sont des équivalences des
catégories quasi-inverses I'une de I'autre. De plus, le diagramme de foncteurs

M

T—%Lcm (3.2.23.1)
My,

@M(R), = Dele, (Gal(L/K)

commute (& isomorphisme pres).

Démonstration. La commutation du diagramme a déja été montrée. Il suffit de montrer ’assertion
pour Sy et My, car tout (¢, V)-module sur R est quasi-unipotent (théoreme 3.2.14), tout C™-
module de Deligne admet une descente, cf. proposition 3.1.7(1), et le foncteur d’extension des
scalaires —®c, C™ est pleinement fidele (§3.1.6). Posons B = R(L)[log T]. Soit M un objet de
®M(R)r. Linclusion S, (M) C M ®g B induit par linéarisation un morphisme de ®M (B)qs

Sp(M) ®c, B— M ®@r B (3.2.23.2)

qui est un isomorphisme par (3.2.11.1), car M unipotent sur R(L) par hypotheése. En composant
les isomorphismes (3.2.22.1) et (3.2.23.2) on obtient

Mp(SL(M)) ®r B — S(M) ®c, B— M ®r B.

En appliquant la descente Desp/r on obtient un isomorphisme My, o S, = 1d, cf. lemme 3.2.17.
Soit W un Cr-module de Deligne de K, en composant les isomorphismes (3.2.23.2) et (3.2.22.1) on
obtient

SL(Mp(W))®c, B— M(W)®r B— W ®¢, B.

En prenant les sections horizontales on obtient un isomorphisme Sy, o My = Id. ]

Remarque 3.2.24. On note ®M (B)5% la sous-catégorie pleine de ®M (B)qs des objets B-solubles et
effectifs, i.e. les modules M admettant une base de sections horizontales et tels que Desg (M) soit
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défini et de rang égal au rang de M. Il est utile de résumer la classification du théoreme précédent
par le diagramme de foncteurs commutatif (& isomorphisme pres)

M (B sol
DW ( )GHWB
AB M

S
M (R) Delcn: (Gxc)
M

ou les trois couples des foncteurs opposés sont des équivalences de catégories quasi-inverses ['une de
lautre.

3.2.25 Analytification. On ne dispose pas en général de théoremes de classification pour les
(¢, V)-modules sur E' analogues aux théorémes 3.2.14 et 3.2.23. Toutefois, on peut considérer
le foncteur d’extension des scalaires —®gi R: ®M(ET) — ®M(R), et attacher des C™-modules de
Deligne de K aux (¢, V)-modules sur . Suivant [Cre06, §4.1], on appelle le foncteur —®¢; R fonc-
teur d’analytification. C’est un foncteur essentiellement surjectif, cf. corollaire 3.2.27 et [Tsu98c,
Proposition 4.2.1]. Il est clair que ce foncteur est fidele, mais il n’est pas plein en général, comme le
montre I'exemple ci-dessus.

Ezemple 3.2.26. Les groupes Ext}pM(ST)(ST(l),gT) et EXtcle(R) (R(1),R) ne sont pas isomorphes.

Soit R un des deux anneaux £ ou R. Considérons d’abord des modules & connexion sur R, sans
donnée de Frobenius. Crew observe [Cre06, p. 37] que l’ensemble des extensions Exty (R, R) du
module & connexion trivial R de rang 1 par lui-méme, est égal & H)p(R) := Coker(R <, Q}z /C). Or
dime H} r(R) =1 et dim¢ HC}R((‘:T) = 400. Ceci montre en particulier que 'extension des scalaires
—®gt R n’est pas pleinement fidele entre les catégories des modules a connexion. Pour conclure on

construit ’exemple suivant. Supposons pour simplifier que o(7") = TP et m = p. Soit M un Ef-espace
vectoriel de base e1,ez. On le muni de la connexion V(er) =0, V(ezg) = Y., cnT7 €1 @ dT /T et du
Frobenius ¢(e1) = p~ler, ¢(e2) = —Te1 + ez. On vérifie facilement que M est un (¢, V)-module
sur £, extension de £7(1) par £T. Comme la différentielle >, . T?" ® dT'/T n’est pas intégrable
dans £, M n’est pas une extension triviale de ET(l) par £ en tant que module & connexion et &
fortiori en tant que (¢, V)-module. Par contre, comme Y . TP" ® dT/T est intégrable dans R,
Panalytification M ®¢; R de M est R-soluble. Donc S(M @¢i R) = (M ¢ R)Y @¢ C™ muni de la
monodromie triviale, de ’action semi-linéaire triviale de G et du Frobenius induit par le Frobenius
de M. Par construction les pentes du Frobenius sont 0 et 1, donc par Dieudonné-Manin on a

Co(S(M ¢t R)) = C™ (1) @& C™

en tant que p-modules sur énr, mais aussi comme C™-modules de Deligne de K, car la monodromie
et l'action de Gk sont triviales. Comme Co et S sont des équivalences, on conclut que M ®¢+ R est
une extension triviale de R(1) par R dans ®M (R).

COROLLAIRE 3.2.27. Le triangle de foncteurs
_®£TRT /
M
dM (ET)
commute (& isomorphismes pres). Par conséquent, le foncteur d’extension des scalaires —®g+ R

est essentiellement surjectif. Le foncteur M est pleinement fidéle, mais il n’est pas essentiellement
surjectif.
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Démonstration. Soient V un C™-module de Deligne de K, L/K une extension galoisienne finie
trivialisant V' et W une descente de V & L (cf. proposition 3.1.7). On a M(V) = ML(W) et
M(V) = Mg (W), cf. §3.2.19. Donc le diagramme commute par le lemme 3.2.20(2). Le foncteur M
est pleinement fidele car M est une équivalence et —®gi R est fideéle. Il n’est pas essentiellement
surjectif car sinon —®g+ R serait une équivalence. ]

3.3 (¢,V)-modules unités

3.3.1 On dit que un (¢, V)-module M sur £ est unité si le p-module sous-jacent est unité, i.e.
il existe un sous-Ogi-module M’ libre de M, stable par ¢, tel que [Mat02, §5.2] :

1) M=¢&wo,, M ;
(2) ld®p: Ogi @, M’ — M.

Un (¢, V)-module M sur R est dit unité s'’il existe un (¢, V)-module unité M sur € tel que

M =M Ret R.
On dit qu'un module de Deligne est unité si le p-module sous-jacent est un p-module unité.

On note ®M (ET)* (respectivement ®M (R)*) la sous-catégorie pleine de ®M (ET) (respectivement
®NM (R)) dont les objets sont unités. De méme, I'exposant * pour une catégorie de modules de Deligne
désignera la sous-catégorie pleine dont les objets sont unités.

3.3.2 On rappelle qu’on a noté A le sous-corps de C des éléments fixés par o¢, cf. §3.0.2. On
note Repif(G k) la catégorie de A-représentations de G & monodromie géométrique finie, i.e. telle
que la restriction de I'action & [k se factorise par un quotient fini.

THEOREME 3.3.3 [Tsu98a]. Le foncteur DT: Repjg\f(GK) — OM (N défini par

DI(V) = (V @4 ™ @cur E7)F

est une équivalence de catégories.

Les énoncés qui suivent, relient les théoremes 3.3.3 et 3.2.23.

3.3.4 Soit (D, ¢, N) un C™-module de Deligne unité. La relation N oy = p"yo N implique que
N = 0. On considere le foncteur

—@p C™: Repif(GK) — Delg,. (Gk)", (3.3.4.1)

qui associe a une A-représentation V' de G a monodromie géométrique finie le module de Deligne
V@A C™ muni du Frobenius induit par le Frobenius o de C™ et de la monodromie triviale. En sens
inverse, on considere le foncteur

()P, Del g, (G )" —> Repd' (G ) (3.3.4.2)

qui associe a un C™_module de Deligne unité (D, p,0) de K, la représentation D*=!4 de G des
points fixes par ¢.

LEMME 3.3.5. (1) Le foncteur (3.3.4.1) est une équivalence de catégories dont un quasi-inverse est
(3.3.4.2).

(2) Soient V une A-représentation de Gy & monodromie géométrique finie et M = DT(V) le
(¢, V)-module unité sur £ correspondant 4 V. On a

S(M ®¢+ R) = Déco(V @x C™).
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(3) Soit W un C™-module de Deligne unité de K. Alors
DH(W @0me C¥)7=14) = (W e €705 = BE(W).

. p=Id
Démonstration. (1) Il est évident que pour tout V dans Repif (Gk), (V@) C’“r)p est canonique-

ment isomorphe a V. Pour vérifier 'autre égalité il suffit de montrer que pour tout C™_module de

Deligne unité W de K, on a dimy (W)‘pzld = dimg,, W. Ceci se déduit du théoreme de classification

de Dieudonné-Manin appliqué au ¢-module W sur le corps ™. On remarque ici qu’il est nécessaire
de travailler avec C™ plutot que avec C™.

(2) Il est équivalent de montrer que Co(S(M ®gt R)) =V @4 C™. Par définition, on a
Co(S(M @1 R)) = (V @1 £™ ©eu OO g1 B)Y @0 O

Le deuxiéme membre est contenu dans ((V @5 EI™ @cnr C™)9K @i B @ene C™)Y 5 il lui est égal

car ils sont de méme dimension sur C™. Comme B Rcmr O™ contient £ ®cmr énr, en utilisant le
théoreme de Tsuzuki [Tsu98a, Proposition 4.2.2(1)], on a

(V on &M @cm C™K @pr B@cne C™
= (V@1 &M @cm C™)K @i (€1 @0m C™)) @ gyorg,
=V @r B ®¢nr cmr,
On conclut par la relation

(V ®p B @cnr 6nr)v =V 5 onr R Cf\nr =V @4 anr.

(B @cne C™)

cl’l[‘ Cl’l[‘

(3) Par définition, on a
DT((W Qcnr 6Hr)gp:1d) _ ((W Qcnr 6nr)ga:ld A 6H1‘ D ngr)GK'
-~ G
Par (1), le deuxiéme membre est égale & (W ®@cor C™ @cor EM™) 7. Soit T une descente de W
~ G ~ G
a L (cf. proposition 3.1.7). Alors (W @cnr C™ @cnr )7 = (T ®@¢, C™ @cnr EM) 7. Le &1-

~ a
espace vectoriel (T' ®c¢, €T(L))G31(L/K) est contenu dans (T ®¢, C™ @cnr EM) 7 et comme il est
de dimension maximale les deux sont égaux. On a
(T ®¢y, £N(L))F ) = (T ®¢, £M)7% = (T ®¢, C™ @cm )X
G
)

Pour conclure, il suffit de noter que dimgt (W @cnr )7 = dimgt M (W). O

PROPOSITION 3.3.6. Le diagramme de foncteurs

M
M (R)" = Delow (G)"

@lT Déco

Del g (Gx )" (3.3.6.1)
(.)‘P:Id lT_@Aanr
M (ET)" <—— Rep? (Gk)

est commutatif (a isomorphisme prés), et toutes les fleches sont des équivalences des catégories.

Démonstration. Montrons d’abord que M et S induisent des foncteurs sur les sous-catégories des
objets unités. Si un foncteur conserve la propriété d’étre unité alors tout quasi-inverse la conserve
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aussi. Les foncteurs —®g1 R et Co conservent la propriété d’étre unité par définition ; par conséquent

Déco aussi. On déduit du lemme 3.3.5(3) que le foncteur M conserve la propriété d’étre unité ; par
conséquent les foncteurs M et S aussi. Le triangle supérieur de (3.3.6.1) est commutatif par le
corollaire 3.2.27, le triangle inférieur est commutatif par le lemme 3.3.5(3) et le périmetre du carré
par le lemme 3.3.5(2). Les équivalences verticales sur la droite sont données par le lemme 3.3.5(1)
et la proposition 3.1.7(2), et D! est une équivalence par le théoreme 3.3.3. On en déduit que les
restrictions de —®¢+ R et M aux objets unités sont aussi des équivalences de catégories. ]

COROLLAIRE 3.3.7. La restriction du foncteur d’analytification aux (¢, V)-modules de rang 1 est
une équivalence de catégories.

Démonstration. Par torsion du Frobenius on se ramene au cas unité qui est une conséquence de la
proposition 3.3.6. ]

3.4 Constantes locales

3.4.1 On suppose désormais que le corps résiduel k de K est fini, de cardinal ¢ = p/ et que
l'ordre h du Frobenius o¢, fixé dans §3.0.2, divise f. Pour le reste, on conserve les notations de
§63.0.1 et 3.0.2. On pose a = fh™1.

3.4.2 Soient M un (¢, V)-module sur R, S(M) le C™-module de Deligne de K associé. On
muni S(M) d'une action C™-linéaire p: Wx — Autenr(S(M)) en posant pour tout g € Wi et
m e S(M),

ou v(g) est 'entier défini dans §2.1.
PROPOSITION 3.4.3. Le triplet (S(M), p, N) est une C™-représentation de Weil-Deligne de K.

Démonstration. En effet p est linéaire et triviale sur un sous-groupe ouvert de 'inertie. La relation
p(w)N = ¢"")Np(w) résulte facilement de I’égalité Ny = pioN sur S(M). O

DEFINITION 3.4.4. Soit M un (¢, V)-module sur R. On appelle C™-représentation de Weil-Deligne
associée a M, et on note WD(M), le triplet (S(M),p,N) de la proposition 3.4.3. On appelle
constantes locales de M les constante locales de WD (M) ; plus précisément on pose, d’apres §2.16 :
(i) L(M,t) = L(IWD(M),1) ;
(ii) ar(M) = ar(WD(M)) ;
(iii) pour un caractére additif non-trivial ¢): K — C* et une mesure de Haar p sur K a valeur
dans C,

5(M7 w? ILL) = E(WD(M)7 w? M)?

EO(Mv 1/17 M) = EO(WD(M)v 1/17 M)
PROPOSITION 3.4.5. Soient (M, ¢, V) un (¢, V)-module sur R, S(M) = (S(M), ¢, N) le C*-module
de Deligne associé et WD(M) = (S(M), p, N) la C™ -représentation de Weil-Deligne associée. On

désigne par Ker N le noyau de N sur S(M) : il est stable sous 'action semi-linéaire de G, sous
Paction C™ -linéaire p de Wi et par le Frobenius.

(1) On a un isomorphisme canonique MY = (Ker N)°% de p-modules sur C.

~

(2) On a un isomorphisme canonique, Gy-équivariant, MY ®c C™ = (Ker N)IK, de p-modules
sur C™.

460

https://doi.org/10.1112/50010437X07002990 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X07002990

FACTEURS EPSILON p-ADIQUES

(3) On a :
ar(M) = irr(M) 4+ rg(M) — dimc(MV) ; ( )
LM, 1) = dete(1 — 1" | M¥) ™" € 14401 ; (3.4.5.2)
detenr (p(F*) | (Ker N)'%) = deta(p® | MY), ot F* =0 € Gy ; (3.4.5.3)
e(M, ), 1) = eo(M, ¥, ) deto(—¢" | MY) ™! (34.5.4)
o(M, ¢, p) = eo(WD(M)", 4, ) ; ( )
ou irr(M) désigne l'irrégularité de M (voir [CMO02, théoréeme 14.11]).

Démonstration. Montrons (1). D’apres le théoreme 3.2.23, on a

M = M(S(M)) = {9«’ € S(M) ®cw B ‘ \Jgglﬁﬁgéx@é;?m) = 0}’

D’ou

Vg € G, g(x) =z
MY ={reS(M)@cuB| NoId+1d® N(z) =0

Id ® d(z) =
~{resn] V0o =)

= (Ker N)©x

Montrons (2). Fixons une extension galoisienne finie L/K qui rend M unipotent et on pose D =
Sp(M). D’aprés le théoréme 3.2.23, on a M = My (D) et MY = (Ker N)% = (Ker Np)“L/K),
Comme H'(Gal(ky/k),GL,(Cr)) est trivial, on en déduit que

(Ker ND)Gal(L/K) ®Rc Cr, = (Ker ND)I(L/K).
D'ou MY ®@c C™ = (Ker ND)I(L/K) ®c, C™ = (Ker N)™_ Par construction cet isomorphisme est

équivariant et commute aux Frobenius respectifs.

Traitons (3.4.5.1). Par la définition ar(M) = sw(p)+dimen WD(M) —dimenr (Ker N)'%. Par un
théoreme de Matsuda-Tsuzuki, cf. [Mat02, Theorem 8.6] et [Tsu98b, Theorem 7.2.2] on a irr(M) =
sw(p) ; on conclut par (1) et (2).

Traitons (3.4.5.2). Par la définition de p, on a p(F*) = F* 0 ¢® sur (Ker N)'%, ou F* = 6~/ € G,
On remarque que I'endomorphisme o¢: C*" — C™ est égale a Idg ® of, cf. §63.0.2 et 3.1.2. En
utilisant (2), on calcule

L(M,t) = deteur (1 — tp(F*) | (Ker N)'%) ™"
— detenr (1 — H(F* 00%) | (Ker N)%) !

= detnr (1 — t(Idyr @ o) 0 (9 ® 02 )|MV ®c C) L
(1 —t(p* @ Idgm) | MY ®@¢ CP7)~1

= detc(1 —tp® | MY) ™1

De méme pour (3.4.5.3). Enfin, (3.4.5.4) et (3.4.5.5) sont évidents d’apres (2) et §2.16. O
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4. Formule du produit

4.1 Rappels sur les F-isocristaux

4.1.1 Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. On reprend les notations de §3.0.2
concernant le corps de coefficients C. A partir de §4.2, on supposera k fini de cardinal ¢ = p/ et
que l'ordre h du Frobenius o¢ divise f ; on posera a = h™Lf.

Soient X un k-schéma séparé de type fini, Z un sous-schéma fermé, U 'ouvert complémentaire
de Z dans X qu’on suppose non vide. On note F-Isoc! (U, X|C) la catégorie des F-isocristauz sur
U|C surconvergents le long de Z, cf. [Bert96, définition 2.3.2]. Si U = X, on note cette catégorie
F-Tsoc(X|C), et on lappelle la catégorie des F-isocristaux convergents sur X|C'.

Soient f:Y — X un morphisme séparé de type fini, V. = f~1(U). On a un foncteur image
inverse, (cf. [Bert96, définition 2.3.2-(iv)])

f*: F-TIsoc' (U, X|C) — F-Isoc! (V,Y|C).

Si f est une immersion ouverte on notera M) € F -Isoc’(V,Y|C) l'image d'un objet M de
F-Isoc! (U, X|C) par f*.

4.1.2 La catégorie F-Isoc(Speck|C) est équivalente a la catégorie ®M (C') définie dans §3.1.1, cf.
[Bert96, corollaire 2.5.8]. Tout nombre rationnel \ s’écrit de maniére unique sous la forme A = r/seh,
avec r et s deux entiers premiers entre eux et s > 0 (pour A = 0 on prend par convention r = 0 et
s =1). On note Cy[T] 'anneau de polynémes non commutatif défini par la relation Ta = oc ()T,
pour tout « dans C. On définit le F-isocristal C'(\) € F-Isoc(Speck|C) comme étant le C-espace
vectoriel C,[T]/(T* — 7~ "), muni du Frobenius défini par la multiplication a gauche par T'. Pour
tout k-schéma f: X — Speck et tout A € Q, on note O;(A) € F-Isoc(X|C) l'image inverse
f*C(N) ; pour tout ouvert non-vide U de X, on a OE(A) = OE((A)W € F-Isoc' (U, X|C). Pour tout
M € F—IsocT(U,X\C) et tout A € Q, on définit le décalé M(N) de M par la pente A\, comme étant
le produit tensoriel de M avec O[T]()\).

4.1.3 Dans la suite de cette section, on supposera désormais que X soit une courbe projective,
lisse et géométriquement connexe sur k. On note g son genre, 77 son point générique, et 1 un point
géométrique au dessus de 1. On désigne par |X| I'ensemble des points fermés de X. Pour U un
ouvert non vide de X et Z un fermé de X tel que X = U U Z, on appelle F'-isocristal surconvergent
sur U|C, tout F-isocristal sur U|C surconvergent le long de Z. Pour un tel F-isocristal M, on note
Hﬁlg(U, M) (respectivement Hrllg (U, M)) la cohomologie rigide (respectivement rigide a support

propre) de M.

THEOREME 4.1.4 [Cre98, Theorem 9.5]. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc! (U, X|C)
et MV son dual. Alors les C-espaces vectoriels H' (U, M), H%: (U, M) sont de dimension finie,

rig rig,c
nuls pour i # 0,1,2, et on a un accouplement parfait canonique

H, (U M) x H:,{(U M) — C(-1)

rig,c rig

de p-modules sur C.

4.1.5 Soit x un point fermé de X. On pose Ox ;, I'anneau local de X en z, m, son idéal maximal,
k(z) son corps résiduel, i, : Speck(z) — X linjection canonique. On note O Ox le separe complété
de Ox ; pour la topologie m,- adlque K, le corps des fractions de OXI, X(m) = Spec OXI, Ny =

Spec(K ;) le point générique de X(m), 7, (respectivement Z) un point géométrique au dessus de 7,
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(respectivement ). On fixe une uniformisante de O Xz, ce qui détermine un isomorphisme O X,z =
E(x)[t]. On note k(n) le corps des fonctions méromorphes sur X.

On pose C(z) = C @wy W(k(z)), R(n:) (respectivement ET(n,)) Panneau de Robba (respec-
tivement l’anneaux des fonctions surcovergentes bornées) relativement a K, cf. §3.2.1. On note
F-Isoc!(n,|C(z)) la catégorie de (¢, V)-modules sur (1) et F-Isoc! (n.|C(z)) la catégorie de
(¢, V)-modules sur R ().

4.1.6 Soient U un ouvert non vide de X, z un point fermé de U. On a un foncteur
it : F-Tsoc! (U, X|C') — F-Isoc(Spec k(x)|C) = ®M (C(z)).
On note (M, ¢,) image par ce foncteur d’un objet M de F-Isoc! (U, X|C).

4.1.7 Soient U un ouvert non vide de X, z un point fermé de X. On pose U\{z} = UN(X\{z}),
de sorte qu’on ait le diagramme cartésien suivant.

I

KXy —X
On a un foncteur de localisation [Cre98, §7.2]
F-Isoc' (U, X|C) — F-Isoc'(n,]C). (4.1.7.1)

On en déduit, par composition avec le foncteur d’analityfication (voir §3.2.25), un foncteur de
localisation

F-Tsoc' (U, X|C') — F-Isoc},, (1,]C). (4.1.7.2)

On note (M, , ¢y, , V) (respectivement (MnTI, @n» Vz)) I'image d'un objet M de F-Isoc!(U|C) par
(4.1.7.2) (respectivement (4.1.7.1)).

DEFINITION 4.1.8 [Cre87, § 1.9]. Soient U un ouvert non vide de X, M un F-isocristal surconvergent
sur U|C'. On dit que M est unité si pour tout morphisme i: SpecQ) — U, ou 2 est un corps parfait,
le p-module 7*M est unité. On note F-Isoc! (U, X|C)* la catégorie des F-isocristaux surconvergents
unité sur U|C.

PROPOSITION 4.1.9 [Cre92, Proposition 1.2]. Soient U un ouvert non vide de X, M un F-isocristal
surconvergent sur U|C'. Si I'image inverse i* M par un point géométrique générique i: 7 — U est un
w-module unité, alors M est unité.

COROLLAIRE 4.1.10. Soient U un ouvert non vide de X, M un F-isocristal surconvergent sur U|C

de rang 1. Alors il existe un nombre rationnel A dans (1/eh)Z et un F-isocristal surconvergent unité
M’ sur U|C, tels que M = M'(\).

Démonstration. Soit A € (1/eh)Z la pente du p-module i*M image inverse de M par le point
géométrique générique i: 7 — U. En vertu de la proposition 4.1.9, le F-isocristal M (—A\) est unité.
On prend M' = M(=\). O

4.1.11 Soient U un ouvert non vide de X, V un A-espace vectoriel de dimension finie, 0:
m1 (U, ) — Autp (V) une représentation continue de 7 (U, 7), et  un point de X\U. On dit que 6
a monodromie géométrique finie en x si le composé

71 (s ) — 71(U, ) = 71(U, 77) == Auta (V)
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a monodromie géométrique finie, c’est-a-dire que sa restriction & l'inertie de m(n;,7,) a une image
finie. On dit que € a monodromie géométrique locale finie si pour tout point z de X\U, 6 a mono-
dromie géométrique finie en z. On note Repif(m(U, 7)) la catégorie des A-représentations continues
de dimension finie de 71 (U, 77), & monodromie géométrique locale finie.

THEOREME 4.1.12 [Tsu98a, (7.2.2), Theorem 7.2.3]. Soit U un ouvert non vide de X. Il existe une
équivalence de catégories canonique

G: Repf (my (U, 7)) — F-Isoc! (U, X|C)*

telle que pour tout € X\U, on a un diagramme commutatif de foncteurs

Rep (1 (U, 7)) ——= F-Isoc! (U, X|C)"

L,

D}
Repf, (11 (112, 7)) — > F-Isoc (1,|C ()"

ot les fléches verticales sont la restriction et la localisation respectivement, et D;[; est I’équivalence
du théoréeme 3.3.3 relativement au corps K, .

DEFINITION 4.1.13. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc! (U, X|C)*. On dit que M est
fini si la représentation de 71 (U, 77) associée a M par le théoréeme 4.1.12 se factorise par un quotient
fini.

4.1.14 Soient U un ouvert non-vide de X, f: V' — U un morphisme étale fini. On note Y la
compactification lisse de V, f: Y — X la compactification de f, de sorte qu’on ait le diagramme
cartésien suivant.

Ve—sY
| e |
U——X
On a un foncteur exact [Cre98, §8.2]
fv: F-Isoc! (V,Y|C) — F-Isoc! (U, X|C). (4.1.14.1)

On note 7y le point générique de Y, 7y un point géométrique générique de Y. Soient M €
F-Isoc!(V,Y|O)" et W € Repif(m(V, my)), tels que M = G(W). En vertu de [Cre92, p. 436],

on a

M = G(Ind 0 W), (4.1.14.2)

4.2 Rappels sur les fonctions L des F-isocristaux

4.2.1 On suppose désormais k fini de cardinal ¢ = pf et que 'ordre h du Frobenius o¢, fixé dans
§3.0.2, divise f. On pose a = h™1f. Pour tout = € |X|, on note deg(z) = [k(z) : k] le degré de .
Soient U un ouvert non vide de X et M un F-isocristal surconvergent sur U|C. Pour tout = € | X|,

gogdeg(x) est la plus petite puissance de p,: M, — M, qui soit C'(x)-linéaire. Pour tout entier i,

on note F* la puissance a-ieme du Frobenius des ¢-modules de cohomologie rigide Hriig’ AU, M) et
Hﬁig(U , M), qui est donc une application C-linéaire.

LEMME 4.2.2 [Ete04, Lemma 3.1]. Soient U un ouvert non vide de X, M un F-isocristal surcon-

vergent sur U|C. On a det¢ s (1 — tgpgdeg(m) | M) € 1+tCTt].
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DEFINITION 4.2.3 [Kat72, §6.0] et [ELS93, §2.3]. Soient U un ouvert non vide de X, et M un objet
de F-Tsoc' (U, X|C). On pose

M) = [T detop(1 — 1@ st | )
ze|U|

-1

Ce produit converge formellement dans 1+ tC[t] car il n’y a qu’on nombre fini de points fermés de
U de degré donné.

Remarque 4.2.4. On peut considérer M, comme un C-espace vectoriel de dimension finie. On calcule

deto(1 — 198 g 980 | M) = Noay o (detory (1 — 19950348 | 1))

qui est égal & detc(y) (1 — tdeg(x)gogdeg(z) | M) par le lemme 4.2.2. Donc par abus de langage
on trouve dans la littérature I'expression

t) = H deto(1 — tdeg(w)sogdeg(w) | Mz)—l/deg(w).
z€|U|
THEOREME 4.2.5 (Interprétation cohomologique [ELS93, théoreme 6.3 I]). Soient U un ouvert non
vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C). On a
. _qyitt
L(M Hdeto 1—tF* | Hiy (0, M)

COROLLAIRE 4.2.6 (Equation fonctionnelle). Soient U un ouvert non vide de X, M un objet de
F-Isoc' (U, X|C), MY son dual. On a

L(M,t) = e(U, M)t XML AV g1, (4.2.6.1)
ou

(U, M) = deto(—F*, H};, (U Hdetc (=F* | Hiyy (U, M) D

2 .
XC(Uv M) = Z( 1)Zdimc rlg c(U M)

=0

2 i+1
Lo(M,t) = Hdetc(l—tF*\ Hi, (U, M)V

0

.
Il

Démonstration. 11 suffit d’appliquer a accouplement (théoreme 4.1.4) un lemme classique d’algebre
linéaire, cf. [Har77, Appendix C, Lemma 4.3]. O

4.3 Formule du produit : conjecture et résultats

4.3.1 Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C), z € |X|. On note I,,_ le groupe
d’inertie de m1(nz,7,) et FX le Frobenius géométrique de m(z,Z). Pour alléger les notations, on
désignera le triplet (M, , ¢y, , V) simplement par M, , cf. (4.1.7.2). On pose

la C™-représentation de Weil-Deligne associée a M, , cf. §3.4.2. On pose, cf. proposition 3.4.5,

tar(x) = trom (o, (F3) | (Ker Ny, )me) = treq) (950 | MY®) (4.3.1.1)
detar(z) = detem (py, (F3) | (Ker Ny, )m) = detyy (05,950 | MY=). (4.3.1.2)
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Ezemple 4.3.2. Soient U un ouvert non vide de X et A un nombre rationnel. On écrit \ = r/seh
comme dans §4.1.2. Pour tout x € |X|, la C™-représentation de Weil-Deligne WD(OL(A)%) de

K, a monodromie géométrique triviale, i.e. Ny, = 0 et py,, : m1(0y,7,) — Autcm(S(OZ'](A)%)) est
OTU()‘)(x) =0et detozj()\)(m) = ((_1)5—17T—r)adeg(m) _ ((_1)(5_1)a7r—a7“)deg(m).
On pose c¢(\) = (_1)(3_1)a7r—ar'

non-ramifiée. On a ¢

LEMME 4.3.3. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U|C) et z € |U|. Alors :

(1) M,, est R(n,)-soluble (voir §3.2.11) et anmﬂ” =M, ;
(2) la C™-représentation de Weil-deligne WD(M,,,) de K, a monodromie géométrique triviale ;
(3) ta(z) et detps(x) appartiennent a C'.

Démonstration. Comme M est convergent sur U, pour tout x € |U|, le (¢, V)-module M, est
R(ns)-soluble (par [Kat72, proposition 3.1]), donc M,Xl‘ = M,. L’assertion (2) résulte de (1) et
lassertion (3) s’en déduit par lemme 4.2.2. O

4.3.4 Supposons désormais que C™ contienne une racine primitive p-iéme de I'unité. Le choix
d’une telle racine { détermine l'isomorphisme ¢, : F,, — 11,(C™) envoyant 1 sur {. On note Qi(n) Jk

le module des formes différentielles méromorphes sur X. Pour tout w € Qi(n) Ik différent de zéro et
x € |X|, on note w, € Q! ne/k(z) 1€ germe de w en z, et par (wyg): Ky — C™* le caractere additif
donné par o — zpr(Trk( )/F, (Res(awz))), cf. lemme 2.8. On note p, I'unique mesure de Haar sur

K, telle que ,um((’)xm) = 1. Si U est un ouvert non-vide de X et M € F-Isoc' (U, X|C), on note
simplement e(M,, ,w,) au lieu de e(M,, , ¥ (ws), tiz), et de méme pour g, cf. définition (3.4.4).

CONJECTURE 4.3.5. Soient U un ouvert non vide de X, M un objet de F-Isoc' (U, X|C), et w un
élément non-nul de Q,lf(n)/k. On a

detc( F* | U, M))_l — q(l_g) rg(M) H (qdeg(I)Vz(W) rg( )detM Vz(w H 50 771‘,

z€|U| zeX\U

rlg c(

(4.3.5.1)

LEMME 4.3.6. Si la conjecture 4.3.5 est vérifiée pour M € F-Isoc' (U, X|C), alors elle est aussi
pour tout M(\), avec A € Q.

Démonstration. On pose A = r/seh comme dans §4.1.2. Par définition rg(M(\)) = rg(M)s et
H:, (UMW) = HE (U M)\). Par la formule donnant le déterminant d’un produit tensoriel

rig,c rig,c

[Bou70, A II1.101 (33)], le membre de gauche de (4.3.5.1) calculé en M () est égal a

Hdetc -F* | H rlg C(U7 ]\4))(_1)Prl rg(C(N) detc(@%(A) | O()\))—hi(U,M)

= deto(=F* | Hyyy (U, M) e(3) M),

rlg c(

ouw hi,(U, M) = dim¢ H}, (U, M) et c(\) = (—1)5Her=ar ¢f exemple 4.3.2. De méme det oy (2) =

detM(az)Sc(A)deg(z) 8(M) ot par la proposition 2.19(2),
e0(My, (\), ws) = 0(M,,w,)° (A)deg(w)(lrr(an)+(Vz(W)+1)rg(M))_
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Par conséquent, le membre de droite de (4.3.5.1) calculé en M(X) est égal au produit
q(1=9) re(M)s, H (qAes@)va(@)18(M)s qot, - (7)Ve(@)sc( )re(M) deg(@)va (@)
z€|U|
: H eo(M, ,wg ) Se(\)3e8@) (Mg ) +(va (W) +1) rg(M))
zeX\U
qui, par hypothese, est égal a
dete(—F* | HE, (U, M))—SC(A)(ZIG‘X‘rg(M) deg(2)va (W)+> e x\v deg(@) (irr(Mng ) +rg(M)))

rig,c

On conclut compte tenu de er‘ X| deg(z)vy(w) = 2g — 2 et de la formule de Grothendieck—-Ogg—
Chafarevitch pour les F-isocristaux surconvergents [CM02, théoreme 1.2] :

Xe(U, M) = xc(U)rg(M) — ) deg(x) irr(My,)
zeX\U

= <2—29— > deg(:p)) rg(M) — > deg()irr(M,,). O

zeX\U zeX\U

4.3.7 On note Ay, I'anneau des adeles de k(7). Le choix de la différentielle w détermine un
caractere additif non-trivial 1 (w): Ay, /k(n) — C™, tel que pour tout = € [X|, le composé de
Y(w) et Ky — Ay, /k(n) soit égal & ¥(wy).

Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U, X|C)*, 8: n1(U,7) — Auty (V) la repré-
sentation a monodromie géométrique locale finie associée a M par le théoreme 4.1.12. On con-
sidere ’homomorphisme 71(n,7) — 71 (U,7) — Auta (V). Si rg(M) = 1, alors cet homomorphisme
se factorise par wl(n,ﬁ)ab — A*. Par composition avec I’lhomomorphisme de réciprocité globale
Az(n)/k‘(n)* — 71(n, 7)™, on obtient un homomorphisme Az(n)/k‘(n)* — A*, qu’on note y(M) et
qu’on appelle quasi-caractére global associé a M.

4.3.8 Soient U un ouvert non-vide de X et M € F-Isoc'(U, X|C). On définit un homomorphisme
d(M): k(n)* — C™

de la fagon suivante. Soient = € |X|, a € k(n)". On note «, l'image de o par 'homomorphisme

composé k(n)* — K — ?(};, ou la seconde fleche est I'isomomorphisme de réciprocité locale. Alors
le produit
d(M)(a) = [] detpy,(az) € C™ (4.3.8.1)
z€|X|

est bien défini. Il est clair que d(M) est un homomorphisme.

PROPOSITION 4.3.9. Soient U un ouvert non vide de X, M un objet de F-Isoc' (U, X|C). Alors :
(1) () =1

(2) le deuxiéme membre de (4.3.5.1) ne dépend pas du choix de w.

Démonstration. L’affirmation (1) implique (2). En effet, si on remplace w par aw, avec « € k(n)*,
alors en appliquant la proposition 2.19(1), on voit que le deuxiéme membre de (4.3.5.1) est multiplié
par d(M)(«).

Montrons (1). Pour tout point fermé x de X, on vérifie que WD(det(M,,)) = det(WD(M,,)) ;
donc d(M) = d(det(M)), et on se réduit au cas ou M est de rang 1. D’abord traitons le cas ou M
est unité : pour tout a € k(n)*, on a d(M)(«a) = x(M)(«w) =1, cf. §4.3.7. Dans le cas général, par le
corollaire 4.1.10, il existe A € (1/eh)Z et un F-isocristal surconvergent unité M’ tel que M = M'(\).
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Pour tout o € k(n)*, on calcule
A A)(@) = [T #y, (g)m 4B = q(ar7) (a)m A 2eveix deBlrva(e),
ze|X|

Ceci est égale a 1, car d(M') =1 et Zan\ deg(z)v,(a) = 0. O

4.3.10 Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc! (U, X|C). On pose

Lwp(X, M, t) = [[ L(M,,,t*%"). (4.3.10.1)
z€| X|

Ce produit converge formellement dans 1 + tC™[t] car X est de type fini et
L(M,,.,195%) = L(WD(M,,), 1¥5%) = detp)(L — 150 g2 4o82) A9
appartient a 1 + t4°8@ C(2)[t], cf. (3.4.5.2).

THEOREME 4.3.11 (Tate). Soient U un ouvert non-vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C)* de rang 1, et
w e Qk(n /k\{O}. Alors

Lwp (X7 M, t) = q(l_g)t_XC(U’M) H (Mﬂz ) wz) Lwp (X7 M\/7 q_lt_l)‘
z€| X|

Démonstration. Soient x(M): A k) / k(n)* — A* le quasi-caractére globale associée a M, et 1(w):
Apoy/k(n) — C™* le caractére additif non-trivial associé & w, cf. §4.3.7. Par la définition de

Lwp (X, M,t) et e(M,, ,wy), l’équation fonctionnelle recherchée est 1’équation fonctionnelle globale
de Tate relative & x (M) et ¢ (w), cf. [Lau87, (3.1.2.4)—(3.1.3.5)]. O

LEMME 4.3.12. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc! (U, X|C)* de rang 1. Supposons que
X\U soit non vide et, pour tout x dans X\U, M, ne soit pas R(n;)-soluble. Alors HS (U, M) =0 =

rig
(U,M) et Hrllg JU M) = HL (U M). En particulier Lo(U, M,t) = L(U, M,t) = detc(1—tF* |

Hrllg(cU M)).

rig

rlg

Démonstration. Comme U est une courbe aﬂine, on a par le théoreme 4.2.5
L(U,M,t) =detc(1l —tF* | H, ng U, M))dete(1 —tF* | rlgc(U, M)t
et par définition
Lo(U,M,t) =detc(1 —tF* | rlg(U M))dete(1 —tF* | r1g(U M))~?
On considere la suite exacte [Cre92, (3.1.4)],

0— HY

rig

(U, M) — HE,(X\U, Rj.M) — H}, (U, M)
N Hrllg(U M) — Hrllg(X\U Rj.M) — (U, M) — 0,

rlg(X\U R]* ) = @xeX\U rlg(:E?R]* )7 r1g($ R]* ) = KerV, et

rlg c

ou par définition

H},(z, Rj. M) = Coker V,.. Comme M est unité, on a [Cre92, (3.2.10)]
dim¢ Hrlg(m, Rj. M) = dim¢c Hrlg(m, Rj.M).
Par hypothese, pour tout « € X\U, M, est non-trivial de rang 1. Donc Ker V, = 0. ]

LEMME 4.3.13. Soient U un ouvert non vide de X, M € F- Isoc! (U, X |C)*. . Si pour un z € X\U,
M, est R(n,)-soluble, alors il existe M e F- ISOCT(U U{x}, X|C)" tel que M|U =M.
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Démonstration. On peut supposer X \U non-vide. Soient z € X\U, Y =U U {z} et
0: m(U,77) — Autp (V)
la représentation associée a M par le théoreme 4.1.12. On a un homomorphisme surjectif

Gal(k(n)/k(n)) — m(U, 1)

dont le noyau est le sous-groupe de Gal(k(#77)/k(n)) correspondant & la sous-extension de k(77)/k(n)
maximale non-ramifiée sur U, cf. [SGA1, exposé V, proposition 8.2]. Donc on déduit du diagramme
cartésien

nzi>

| o |
Yo) —>Y
le diagramme cocartésien suivant.

71 (0 i) 9% 1y (U, 730)

| oo ]

m(z,2) ——=m1 (Y, 72)

Par hypothese M, est R(n;)-soluble et unité, donc MnTI est ET(n,)-soluble et la représentation
0 o 1 (j,) se factorise par my(x,Z), cf. proposition 3.3.6. Comme le carré est cocartésien en déduit

une représentation continue 6: 71 (Y,7,) — Auta (V) qui fait commuter le diagramme suivant.

T (77957 f]z) M 1 (U7 f]z) L AUtA(v)

e

m(z,2) ——=m (Y, 7,)

Le F-isocristal M € F-Isoct (Y, X|C)", correspondant & 6: 71 (Y,7,) — Auty (V) par le théoréme
4.1.12, répond a la question. O

THEOREME 4.3.14. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc' (U, X|C) de rang 1. Alors M
satisfait la conjecture 4.3.5.

Démonstration. Comme M est de rang 1, quitte & décaler M par une pente dans (1/eh)Z, cf.
lemme 4.3.6 et corollaire 4.1.10, on peut supposer M unité de rang 1.

Comme M est unité, quitte a agrandir U, on peut supposer par le lemme 4.3.13 que pour tout
x € X\U, M,, ne soit pas R(n,)-soluble, et puisque M est de rang 1, anzz = 0. On en déduit
facilement que pour tout z € X\U, on a (anm)v = 0. D’ou Lwp(X, M,t) = L(M,t) et de méme
pour MV. L’équation fonctionnelle (4.2.6.1) s’écrit

L(M,t) = dete(—F* [Hpy (U, M) X @M LAY g7 1.
En effet, il n’y a rien & montrer si U = X, et si U # X, ¢’est une conséquence du lemme 4.3.12. En
comparant avec 1’équation fonctionnelle de Tate (théoreme 4.3.11)
Lwp(X, M, t) = =9t %M TT e(M,,,, w,) Lwp (X, MY, ¢~ '),
z€| X|
on obtient,
deto(—F* |[H, (U,M) 7= g9 [T e(My,,w0).
z€| X|
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Pour z € X\U, on a anf =0, d’ou e(M,,,ws) = €o(M,, ,wy), cf. (3.4.5.4). Pour x € |U|, par le
lemme 4.3.3 et la proposition 2.19(2), on a
e(My,,wy) = g5 det p,, (F37=()
— qdeg(u’v)vz (w) det s (z)"= (w)7

ce qui acheve la preuve. O

THEOREME 4.3.15. Soient U un ouvert non vide de X, M € F-Isoc'(U, X|C)*. Si M est fini
(définition 4.1.13), alors il satisfait la conjecture 4.3.5.

Démonstration.  D’apres le théoreme 4.1.12, on a un isomorphisme canonique de groupes de
Grothendieck

Gr(F-Isoc' (U, X|C)*) — Gr(Repif(m(U, 7)))- (4.3.15.1)
La relation (4.3.5.1) est une équation sur le groupe de gauche. En vertu du théoréeme 4.3.14, elle est
vérifiée pour les F-isocristaux de rang 1. On en déduit qu’elle est vérifiée pour M € F —ISOCT(U , X|CO)
si et seulement si elle est vérifiée pour [M] —rg(M )[OITJ], ou [(’)IT]] est la classe de l'isocristal trivial.
Soient M € F-Isoc! (U, X|C)" fini, 6: 71 (U, 7) — Auta (W) son image par le théoréme 4.1.12 ; donc
0 se factorise par un quotient fini G de 71(U, 7). On sait d’apres le théoréme d’induction de Brauer
[Del73, proposition 1.5, que

(W] — (dimp W)[A] = > nwy, IndG([Wa] — [A])
HWgy

ou H varie parmi les sous-groupes de GG, Wg est une représentation de rang 1 de H, nyy, est un
entier, et [A] désigne la classe de la représentation triviale. Transposant cette relation par (4.3.15.1)
sur le groupe de Grothendieck de F-Isoc'(U, X|C)*, il suffit de montrer I'assertion suivante. Soient

Ve—sY

'
U—X

un diagramme cartésien, avec f étale, Y lisse, f fini, et P € F-Isoc'(V,Y|C)" de rang 1. Alors la

conjecture (4.3.5.1) est verifiée pour f.([P] — [OI/]) = [f«P] — [f*(’)i/].

Soient y € Y\V, z = f(y), et Wy, € Repif(m(ny,ﬁy)) tel que D;S(Wny) = P,;ry. Par §4.1.14 et le
théoréme 4.1.12, on a pour tout x € |X|,

— 71 (N y )
(feP)}, = @ Di(nd W, ).
y—a
On en déduit que :
(i) pour tout y € V,
detf*P(m)V”(w) = H detP(y)Vy(f*w) ; (4.3.15.2)

Yy—x

(ii) pour tout y € Y\V, on a
detf*P(l') = H detp(y)eKy/Kz :

y—z

et, par le théoreme 2.14(2),
e([(fP),,] = [(£:00), Jswa) = T] e, ] = [(O)),, ), (fw),)-

y—z
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Comme P est unité, N,, =0 ; donc eo(P,), ,w) = (P, ,w)detp(z). Par (ii) ci-dessus, on a alors

eo([(foP),,] = [(£:00), Jswa) = T eo([Py,] = [(O)),, ], (f*w),). (4.3.15.3)

y—z

: i
Pour tout 7, on a Hri&C

(U, f«P) = Hy, (V. P) (voir [Cre92, Lemma 4.2]) ; donc

deto(—F* | Hi, (U, [f.P] — [£.0]) " = deto(—F* | Hiy (V,[P] - [0}])

rig,c rig,c
qui est égale, par le théoreme 4.3.14, a
[T detr@)V™ T eo((By,] - [O}]: (fw),)-
ye|V| yeY\V

Par (4.3.15.2) et (4.3.15.3), ce dernier est égal a
[T detrp@™® ] co((f.Py,] = [£-00) )

z€|U| zeX\U

ce qui termine la démonstration. O

5. Facteurs epsilon et corps des normes

5.1 Rappels et compléments sur le corps des normes et sur la ramification

5.1.1 On désigne par K un corps de valuation discrete complet, a corps résiduel fini, et on
reprend les notations de §2.1. A partir de §5.1.5 on supposera K une extension finie de Q. Soit L
une extension séparable finie de K. On note Dy, la différente de I'extension L/K, e,k l'indice
de ramification et try x (respectivement Ny k) la trace (respectivement la norme) de L dans K.
Soient m,t deux entiers. Pour que try /g (m7') C mt., il faut et il suffit que [Ser68a, ch. III, §3,
proposition 7]

-1 .t _ -1 _er/kt
mTQDL/KmK—DL/KmL .
Par conséquent,

tr/ K (m)

trp (my’) =mg , outr g(m)= [

—m+vL(DL/K)} (5.1.1.1)

€L/K

(Pour tout nombre rationnel z, on a noté [z| la partie entiére de x.)

5.1.2 Supposons L contenue dans K*P et notons Hompg (L, K*P) Densemble pointé des
K-plongements de L dans K*P. Pour v € Homg (L, K*P), on pose [Win83, §1.1.1]

in/k(7) = znel(ionL(V,L(’Y(m) — 1)),
ou v’ est 'unique valuation de K*® prolongeant vy,.

LEMME 5.1.3 [Win83, proposition 2.2.1]. Soient L /K une extension séparable, totalement ramifiée,
cyclique de degré une puissance de p et v(L/K) le plus petit saut de ramification supérieure.
Alors pour tous x,y € L, on a

p—1

Vi (Npr(® +y) — Npjg(z) — Npyk(y)) = min(ve(z),vi(y)) + v(L/K).

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas min(v(x),vr(y)) = 0, qui est un cas particulier de [Win83,
proposition 2.2.1(i)]. O
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5.1.4 Soient L/K une extension séparable, totalement ramifiée, cyclique de degré p et i le nombre
de ramification inférieure. La fonction d’Herbrand ¢ de L/K, est donnée par [Ser68a, ch. V, § 3]

_Jx si —1<z<i;
w(m)_{i—i—p(w—i) six >i.

Donc i est aussi le saut (unique) de la ramification supérieure de L/K. Quand il n’y a aucun risque
de confusion, on laissera tomber les indices L/K dans la notation Ny . Pour tout entier ¢ > 0,
suivant les notations de §2.17, on a, cf. [Ser68a, ch. V, § 3, proposition 4],

NUL(¥(c))) € Uk(c) et NUL(P(c) +1)) € Ur(c+1).
On en déduit un homomorphisme
N(c): Ur((c)/UL((c) +1) — Uk (c)/Uk (c +1).

Pour ¢ < i, N(¢) est un isomorphisme de Ur(c)/Ur(c + 1) vers Uk(c)/Uk(c + 1), cf. [Ser68a,
ch. V, §3, corollaires 1-2 de la proposition 5]. Par conséquent, pour tout ¢ < i, la norme induit un
isomorphisme [Ser68a, ch. V, § 3, corollaire 6 de la proposition 5]

O3 JUL(c) = O3 JUk(c). (5.1.4.1)

Onavy(Dr/k) = (i+1)(p—1), cf. [Ser68a, ch. V, § 3, lemme 3]|. Donc, compte tenu de (5.1.1.1),
on obtient

(i+ 1P — 1)] s r=1 (5.1.4.2)

ek = Vi (p) = vk (try k(1) 2 [ D p

5.1.5 On supposera désormais K une extension finie de Q. On désignera par K.,/K une Z,-
extension ramifiée, i.e. une extension galoisienne ramifiée de groupe de Galois I" isomorphe a Z,.
Comme tout sous-groupe non-trivial de Z, est d’indice fini, I'extension maximale non-ramifiée Ko
de K dans K, est finie. Pour » > 0, on note K, 'unique extension de Ky dans K., de degré p",
1,: K} — C* le quasi-caractere trivial et on pose O, = O, , m, = mg,, U, = Uk, .

L’extension Ko, /K est arithmétiquement profinie dans le sens que pour tout nombre réel u, le
sous-groupe de ramification supérieur I'™ de I" est d’indice fini. On peut alors définir une fonction
de Herbrand, Vg _ /x, par la formule [Win83, définition 1.2.1]

x si —1<z<0;
v ={ =
Koo /K () /|F0:F”|dy siz >0,
0

On note (), ¢y la suite strictement croissante des nombres de ramification supérieure de I’extension
Ko /K. Ce sont des entiers par le théoreme de Hasse-Arf. On définit la suite (i, ),y des nombres de
ramification inférieure de I'extension K, /K, en posant i, = Wy /i (vy,). C'est une suite strictement
croissante d’entiers. Pour tout r > 0, ig,...,4._1 sont les nombres de ramification inférieure de
lextension K, /Ky ; en particulier, i, est le nombre de ramification (inférieure) de K, 1/K,.

5.1.6 Soit Ex le corps des normes associé a l'extension Ko,/K, cf. [Win83, §2]. C’est un corps
de caractéristique p, complet pour une valuation discrete. Son corps résiduel est canoniquement
isomorphe a celui de Ky ; on note gg son cardinal. On rappelle qu’en tant qu’ensembles, Ex =
lim K, la limite étant prise suivant les applications normes. Pour = (zn),,cn €6 § = (yYn),, ey dans
Eg, I'addition et la multiplication sont définies par

X + y - (Zn)n€N7 Oﬁ Zn = m1—1>I—Ii-lOO NK'm/Kn (xm + ym)’

TY = (:L'nyn)neN'
Pour y = (Yn),en € Eks VER (¥) = VK, (Yn), pour tout n > 0.
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5.1.7 Dans la suite de cette section, par extension algébrique de K, on sous-entend une extension
de K contenue dans K*°P. Pour des extensions algébriques L et F' de K, on notera L - F' la plus
petite extension de K contenant L et F'. Pour toute extension finie L. de K on posera Lo, = Koo L ;
c’est une Z,-extension de L et le corps des normes Ej, de Lo /L est une extension séparable finie de
Ex. La formation du corps des normes est fonctorielle et la limite inductive de Er, pour L variant
parmi les extensions finies de K, est une cloture séparable de Eg, qui sera notée Ei?p. Le groupe
de Galois Gx agit par fonctorialité sur EP, identifiant Gal(K®P/K.,) au groupe de Galois de
Ei?p sur Ex. Pour tout r assez grand (il suffit que K, contienne L N K,), la restriction induit une
bijection d’ensembles pointés Homg, (L - K41, K°P) — Homg, (L - K, K°?). On en déduit, par
fonctorialité, une bijection d’ensembles pointés

fr: Homg, (Er, EX?) — Homg, (L - K, K*%P). (5.1.7.1)

Si de plus L/K est galoisienne, alors ces bijections sont des isomorphismes de groupes et pour tout
v € Gal(Er/Eg), on a

Nrk, ok, © fre1(y) = fr(7) © Nok, 1/ K, - (5.1.7.2)

LEMME 5.1.8 [Win83, proposition 3.3.2]. Soient L une extension finie de K et v: Ej — Ei?p un
Ex-plongement. Alors

g, Ex (V) = TEIJPOO ik, /K, (fr(7))-

5.1.9 L’extension finie L/K est dite admissible (par rapport & K) si LN Ko = K et si L- K
est 'extension maximale non-ramifiée de L dans L.,. Dans ce cas, pour tout r > 0, L- K,, = L,. On
remarque que, quitte a remplacer L et K par des extensions finies contenues respectivement dans
Lo et K, on peut toujours supposer l'extension L/K admissible.

5.1.10 Pour tout entiers c,r > 0 tels que 7, > ¢, on a un morphisme de suites exactes courtes
induit par la norme (voir §5.1.4),

1——="U,1(c) 1 Ky /Uri1(c) —=1
oo |
11— Ue) K? K* /U, (c) 1

Pour ¢ fixé et r variable, ces diagrammes définissent une suite exacte courte de systémes projectifs.
Par passage a la limite, on obtient la suite exacte

1 — lim U,(¢) — lim K — lim K, /U, (c). (5.1.10.1)
z'(gc z'(;c iSc

De fagon analogue, on dispose de la suite exacte courte de systemes projectifs :
1— (Up(c+ 1))ir>c — (UT(C))iT>c — (Uy(c)/Ur(c+ 1))ir>c —1,

les morphismes de transition étant induits par la norme. Par passage a la limite, on obtient la suite

exacte
1 — lim U, (c+1) — lim U, (c) — lim U, (c)/Ur(c+1). (5.1.10.2)
ir>C ir>c ir>cC

LEMME 5.1.11. Soit ¢ > 0 un entier.

(1) La limite projective lim, Uy(c) est canoniquement isomorphe a Ug, (c).

>c
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2) Le systéme projectif (K /U,.(c)), est constant, i.e. les applications de transition sont des
r ir=>C
isomorphismes. La suite (5.1.10.1) est exacte a droite et s’identifie a

1 —>UEK(C) —>E?{ —>E?{/UEK(C) —1.

(3) Le systeme projectif (U (c)/U,(c+1)); - est constant. La suite (5.1.10.2) est exacte a droite
et s’identifie a

1 — U, (e + 1) — Ug,e(6) — U, (0)/Ug, (¢ + 1) —> 1.

Démonstration. En tant que groupes, B = liLnreN K7, cf. §5.1.6. Montrons (1). Par fonctorialité,

on a un monomorphisme canonique lim, _ Up(¢) < Ug,(c). Montrons qu’il est surjectif. C’est

>c
évident si ¢ = 0. Supposons ¢ > 0. Soient x = (2,),.cy € Upg(c), et y = (yr), ey € M., tels que
x =1+ y. Pour tout entier r > 0,

vic (e = 1) = vie, (im_ Nie,jae, (14 9a) = 1) = Tim_vie, (Nic, e, (1+ 9) = 1),

n—-4oo

Appliquant le lemme 5.1.3, compte tenu que v(K,,/K,) = v(K,+1/K,) = v, tend vers U'infini avec
r, on voit qu’il existe un entier s, tel que pour tout n > r > s, on a VKT(NKH/KT(]. +uyn) — 1) =
Vi, (Yr) = VE, (y) = c. Donc pour tout r > s, z, € Uy(c), et par §5.1.4, cela vaut aussi pour tout
r tel que i, > c¢. D'oll = € liili,gc Ur(c) et lassertion est démontrée. Montrons (2). On remarque
d’abord que le systeme (Uy(c)); -, ne vérifie pas la condition de Mittag-Leffler; donc I'exactitude
a droite de (5.1.10.1) n’est pas une conséquence du critére usuel [EGAIIL, §0.13.2]. Comme la
suite (5.1.10.1) est exacte, on obtient par (1), un monomorphisme Ej, /Ug, (c) — @i@a Kx¥/U,(c).
Supposons d’abord ¢ = 0. Pour tout r, la valuation v, induit un isomorphisme de K /U,(0) sur Z
et les applications de transitions induisent I'identité de Z. D’ott un monomorphisme Ej. /U (0) — Z,
qui est un isomorphisme car la classe d’une uniformisante est envoyée sur 1. Ceci montre (2) dans
le cas ¢ = 0. Supposons ¢ > 1. Les applications normes induisent, pour tout entier r tel que i, > c,
le diagramme commutatif suivant.

1——=Up41(0)/Ups1(c) —= K1 /Upsa(c) —= Ky /U (0) —1

lN( \LN lNU
Ur(0)/Ur(c) K} /U (c) K} /U(0)
On vient de voir que N” est un isomorphisme. Comme i,, > ¢, N’ est un isomorphisme, cf. §5.1.4.

Il est alors de méme pour N et le systéme projectif (K;f / Ur(c))z. -, est constant. Pour r tel que
iy 2 ¢, on note pr, le monomorphisme composée

b1, Bie /U, (¢) = lim K /U, (¢) > K /U (o).
ir>C
La restriction de pr, & Ug, (0)/Ugy (c) se factorise par U,(0)/U,(c) C K;/U,(c) ; on en déduit le
diagramme suivant.

0—— UEK (0)/UEK (C) - E*K/UEK (C) - E*K/UEK (0) —0

A

K7 /Ur(c) K7 /U (0) ——0

1 1

0

U-(0)/U;(c)

On a démontré que la fleche de droite est un isomorphisme (cas ¢ = 0). Celle de gauche l'est aussi,
car elle est injective et les deux groupes sont finis de méme cardinal égal a (qo — 1)q8_1. Donc
Papplication du milieu est un isomorphisme et on a démontré 1'assertion (2). La démonstration de
(3) est analogue a celle de (2). O
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5.2 Tours admissibles de caractéres additifs

5.2.1 Conservons les hypotheses de §5.1.5 et considérons un corps C' algébriquement clos de
caractéristique 0. Il sera commode de noter j, le plus petit entier supérieur ou égal a ((p — 1)/p)i, ;
on appelle (j,),cy la suite des nombres de ramification inférieure modifice de K /K.

Soient n < —d et r > 0 des entiers. Le groupe m” /m_ ¢ est fini d’ordre qo_”_d. Sij.>-n—d,
alors il est annulé par p. En effet, par (5.1.4.2), ek, > —n — d ; d’ou pour tout z € m’, px € m;d.
De plus, sous les mémes hypotheses, il résulte du lemme 5.1.3 que la norme Ny, /k, @ Krp1 — K,
induit un homomorphisme de groupes

N:ml, /m 4 — ml/m (5.2.1.1)

En effet IV est un isomorphisme car il est injectif, compte tenu que v
groupes sont finis de méme cardinal.

Soit ¢: K — C* un caractere additif d’ordre d. On note ¢: K /m[_{d — C* sa réduction (si
d = 400, on pose m;(d = K). Par abus, on notera encore v la restriction de ¢ & my/ m;(d pour tout

n < —d. Sijr > —n—d, ona g, (me/m ") C pu,(C).

1 = VK, ONKTH/KM et les

DEFINITION 5.2.2. On dit qu’'une suite (zpr)reN de caracteres additifs ¢,.: K, — C* est une tour
admissible si elle vérifie les conditions suivantes :
(i) il existe un entier s > 0, tel que pour tout r > s, d(,) = d(vs) = d ;

(ii) pour tout n < —d et r > s tels que j, > —n — d, le diagramme

_ Er-‘—l
m?—i—l/mr—gl — p1p(C)

le H
n —d E’" s
mr /mr NP(O)

est commutatif ; on appelle d 1’ordre de la tour.

Remarque 5.2.3. 11 est clairement suffisant de vérifier la condition (ii) de la définition 5.2.2 pour
tout r > setn=—j. —d.

DEFINITION 5.2.4. Soit (t,),¢y une tour admissible d’ordre d. On lui associe un caractere additif
Yoot Ex — pp(C) d’ordre d comme suit. Soient s un entier comme dans la définition 5.2.2, et
r = (2,),cy € Ex, ot 2, € K. On pose

VYoo() = Yr(zy), pour r > s tel que j, > —vE,(x) —d.

Par la définition d’une tour admissible, v, (x,) appartient & 1,(C') et ne dépend pas de r. On vérifie
immédiatement que v, est un caractere additif d’ordre d. On I'appelle la limite de la tour (¢;),cx-

PROPOSITION 5.2.5. Soient s un entier positif, : Ky — C* et 0: Ex — p,(C) des caracteres
additifs de méme ordre d. Alors il existe une tour admissible (1), oy telle que VYo = 0, s = ¥, et
pour tout r > s, d(¢,) = d.

Démonstration. Comme ) et 0 ont méme ordre, si I'un de deux est trivial I’autre aussi et dans ce
cas I’énoncé est évident. Supposons 1 et # non-triviaux. On prouve d’abord qu’il suffit de construire
une tour admissible (1), oy telle que ¢, = 1, et pour tout r > s, d(v) = d. En effet, si (¢,),cy
est une telle tour, par la proposition 2.6 il existe a = (a,),cy € Ex tel que 0(z) = ¢ (ax). Comme
Pso €t 0 ont le méme ordre, a appartient a (’)EK et par conséquent, a, € Oy, pour tout » € N. On
considere la tour (1)), oy, définie par
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Pl(x) = {1/1r(x) Si0<r<s;

Up(apx) sir>s.

Par construction (¢.),cy est la tour admissible recherchée.

Il reste a construire la tour admissible (¢;),cy. On procede par récurrence sur r. On choisit
d’abord, pour tout entier » > 0, une base ¢, € Hom.(K,,C*), telle que ¢5 = 1 et que pour tout
r > s, ¢ ait ordre d ; c’est toujours possible par §2.9. Pour tout 0 < r < s, on peut prendre
Y, = ¢,, la condition (ii) de la définition 5.2.2 étant vide. On suppose donnée, pour h > s, une
tour finie (¥;)oc;cp, avec ¥s = 1, d(th;) = d pour s < i < h, et satisfaisant a la condition (ii)
de la définition 5.2.2 ; on doit définir un caractere additif 1,41 d’ordre d tel que la condition (ii) de
la définition 5.2.2 soit vérifiée pour r = h et n = —j, — d, cf. remarque 5.2.3. Avec les notations
de §5.2.1, il faut que la restriction de ¢y, & m;ﬁ_d /m;frll, se factorise comme suit.

wh 1
d +
mhi}i /mhd > 1p(C)

S

i g ¥
my, 7 fmpd — 11,(O)

Soit 7p, 11 = P_j,—a(dnt1)” Y, oN) € (’)h+1/mh+1, cf. §2.9. La restriction de 1,0 N & th 1/mthl
est non triviale car d(¢,) = d et N induit un isomorphisme de m,:ff;l /m,;frll vers mhd ! /mh , cf.

(5.2.1.1). On en déduit par §2.9 que 7;,, | € (Oh+1/m¥ﬁrl)*- On choisit np41 € O relevant 7y,
et on prend ¥p11 = ®(dnt1)(Mh+1)- O

PROPOSITION 5.2.6. Soient (1,: K, — C*), .y une tour admissible de caractéres additifs et L /K
une extension finie admissible (§5.1.9). Alors la suite de caractéres additifs (¢r =y o trp, /k,),
est une tour admissible et ¢oo = oo © trg, /B -

Démonstration. On note n (respectivement n,) I'idéal maximal de O (respectivement Oy, ) et
(jr(Loo/L)),cn la suite des nombres de ramification inférieure modifiée de Lo /L. II résulte du
lemme 5.1.8, qu’il existe s € N, tel que pour tout r > s, v1,.(Dr,/k,) = Vi, (DE, /By ) €t €1, /K, =
€E; /Ex- Pour tous entiers m < —d et r assez grand, considérons le diagramme

tl“r+1 () /=)
r+1/nr+1 r+1 /mr-‘rl

NLr+1/L7‘l l/NKT+1/Kr (5.2.6.1)

nnd T mi ™) D)

ou les homomorphismes horizontaux sont induits par la trace try -, les homomorphismes verticaux
sont induits par les normes et t(m) = tg, /g, (m), cf. (5.1.1.1). Montrons d’abord que (5.2.6.1) est
commutatif. On note L'/K la cloture galoisienne de L/K dans K5P. Quitte a remplacer L', L par
des extensions finies contenues respectivement dans L., Lo, on peut supposer L’'/L admissible,
puis, quitte a remplacer K par une extension finie contenue dans K, on peut supposer a nouveau
L/K admissible ; donc L, = L - K et L, =L - L, =L K,. Le groupe Gal(L, /L) s'identifie
par restriction a Gal(Ly+1/Ly) et a Gal(K,41/Ky) ; par conséquent la restriction de N/ IR
Ly41 (vespectivement K, ,1) est égale & Ny . /. (respectivement Ng . /). On pose, pour r > 0,
Fr = Homg, (L, K5P) (respectivement F = Homg, (Er,E%")). On rappelle qu'on dispose d'une
bijection f.: F — F,, cf. (5.1.7.1). Soient x € n]" | et T sa classe dans nﬁl/nr_fl. Sir est un entier
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assez grand, on a

N, /k, (trr41(Z)) = Nk, 1 /K, <Z fr+1(7)($)>

=S Ny (@)

yEF

=> N (@) (par (5.1.7.2))

yEF

=> LWV yr @) = W (N, (@),

YyEF

Ceci montre la commutativité de (5.2.6.1).

On note my, (respectivement ne,) l'idéal maximal de O, (respectivement Of, ). Pour tout
n < —d, le groupe m? /m3? est la limite du systéme projectif (m?/m; <) jv>—n—q> Suivant les
applications normes. Le diagramme commutatif (5.2.6.1) définit par passage a la limite un homo-
morphisme n'? /n7¢ — mto(om /mé(o_d) qui est ’homomorphisme induit par la trace trg, /g, . Soit d
I'ordre de la tour admissible (1), .. Avec les notations de §5.2.1, pour tout n < —d, 'application
Voo mEK/mﬁi — 1,(C) est la limite projective des ¥, : m?/m; ¢ — p,(C). Par la définition de
ordre et par §5.1.1,

d(6,) = max{n € Z | tr(n;™) € my 100} = —vp (D] mod00).

Quitte a agrandir s, on a d(¢,) = d et d(¢,) est égal a dr, = vi, (Dg, /g, )+ g, /5, d- Pour conclure,
il suffit de vérifier que pour m < —dy, et r > s tel que j,(Loo/L) = —m — dy, le diagramme

I
—d r+1
nml-l/nr—i-f — up(C)

l/NLT+1/LT H

o
g fn 4 —— 1 (C)

commute. Quitte a agrandir encore s le diagramme précédent s’insere dans le diagramme commutatif
suivant.

— ) d tI‘r+1 t(m r+1
Gryp1: Wiy /0 ——=m, /mr-i-l 1p(C)

lNLm-l/Lr lNKr-‘—l/KT H
- Er 77‘
Gpr 0Py ——— ) jd — 1, (C)
On a déja démontré que le carré de gauche commute et celui de droite commute par ’admissibilité

de (1r),cn, ce qui acheve la preuve. O

5.3 Déformation au corps des normes

5.3.1 Conservons les hypotheses et les notations de §§5.1.5 et 5.2.1. L’image de Wg, par
I'isomorphisme canonique Gg, — Gal(K*P/K) (voir §5.1.7) est contenue dans Wy (voir §2.1) ;
on la note W(K*P/K,). La suite (Wk,),cy est une suite decroissante de sous-groupes de Wi ;
leurs intersection coincide avec W (K*P/K).
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Soit V' = (V,p) une C-représentation de Weil de K. On pose, pour tout r > 0, p, = P Wi, »
Vi = (V, pr). On définit une C-représentation de Weil de Ex, notée Vo, = (V, pao), par

PIW (K5°P / Koo)
e

oot Wi, — W(K*P/Ky) GLa (V).

On appelle V, la déformation de V au corps des normes. C’est évidemment un foncteur exact
de Repo(Wik) dans Repo(Wg, ) ; on note encore A — Ao, 'homomorphisme Gr(Rep-(Wgk)) —
Gr(Repo(Wg,)) induit sur les groupes de Grothendieck. Il résulte du lemme 5.1.8 que la suite
(ar(pr)), ey est stationnaire de limite égale & ar(poo) ; voir aussi [Mar04, lemmes 5.4 et 5.5].

Soient L/K une extension finie et V' une C-représentation de Weil de L. On vérifie que

®|LNKoo: K|
(Ind} V)oo = Indﬁf (Vi)

En particulier, si L/K est admissible, on a (Ind%f V)eo = Ind%ﬁ’( (Vao)-
L
Soient (V,p, N) une représentation de Weil-Deligne de K. Pour tout » > 0, on note V, la
C-représentation de Weil-Deligne (V, p,, N) de K,. On définit la déformation de (V, p, N) au corps
des normes, notée abusivement V., comme la C-représentation de Weil-Deligne (V, poo, N) de Eg-.

5.3.2 Soit x: K* — C* un quasi-caractere. Pour tout entier r > 0, on note x, = x © N, /i
et Xoo: Efy — C* le quasi-caractere défini par Xoo((2r),cy) = Xr(2r) = Xo(w0). Soit V(x) (re-
spectivement V' (x; ), respectivement V' (xo)) la C-représentation de Weil de K (respectivement K.,
respectivement Ex) de rang 1 associée a x (respectivement x,, respectivement yo,). On a alors
V(X)oo = V(Xeo) et V(X)r = V(Xr), pour tout r > 0. On en déduit que la suite (ar(x,)),cxy est
stationnaire de limite égale & ar(x~). On note c¢ la partie entiere de ar(x~)/2 et ¢ = ar(xo0) — ¢,
de sorte que ¢ = ¢ si ar(xoo) est pair et ¢ = ¢+ 1 sinon.

LEMME 5.3.3. Soient x: K* — C* un quasi-caractére, (1,: K, — C*) .y une tour admissible
d’ordre d de caractéres additifs non-triviaux et, pour r > 0, a, € K, une ¢,-jauge de x, (voir §2.17).
11 existe alors un entier s > 0 tel que pour r > s,

N(ar+1)
Ay

e Uy(c)

—d—et
N(ari1) — a, € m;47¢

ou on a noté N la norme Ny, /i, Kry1 — K.

Démonstration. Pour tout entier r > 0, on choisit une uniformisante 7, de O, telle que N (7, 41) = .
Soit s tel que pour r > s, ar(x;) et d(v,.) soient constants. Si ar(y,) = 0, alors, pour r > s, 7, ¢ est
une ¥,-jauge de x, et le lemme est évident. On suppose ar(xs) > 0. On déduit la premiére équation
de la deuxiéme en divisant par a,. Siy € Op41, alors vi, (N(1+y)—1—N(y)) = jr, cf. lemme 5.1.3.
Donc pour 7 > s, tel que j, > ar(x,) = ¢+ c¢", et pour y € Op41 de valuation vy, (y) > ¢™ >0,
on a

VYr1(ar+1y) = Xr+1(1 +y) = X (N(1 +y))

= (1 M )

= Xr(l + N(y))
= Yr(arN(y)).

Par définition de tour admissible, pour r et ¥y comme ci-dessus, on a

VYri1(ar1y) = ¥r(N(ar+1)N(y))-
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Donc, quitte a agrandir s, pour tout r > s et tout y € O, de valuation vg, ,(y) > c¢t, on a
Yr((ar — N(ar41))N(y)) = 1. Pour conclure il suffit de prouver que

Yr((ar — N(ar41))my ) = {1}.

Soit z € m¢". On pose m = v, (2) et z = ax™, ot v € OF. Par (5.1.4.1), il existe 3 € Oy, tel que
N(B) = a(l +u), avec v € m;". Si on prend y = Bm} |, alors N(y) = N(Bm" ;) = z + zu. Comme
ir = jr = c+ct > c, alors

Ur((ar = N(ar1))2) = ¢r((ar = N(ar11))N©)0r((ar = N(ar1))zu) ™ = 1. O

PROPOSITION 5.3.4. Soient x: K* — C* un quasi-caractere et (¢,)..y une tour admissible de
caractéres additifs non-triviaux. Alors il existe un entier positif s tel que pour tout r > s, on a

e(Der] = [l ¥r) = eIxoo] = [TEk s Yo0)-

Démonstration. Soit s tel que pour r > s, ar(x,) et d(¢,) soient constants. L’énoncé est évident
si xs est non ramifié. Pour tout r > s, soit a, € K, une v,-jauge de x, ; la classe @, de a, dans
K /U,(c) est uniquement déterminée, cf. §2.17. Par le lemme 5.3.3, quitte a agrandir s, on a, pour
r 2 8, N(@r+1) = @ On en déduit par le lemme 5.1.11(2), un élément @ = (@), , € Ef/Ugy ().
Soit as € B} un relevement de @, Montrons que a est une 1s-jauge de xo. D’apreés §2.17, on
peut supposer que a, = (as), ; pour tout r > s, a, est une ¥,-jauge de x, et N(ay4+1) = a,. Soit
Y = (Yr),en € Ex, de valuation vg, (y) > c¢t. On a,

Xoo(1 4+ 9) = xo((1 +9)) = X0 (Aiffoo N, /i (1+ yr)) = lim xr(1+y,) = lim ¢ (ay,).

Comme N(ar+1Yr+1) = arYr, Ur(ary,) est constant égal a 1oo(acoy), cf. définition 5.2.4. Par la
proposition 2.18, on a

ono(aooﬁ)

S R R DI e 1

BEU(c)/U(ct) X
ot U(c)/U(c") désigne Ug, (¢)/Ug, (c*) et 3 est un relévement de 3. En vertu du lemme 5.1.11(3),
pour tout 7 assez grand, l'application Ug, (¢)/Ug, (¢*) — U.(¢)/U-(c"), B — 3, est un isomor-
phisme et comme zpoo(aooﬂ)xoo(aooﬂ)_l = zpr(arﬂr)xr(arﬂr)_l, la proposition s’en suit. O

On note C' la C-représentation de Weil triviale de rang 1.

THEOREME 5.3.5. Soient V = (V,p) € Repc(Wk) et (1,),cy une tour admissible de caractéres
additifs non-triviaux. Alors il existe s tel que pour tout r > s, on a

e([Ve] = dim V[C], ) = &([Vio] — dim V[C], 9o ).

Démonstration. On peut supposer V irréductible. Par la proposition 2.3, C' étant algébriquement
clos, ona p=p ®~, ou p': Wg — GL¢ (V) est une représentation qui se factorise par un quotient
fini et v: Wi — C* est un caractére non-ramifié. On pose V' = (V,p’). On se donne, pour tout
r > 0, un Frobenius géométrique F;" de Wi, et un Frobenius géométrique de Wg,., qu'on note FZ .
En appliquant la proposition 2.19(2), on obtient

e([Vi] = dim V[C],4,) = 7 (Fy er(en)+dn) imVyo (1] — dim V[C], 1), ).

Par §5.3.1 la suite (ar(p.)),cy est stationnaire de limite égale a ar(pf,). Par définition la suite
(d(¥r)),en (vespectivement (y(F)), o) est stationnaire (respectivement constante) de limite égale
a d(1so) (respectivement voo(F%)). Done, quitte a changer les notations, on peut supposer que
p: Wk — GLc(V) se factorise par un quotient fini G. Par le théoreme d’induction de Brauer
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[Del73, proposition 1.5], on écrit
V]—dimVIC]= > n(Va)nd§([Va] - [C)),
H<LG,Vy

ou H (respectivement V) varie parmi les sous-groupes de G (respectivement les C-représentations
de H de rang 1) et les n(Vp) sont des entiers. Par linéarité du facteur epsilon, on est ramené a
démontrer le théoreme pour les représentations virtuelles de la forme Ind%f ([V]—=1[C]), ou L est
une extension finie de K et V est une C-représentation de Weil de L, de rang 1, qui se factorise par
un quotient fini H de Wr. Comme on s’interesse a la restriction de Ind%f ([V]—1C)) a Wk, pour r
assez grand, quitte & remplacer K par une extension finie dans K., on peut supposer LN K., = K.
On vérifie que

Resy, " Indyy ([V] = [C)) = Indy " Resy =" ([V] - [C),

en utilisant le cas particulier suivant du théoreme de Mackey.

LEMME 5.3.6 [Isa94, Ch. 5, Problem (5.2)]. Soient G' un groupe fini , H < G et V une C-représen-
tation de H. Si S < G tel que HS = G, alors Res? Ind$; V = IndZ. Res?"H V.

D’ou, par le théoreme 2.14(2),
w. w. Wr,.
(Resty s TndW (V] = [C]), ) = =(Tndl%r Resty 0 (V] = [C]), )

= e(Resy 2 " (V] = [C]) ¥ 0 trp ke, i, )-

On note y: L* — C* le quasi-caractere associé a V. Quitte a remplacer L et K par une extension
finie contenue respectivement dans Lo, et K, on peut supposer L/K admissible (voir §5.1.9), donc
L - K, = L,. Avec les notations de §5.3.2, on a

W,
e(Resy,, " (V] = [C), ¥ o trp, k) = e([xr] = [Le]s¥0r 0 trp, k. )-
Par la définition 5.2.6 et la proposition 5.3.4, il existe s € N, tel que pour r > s, on a
5([Xr] - [17“]’7;[)7" Otl"LT/KT) = 5([Xoo] - [1EL]y¢oo o trEL/EK)'

On note V(xoo) la C-représentation de Weil de Ey, de rang 1, associée & yoo. Par le théoréme 2.14,
on a

(oo = 1B, ], Yoo © tr1, /1, ) = e(Tndy £ ([V (xe)] = [C]), e,

et par §5.3.1, Indxﬁf([V(Xoo)] —[C)) = (Indmw/f ([V]=1C1))so, ce qui acheéve la preuve. O

5.3.7 Pour toute mesure de Haar v, sur Ex, on note v, 'unique mesure de Haar sur K, telle
que v, (Ok, ) = Voo (OE )-

COROLLAIRE 5.3.8. Soient (V, p, N) une C-représentation de Weil-Deligne de K, vy, une mesure de
Haar sur Eg et 0: Eg — p,(C) un caractére additif non-trivial. On se donne une tour admissible
de caractéres additifs (1), telle que Yo, = 6 (voir proposition 5.2.5). Alors il existe un entier
s = 0 tel que pour tout r > s, on a

5(1/7“7¢T7 Vr) = E(Vom 97 Voo)
50(‘/}7%“7 VT) - EO(VOO797 VOO)'

Démonstration. Supposons d’abord N = 0. On a alors
e(Vesthr,r) = e([Vy] = dim V[C), )e(C 1) ™™V
= &([Vi] - dim V[C], ) (O, )™V g .
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N

Par construction, d(¢,) se stabilise & d(0) et v,(Ok, ) est constant égal & v (Og, ). On conclut
en appliquant le théoreme 5.3.5. Pour le cas général, il suffit de remarquer que det(—p(F)) |
VIkn /Ker NT5n) se stabilise en det(—p(F) | VIEx /Ker NTEx), ot F* (respectivement F%) désigne
un Frobenius géométriques quelconque de Wy, (respectivement Wi, ). L’assertion pour gy s’ensuit.

O
5.4 Applications aux représentations de de Rham

5.4.1 Dans cette sous-section, on suppose que C' contienne K®P. On pose K, = FrW(k) et
on note K" son extension maximale non-ramifiée dans K°P et By 'anneau des périodes des
représentations semi-stables de G .

Soit V' une représentation galoisienne p-adique, i.e. un Qp-espace vectoriel de dimension finie
muni d’une action linéaire et continue de Gx. On pose [Fon94a, §5.6.4]

Dpst(v) = h_H)l (V ®Qp Bst)G/v
G'<Gg

ou la limite est prise sur les sous-groupes ouverts de Gi. C’est un K] -espace vectoriel de di-
mension inférieure ou égale a la dimension de V sur Q,. Il est muni d'une action p: Gg —
Autg, (Dpst(V)), semi-linéaire par rapport a 'action naturelle de Gk sur K}*, d’une application
o-linéaire équivariante ¢: Dps (V) — Dpgt (V) et d’un endomorphisme nilpotent équivariant N tels
que N oy =ppo N.

Suivant Fontaine et Perrin-Riou (cf. [Per95, appendice C, §1.4] et [Fon94b, §1.3.5]), on muni
Dpst (V) d'une action linéaire p de Wx en posant

Vwe Wi,  p(w) = plw)e ™).
Le triplet (Dpst(V'), p, N) est une K}*-représentation de Weil-Deligne de K qu’on note abusivement
Dpst (V).

Soient ¢: K — C* un caractere additif non trivial et u une mesure de Haar sur K a valeur dans
C. On pose

e(V,, 1) = e(Dpst (V) @Ko C, 1, ).
Ces définitions prennent tout leur intérét dans le cas d’une représentation de de Rham V ou on a
dimgur Dpst (V) = dimg, V.
Pour tout entier r > 0, on note V, la restriction de V' a Gg,. Comme, Dy (V) = Dpst(V)‘WKT,
on obtient par le corollaire 5.3.8, le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.4.2. Soient V' une représentation de de Rham de G, D5t (V) la déformation
au corps des normes (voir §5.3.1) de Dyst(V), 0: Ex — p,(C) un caractére additif non-trivial et
Voo une mesure de Haar sur Ex a valeurs dans K" (u,(C)). On se donne une tour admissible de
caracteres additifs (), oy telle que 1o, = 0, cf. proposition 5.2.5. Alors il existe un entier positif s,
tel que pour tout r > s,

E(‘/;”awra Vr) - E(Dpst(v)oo ®K§Llr Kgr(ﬂp(c))767 VOO)7
50(1/7“71/}1”7 Vr) = EO(Dpst(v)oo ®K§Llr Kgr(up(c))767 Voo)-

COROLLAIRE 5.4.3. Soient K, la Zy-extension cyclotomique de K, V une représentation de de Rham
de G, Ngr(V) le (¢, V)-module de Berger associé a V (voir [Berg02, théoréme 5.20]), 0: Ex —
p(C') un caractére additif non-trivial et v, une mesure de Haar sur Ex a valeurs dans K" (1, (C)).
Alors, on a (voir définition 3.4.4)

WD(Nar (V) = Dpst (V) (5.4.3.1)
eNar(V),0,v00) = e(Dpst (V) o, @kor K1 (1p(C)), 0, o) (5.4.3.2)

et de méme pour €.
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Démonstration. Dans [Mar04, p. 430], on a noté D5 (V) la représentation semi-linéaire de Gy

obtenue & partir de Dygst (V) qal(kser /K .) Via 'isomorphisme canonique Gal(K*P/Ky,) = Gy, . Par
[Mar04, corollaire 5.9(1)], on a S(Nqr(V')) = Dgg (V) en tant que K;*-modules de Deligne de Ef.
En recopiant §5.4.1, on peut considérer Dig (V) (respectivement S(Ngr(V'))) comme une Kj'-
représentation de Weil-Deligne de Ex ; elle est alors égale a la déformation au corps des normes
Dpst (V) o, de Dyt (V) (respectivement a WD (Ngr(V))), d’ott (5.4.3.1). On en déduit immédiatement

(5.4.3.2). O
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