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STRUCTURE DU GROUPE DES SIMILITUDES
ORTHOGONALES

AKIKO YOSHIOKA

1. Nous avons un theoreme, ce qu'on appelle le theoreme de Cartan-
Dieudonne, sur les generateurs du groupe orthogonal: Toute transformation
orthogonale a n variables sur un corps de caracteristique =̂= 2 est un produit
de n symetries au plus, et sur un corps de caracteristique 2 elle est un
produit au plus de n transvections orthogonales, sauf un seul cas, [1] ou
[3]. C'est une generalisation d'un resultat obtenu par E. Cartan, relatif au
corps des nombres reels ou au corps des nombres complexes [4]. II nous
semble qu'il soit important d'etudier les involutions des groupes classiques,.
non seulement pour savoir la structure de ces groupes eux-memes, mais aussi
pour determiner les automorphismes ou les isomorphismes de ces groupes.
Parce que la plupart des methodes pour determiner ces automorphismes ou
ces isomorphismes repose sur la consideration des involutions et sur le fait
qu'un automorphisme ou un isomorphisme transforme une involution en
involution. Comme il est possible qu'un produit de deux symetries ou bien
de deux transvections orthogonales devienne une involution orthogonale^
il est naturel d'avoir la question suivante: Si une transformation orthogo-
nale se represente comme produit des involutions orthogonales, combien d'in-
volutions sont-elles necessaires au minimum pour representer une transfor-
mation orthogonale? C'est une question posee par Prof. H.S.M. Coxeter*
Un resultat obtenu par M.J. Wonenburger donne une reponse dans un cas,
c'est-a-dire, dans le cas ou le corps est de caracteristique =^2 et que la
forme quadratique est non degeneree d'indice nul. Dans ce cas, une trans-
formation orthogonale peut se representer comme produit de deux involu ions;
orthogonales [5].

D'autre part, si n est impair, le groupe des similitudes orthogonales est
produit direct du groupe orthogonal et du groupe des homotheties. Mais,
si au contraire n est pair, le groupe des similitudes orthogonales n'est pas
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en general produit direct du groupe orthogonal et du groupe des homotheties.

Ce produit direct est un sous-groupe distingue dans le groupe des similitudes

orthogonales. On ne connaissait peu le groupe quotient du groupe des

similitudes orthogonales par ce produit direct, sαrtout dans le cas oύ le

corps est de caracteristique 2. Alors, dans ce travail, nous allons etudier

le groupe des similitudes orthogonales sur un corps de caracteristique 2, en

€tant en connexion avec une generalisation du theoreme de Cartan-Dieudonne

et la question de Coxeter.

2. Rappelons d'abord les notions et les notations dont nous aurons a

nous servir. Soient K un corps commutatif de caracteristique 2 et E un

espace vectoriel a droite de dimension n. Une forme quadratique sur E est

dέfinie comme une application Q de E dans K qui satisfait a une identite

de la forme

(1) Q(xa + yβ) = Q(x)a* + Q(yψ + f(x, y)aβ

pour tous a,β^K et tous %,y^E, oύ / est une forme bilineaire sur ExE.

Cette forme est alternee et entierement determinee par Q. Pour tout sous-

espace vectoriel V de E, Γensemble V° des vecteurs de E qui sont orthogo-

naux a tous les vecteurs de V par rapport a / , est dit sous-espace orthogonal

a V. On dit qu 'un sous-espace V est isotrope ou totalement isotrope, suivant que

yπF°^={o} ou VQV°. U n vecteur x de E est dit singulier si Q(x) = 0; un

sous-espace V de E est encore dit singulier si Q{x) = 0 pour tout x dans V.

ζ)n appelle Γindice de Q la dimension maxima des sous-espaces singuliers de

E et on le designe par v.

Dans tout ce travail, on fixe une forme quadratique Q non degeneree

*et non defective. En consequence, Γorthogonalite dans E soit toujours

entendue par rapport a la forme alternee / definie par la formule

(2) Λχ,y) = Q(χ) + Q(y) + Q(χ + y).

Dans ce cas, £° se reduise a o et n doit etre pair: n = 2m. Une fois pour

toutes, on fixe une base symplectique (eu ,βTO, e'u ,e4> telle qu'on ait

f(ei9e'j) = δij9 /(β l fβy) = 0, /(βί,βJ) = Of l ^ ί , j£m.

Le Lemme suivant est bien connu (par exemple, cf. [2] p. 33).

LEMME 1. Pour tout vecteur singulier a de E et tout plan non isotrope P con-

tenant α, il existe dans P un vecteur singulier et un seul b tel que f{a9b) = 1.

De ce lemme et de Γhypothese E° = {o}, on deduit immediatement le
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lemme suivant.

L E M M E 2. Soit v Γindice de Q. On peut choisir dans E une base symplecύque

< î> *, €m9 e[i ' ' »^n) telle que eί9 ,ev, e{, ,eύ soient les vecteurs singuliers.

On appelle similitude symplectique (relativement a la forme /) une trans-

formation lineaire u de E verifiant la relation

(3) f{u(x), u{y)) = f(x,y)μ» pour tous x, yeiE,

oύ μu est un element du groupe multiplicatif i£* des elements non nuls de

K, appele le multiplicateur de u. Les similitudes symplectiques forment le

groupe des similitudes symplectiques, note GSP2m(f), ou simplement GSP. Les

similitudes symplectiques de multiplicateur 1 sont appelees transformations

symplectiques; elles forment un sous-groαpe distingue SPin(f) (ou Sp) de

GSPiJf); SP2m(f) est dit le groupe symplectique.

LEMME 3. Soient V un sous-espace non isotrope de E est V le sous-espace

orthogonal a V. Alors, on a la somme directe E = V ® V. Si une transformation

u de GSP2Jf) laisse globalement invariant V, u laisse aussi glob dement invariant

V.

Le premier enonce est facile a voir, comme on peut etendre une base

symplectique de V a celle de E. Ensuite, pour un vecteur y de V, soit

u{y) = x + x, X E F , ̂ ε f . Supposons que x ^ o. Comme V est non isotrope,

il existe dans V un vecteur xr tel que f{x,x') ^ 0. Soit x" le vecteur de

V tel que u{x") - xf. Alors, on aurait que f{u{y), u{xff)) = f{x + x,xf) =

f(x,x') + f{x,x') = f{x,x') =¥0. D'autrepart, ona/(«(J), u{x")) =

Done, on a necessairement x — o.

Remarque 1. Soit u une transformation lineaire de E et soit U =

la matrice correspondant a u par rapport a la base <elf ,em, e{, ,^4>,

oύ 4̂, ^ , C, Z) soient les matrices carrees a m lignes et m colonnes: u{ej) =
m m m m

Σeiaίj+ ΣίelCijl u(e'j) = tleibiJ+ He[dih l<j^m. La condition que u
i = l f = l i = l i = l

appartienne a GSP equivaut a celle que (Q Q) laisse (Q QJ semi-invariant:

Xc D)italic D) = (°Eμ"o)- Donc' pour que u soit une similitude

symplectique de multiplicateur μw il faut et il sufϊit que les matrices A, B,

C, D verifient les conditions suivantes:
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CCΛ + 'AC = O,

(4) 'AD + *CB = μuE,

ιDB + 'BD = O.

On appelle similitude orthogonale (relativement a la forme quadratique Q)

une transformation lineaire u de E verifiant la relation

(5) Q{u{x)) = Q{x)μu pour tout

oύ μu^K* est encore dit le multiplicateur de ^. Le groupe forme de toutes

les similitudes orthogonales est dit le groupe des similitudes orthogonales et note

GO2m(Q) ou GO. Les similitudes orthogonales de multiplicateur 1 sont appelees

transformations orthogonales et forment u n sous-groupe distingue O2m{Q) (ou O)

de GO2m{Q); O2m{Q) est dit le groupe orthogonal.^

Pour un vecteur non singulier a de E, considerons une transformation

lineaire υ de E definie par υ{X) = X + α - 4 r r ^ Comme on a Q(t;(jc)) =

Q(α) ^ ? 2

) 2 +/(y,α) ^ ^ = Q{x) pour tout JC de E, v est une
jd) %{&)

transformation orthogonale: μv — 1. De plus, v laisse invariants tous les

vecteurs de Γhyperplan orthogonal a a. Nous dirons qu'une telle transfor-

mation est une transvection orthogonale definie par le vecteur α.

Remarque 2. La formule (2) montre qu'une similitude orthogonale est

une similitude symplectique de meme multiplicateur, des que la forme

quadratique est supposee non defective. Alors, on a GOQGSP, OQSP. II

est facile a voir que, pour un element u de GSp9 les conditions Q(u{ei)) =

Q(u(e'i)) — Q{ei)μu, l^i^m, sont equivalentes a celle qu'on a

3. Dans tout ce numero, supposons que Γindice ι> άe Q soit non nul.

PROPOSITION 1. Pour tout u de GO2m{Q)9 il existe un vecteur singulier x dans

E et au plus de deux transvections orthogonales vί9 v2 tels que Von ait u^x) = xμu

ou ux — υxu ou = v1v2u.

Modifiant la methode due a E. Cartan, nous demontrerons la proposi-

tion.

χ) Dans la thέorie des groupes en question, le corps de base sur lequel on se pose joue un
role essentiel. Done il faudrait noter les groupes GO2m(K,Q), GSP2m(Kif)) etc., avec le
corps K. Mais, dans ce travail, le corps sera fixe toujours, alors, pour la simplicite on les
notera GO2m(Q), GS^Jf), etc.
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STRUCTURE DU GROUPE DES SIMILITUDES ORTHOGONALES 225

Cas I: II existe un vecteur singulier x tel que f(x, u(x)) =¥ 0.

Si Γon pose a = u{x) + xμu, on a Q(a) = Q{x)μu + Q{x)μi + f{u{x),x)μu=

f(u(x), x)μu^r0. Alors, on peut definir une transvection orthogonale v telie

que v(X) = X + a f{*'^ . Des que υ{u{x)) = u{x) + a f ^ \ a ) = u{x) +

(U{x) + Xμu) AUW> U(x) + xμu) = χμ^ p o u r t o u t v e c t e u r χ
j{U{X), X)μu

une transformation cherchee.

Cas II: Pour tout vecteur singulier x on a /(jc, M(JC)) = 0.

Le sous-espace engendre par x et u(x) est singulier. Alors, il existe un

vecteur z dans E tel que /(JC,Z)=V0 et f(u{x),z) =¥0, parce que Γon a sup-

pose que EQ = {o}. Le plan P engendre par x et z est non isotrope,

D'apres le lemme 1, il existe un vecteur singulier y dans P tel que f{x9y) = l.

Comme y s'ecrit xa-\-zβ, avec /3 =̂  0, a,β(=K, on a f(u(x),y) = f(u{x),xa+zβ)

= f{u(x),x)a + f(u(x),z)β = f{u{x),z)β^0. Posons α^JcH-^ et a2=u{x)+yμu.

Comme ©(αj = f(x,y) =¥ 0 et Q(α2) = f{u(x),y)μu =̂= 0, les vecteurs singuliers

«! et α2 definissent les transvections orthogonales vx et t;2, respectivement:

On voit alors comme ci-dessus que υx(y) = x et I;2(H(JC)) = ,̂«M. On a

done fi(^2(^W)) = v^yμj = vx{y)μv, = xμu. En posant Mj = v^u, on a ^^0;) =

PROPOSITION 2. & ^ ώ^j /̂  cas oil m = 2, if = i^* ^ ^ ^wί u de GO2m(Q)

il existe des vecteurs singuliers x, y dans E et un nombre fini de transvections ortho-

gonales wl9 ,w, tels que Γon ait f{x,y) =¥0, u2(x) = xμu, u2{y) = y, oύ u2 =

( Π Wi)u. Dans le cas oύ m = 2, K — F 2 , pour tout u de O2m{Q) il existe des vec-
ί = l

teurs singuliers x, y dans E et un nombre fini d'involutions orthogonales wλ. * ,ws

s

tels que Γon ait f{x,y) =¥0, u2{x) = x, u2{y) = y, oύ u2 = ( Π w^u.
i = 1

Etant donne un element u de GO2m(Q), soient x et ux un vecteur sin-

gulier et une similitude orthogonale satisfaisant aux conditions de la pro-

position 1. Soit Hx Γhyperplan orthogonal a x. D'apres le lemme 1, il

existe au moins un vecteur singulier y qui n'appartient pas a Hx. De la

proposition 1, on a que f(u1{x)9 u1{y))=f{x, y)μUί = f{x, y)μu

2\ et que f{u1{x)9

Ui(u)) = fix?*, uAu)) = Ax9Ui(y))/*». A 1 o r s on a Ax,y)=f{x9u1{y))9 ce qui

entraϊne f{x,y + ux{y)) = 0, e'est-a-dire que y + ux{y) appartient a Hx.
2) Par la definition du multiplicateur, on a puv

 = f*uJuv e t P-vr1 — ̂ 1* pour tous u, v

https://doi.org/10.1017/S0027763000013970 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000013970


226 AKIKO YOSHIOKA

Cas I. II existe un vecteur singulier y n'appartenant pas a Hx tel

qu'on ait f(y, ux{y)) ^ 0.

Si Γon pose a = y+u1(y), on a Q(a) = /(#, ^(if)) ^ 0 et on a une

transvection orthogonale M; definie par a: w(X) = X -\- a *^. 9^ . Cette

transvection w transforme ux(y) en # : wiu^y)) = #. Comme on a a^Hx, on

a tt (jc) = x. Si Γon pose u2 = wu19 on obtient que u2{x) = w{u1(x)) = w(xμu) =

w{x)μu = xμu, u2(y) = w{u1(y)) = y. On a une transformation cherchee w2 = wu1

= wvu ou = wvxv2u.

Cas II. Pour tout vecteur singulier y n'appartenant pas a Hx, on a

(i) w = l. Soit x un vecteur singulier tel que ux(x) = xμu. Par le

lemme 1, il existe un vecteur singulier y tel que x, y se composent une

base symplectique. Soit (a λ la matrice correspondant a uγ par rapport
\c (z /
(\c

a cette base. Des conditions auxquelles x, uλ satisfont, on constate que

& — Pu> c = 0. De plus, l'equation f{y,u1{y)) = Q entraίne f{y9 xb + yd) = b—0.

Puisque u1 est dans GO2{Q), on a Q{x + y)μUί = Qiu^x + y)) = Q{u1{x) + ux{y))

=:Q(xμu

Jr yd) = μud. D'autre part, comme les vt appartiennent a O2(Q),

on a μu = jκttl et Q(x + if)//ttl = Q{x + if)^tt = μu. Done, on a J = l,c'est-a-

dire qu'on a ux{y) = y. On prend ux comme u2 '. u2 = t;^ ou = υxv2u.

(ii) m > 1 ^ et w^^) sont lineairement dependants. Soit ux(y) = ί/α.

Comme on a que f{x,y)μu = f(x,y)μUί=f{u1{x), u1{y))=f(xμu,ya) = f{x,y)μua,

on a necessairernent « = 1. D'oύ on a ux{y) = y, ux{x) = xμu. On prend

ux comme u2 : u2 — vu ou = v1v2u.

(iii) m>l;y et ^j(^) sont lineairement independants sauf pour m = 29

K = F2.

D'abord, nous allons verifier dans le cas K^F2.

Supposons en premier qu'on ait Hy — HUl(y)9 oύ Hy et HUχ{v) designent

les hyperplans orthogonaux a y et a ux{y), respectivement. Des que

E — Hy® xK = HUί(y) © xK tout vecteur arbitraire % de E peut etre ecrit

comme z = h + xa, h G Hy = HUί{y), a G K*. En consequence, on a que

/(if + Ki(#),s) = /(if + uM, h + xa) = /(if, Λ) + /(«!(if),Λ) + /(y + u1{y),x)a = 0.

Ceci signifie que Hy+Ul(y) = E, ou Hy+Ul{y) est Γhyperplan orthogonal a

i/ + Wj(if). C'est contradictoire a Γhypothese que £° = {o}. Par consequent
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on a Hy =% HUί(y). De plus on a Hx^Hy, Hx =V HUί(y), parce que Ton

a f{x,u1(y))=f{x,y)*0. Soient M=Hxf)Hy, N = HxΓ\HUι(v)*\ Les sous-

espaces M et N sont non isotropes de dimension 2m — 2. Si Γon suppose

que M = N, pour un vecteur arbitraire w de M, on aurait /(in, y) — 0,

/ (jτι, ux {y)) = 0, par suite / (m, y Λ- ux [y]) = 0. D'autre part, on a

f(x9y + ^i(#)) = 0 et f(y,y + #i(#)) = 0. Done, Λ:, #, M seraient contenus

dans Phyperplan Hy+Uliy), ce qui entraίne la contradiction. En consequ-

ence, il existe un vecteur z contenu dans M mais non contenu dans N.

Supposons ensuite qu'on ait f(z, m) — 0 pour tout vecteur arbitraire m

de M. Comme tout vecteur arbitraire e de E peut s'ecrire e = xa + yβΛ- mϊ,

a, β, Ϊ^K, on aurait f(z,e) = f(z,x)a + f{z,y)β + f(z,m)T = 0, contrairement

a Γhypothese £° = {o}. Done, il existe un vecteur zr dans M tel qu'on ait

f{z,z')^vθ. Si z est singulier, par le lemme 1 il existe un vecteur singulier

z" dans le plan engendre par z et z' tel qu'on ait f{z9z
rf) % 0. Soit

^ = 2τ -f z". Comme Q(z) = Q{z) + Q{z") + f{z,z") =¥ 0, ί est un vecteur non

singulier dans M. Nous allons montrer qu'on peut choisir % tel que z&HUl(yy

D'abord soit z"&HUι{y). Si z etait dans HUl(y), z = z + z" serait contraire-

ment dans HUχ{yy Done, danc ce cas z n'appartient pas a HUl(y). Ensuite

soit z"$HUliv). Si x est dans Hum, on a 0=f(z,uί(y))=f{z,u1(y))+f(zfr,u1(y)),

alors on a f{z,u1{y)) = f(zff,u1(y))^0. Comme on a suppose que K^F2,

on peut prendre un autre vecteur xr — z + z^α, α =¥ 1, 0 dans M. On en

deduit que f(z\ux(y)) = f{z,u1[y)) + f{z",ux{y))a = f{z9ux{y)) (1 + α) =¥ 0 et que

Q(ί') = Q(a? + ̂ 'α) = /(^z'Oα ^ 0.

Partons d'un vecteur non singulier z choisi comme ci-dessus: z^Mr

z&HUl(y). Comme K a plus de deux elements, on peut trouver un element

«^fθ de K tel que t = xa + z satisfait a la condition: fiu^y)^) = f{ux{y)9

xa + z) = f{uί(y),x)a + f{ux{y),z) =V 0. Alors, £ est non singulier, /(#,£) =

f(y,x)a + f(y,z) = f(y,x)<χ ^ 0 et /(*,*) = /(x f ϊ) = 0. Comme # est singu-

lier, d'apres le lemme 1 il existe un vecteur singulier t tel que t = y + tβ,

et f(yj)*rθ. On en deduit que f{uί{y),t)=f{uί(y),y) + f(u1{y),t)β

Posons aλ = y -\-1 et a^u^y) + f. Comme Q(αj) = f{y,t) =¥ 0 et Q{a2) —

f{u1(y)9t)
zτh0, les vecteurs non singuliers αi et α2 definissent les transvections

orthogonales ^ et w2, respectivement: ^(X) = X -f α̂  ^< ff ί = 1 2

3) Nous suivons le meme raisonnement que celui qui fait par tie de la demonstration de la
proposition 14 (de la premiere ligne jusqu'a la 19-eme ligne de p. 43, [1]).
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On a alors que wι{t) = t + (y + t) J&JL + ίL^y et w2(ux(y)) = ux{y) + {ux(y)
J\V* *)

+ ') = f= f. Comme on a que /(*,«»,) = f(x,y + ϊ) = f(x,
)91)

V + y + tβ) = f{x, t)β = 0 et f(x, a2) = f(x, ux(y) + ί) = /(*, ̂ (#) + # + *$ =
/(JC, ux{y) + if) + /(x, ί)j3 = 0, on a ^(JC) = Λ: et w2(x) = JC. On en conclut

•que ^(^(^lί*))) = WiiWiixμJ) = Xf*u9 w^w^u^y))) = wx{t) = y. On arrive a

une transformation cherchee u2 = w1wzu1 = w1w2vu ou = ^ ^ ^ I ^ M .

Ensuite, nous allons verifier dans le cas K = F2, m>2. Le sous-espace

y defini par Λ; et Mπ N est de dimension 2m — 2. Comme 2m — 2 > m, V

n'est pas singulier et il existe un vecteur non singulier z dans V tel que

s = x +1, t^MπN. Comme Q{z) — Q{t), t est un vecteur non singulier.

Avec ces deux vecteurs non singuliers % et ί, on peut suivre le meme rai-

sonnement qu'apres la ligne 28 de la page derniere, et on peut arriver a la

meme conclusion.

(iv) m — 2, K—Fz\y et ux{y) sont lineairement independants. Avec

le meme raisonnement et les memes notations que (in), dans ce cas on obtient

dim V = 2. Done, nous avons la possibility que V soit singulier, et nous n'y

pouvons pas continuer la meme demonstration que dans la page derniere

En realite, dans ce cas, on a necessairement v = 2. Car, comme y, ux{y)

sont singuliers avec f(y, ux{y)) = 0 et que y, u^y) sont lineairement indέpen-

dants, le sous-espace defini par y, ux{y) est singulier et de dimension 2.

Alors, d'apres le lemme 2, il existe une base symplectique <elf β2, e[, e£>,

composee de vecteurs singuliers. De plus, on peut prendre x comme

«i ^i(ei) = eι- S o i t ui(ei) = eia + eΦ + e{<*' + e'2β'. L'hypothese f{e[, u1{e[)) = 0

entraίne a = 0. L'equation 0 = Q{e[) = Q {μx{e{)) = Q(e{af + e'2β') + ββ' = ^

entraίne 0 = 0 ou j3r = 0. Si on avait α r = 0, on aurait 0 ^ f{el9e{)=f{u1(eι)f

Λi(βί)) = fiβ^ezβ + <?2'β') = 0. Done, on a a' = 1. Pour β = 0, β' = 0, on a

uγ{βι) — ef

u et on prend ^ comme w2.

D'abord, soient β = 1, j3' = 0 : ux{e[) = e2 + e[. Prenons une transforma-

t i o n wx telle q u e wx{ex) = el9 wx(ez) = e2, wx{e[) = e 2 + e[, w1{e'2)=e1 +e'2. C e t t e

/I 0 0 1\

transformation ^ correspond a la matrice (Q o 1 0 P a r r a P P o r t ^
\0 0 0 1/

<e1,e2,eί,β2>. En vertu des remarques 1, 2, on a wx^Oι. On voit que

^iWβi)) = Witei) = βi et que w1(
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On voit facilement que w1 est une involution orthogonale. On obtient

U2 = WiϋU OU = WιV1V2U.

Ensuite, soient β = 0, βf —1 : ux(e[) = e[ + e2. Prenons une transformation

w2 telle q u e w2(e1) = e19 w2(e2) = e2, w2{e[) = e[, w2(e'2) = e2, d o n t la m a t r i c e

/I 0 0 0\
est Λ Λ . En vertu des remarques 1, 2, on a encore w2^O4, et w2 est

\0 1 0 0/
une involution orthogonale. Enfin, on a w1{w2(u1{e^)) = ^(^(βi)) = ^ ( e j = ex

et wj (w2(ί<i(βί))) = w^w^ei + βί)) = w1(w2(βί) + w2(e£)) = Witeί + e2) = ^(βί) + ^fe)

= e2 + ej + e2 = e{. En posant ^2 = wxvu ou = wxvxv2u ou = wxw2vu ou

= w1w2vίv2u, la proposition est entierement demontree.

4. Designons par /zα Γhomothetie associee a un element a de K*:

ha{x) = xa. On appelle semi-involution une transformation lineaire w de E

telle que w2 = ha pour un element a de K*.

T H 6 O R E M E 1. Pour tout u de GO2m{Q), il existe une semi-involution w dans

GO2m{Q) telle que w2 = hμu.

Nous sommes amenes a distinguer deux cas I, II, suivant que Q est

d'indice v = 0 ou d'indice v > 0.

7-i: v = 0; pour tout JC de is on a f(x,u(x)) = 0.

Si Γon pose u{x) = x + y, on a f{u{x), u(y)) = f{x,y)μu=f(x, u{x))μu=0,

0 = Ax + #, «(if)) = /(*, M(^)) = /(*, ̂ 2(x) + u{x)) = Ax, u2(x)). D'autre part5

on a Q(u2(x)) = Q(x)μl D'oύ on a Q(M2(JC) + xμu) = Q(u2(x))+ Q(x)μl + Aui{x).

x)μu = 0. Selon Γhypothese que v = 0, on a &2(JC) + jc//tt = 0 pour tout x

dans E, c'est-a-dire que u est elle-meme une semi-involution orthogonale

telle q u e u2 = hμu.
4^

Remarque 3. Dans ce cas 1-1, si u n'est pas identique u ne peut ap-

partenir a O2m{Q). Car, si u<=O, on aurait Q(x + u(x)) = Q{x) + Q{u{x)) +

f{x, u(x)) = Q(x) + Q(x) + f(x, u{x)) = 0. En consequence, il existe un vecteur

singulier, contrairement a Γhypothese v — 0.

Remarque 4. Soit [/ = (Q JΛ la matrice correspondant a M. De la

condition f{x, u{x)) = 0, les matrices A, B, C, D doivent etre telles que
ZB — B, *C = C, ZA = D. En considerant les relations (4) on arrive aussi a

U2 = μuE.

4) Pourtant ce fait est vrai aussi pour v>0.
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Cas 1-2: v = 0; il existe un vecteur JC0 dans E tel que f(x0, u(x0)) =¥ 0.

Nous procederons par recurrence sur m.

rn = l. Soit <e,e'> une base symplectique, et soit (^ J j la matrice

correspondant a u par rapport a cette base. Comme u^GO29 on a Q{e)μu

= Q(u(e)) = Q(e)a* + Q(e')c2 + ac et Q(e')μu = Q(u(e')) = Q{e)b2 + Q(e')d2 + bd.

Si c = 0 on a μu = a2 et si # = 0 on a μu = J2. Dans ces cas, on peut prendre

ha ou hd comme w, oύ /zα et hd designent les homotheties associees aux

elements a et d, respectivement.

la JL (fl2 + ^ j \
Prenons une matrice W ayant la forme \ c . Soit w la

7 \c a I

transformation dont la matrice par rapport a la base <e,e'> est W. On

voit aisement que w est une similitude symplectique de multiplicateur μu et

que w est une semi-involution telle que w2 = hμu. Montrons ensuite que

w&GO. Comme on a w(e) - ea + e'c = u{e), on a Q{w{e)) = Q(u(e)) = Q{e)μu

et Q(e)μu = Q(e)a2 + Q(e')c2 + ΛC. Si μu = α2, on peut prendre Γhomothetie

ha comme w. Done, on peut supposer que a2 + μu ^ 0, et ^
{(?(e')c2 + ac}. Alors, on a Q(w(e')) = β(β-^-(a2 + μu) + e'a) = Q(e)\(a*+μuY

+ Q(e')a* + -?- («2 + ft,) = {α.(e')c2 + β c } ^ (β2 + S

QW)^^ D^ l a remarque 2, on constate que

m — 1. Revenons a x0 tel que /(JC0, M(A:0)) ^ 0. Posons /(JC0, M(JC0)) = ,̂

JCO-~- = βi et M(X0) = e[. Prenons le vecteur a = e1λ + e{ n{ \ + u(e{) — .

Si le vecteur α est nul, on a #(eί) = eλλμu + e[ . D'autre part, on
Q\β)λ

a u(e^) = e{ -y-. Dans ce cas, posons MJ = u. Si le vecteur α n'est pas nul,

comme on a Q(α) = ^ x h /(e l f ^(e()) — =V 0 (̂  = 0 !), le vecteur non

singulier a definit la transvection orthogonale v : v{X) = X + « rv*\ '

Comme on a /(βί, α) = f{e[9exX+e[

u(eί)) -f- = λ + i/*.-τ- = 0, on a »«(«,) = »(«(e,)) = »(eί -i- ) = »(eί) 4 ^ = «ί -y"

Ensuite, on a f(u(e[),ά) = f(u{e{), e,λ + eί-γ^. + «(βί)—) = f(u(e{), ejλ

+ f(u(ei),e{) \ =f(u(eί), ejλ + -γ^-y = Q(a)μu. On a done wa(eί) =
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v{u{eί)) = u{eί) + Uλ + eί \ + u{e[) -\-\μu = exλμu + e[ -jyKy- . Dans

ce cas, posons ux = vu. II est facile a voir que μUl — μu.

Considerons le plan P engendre par les vecteurs ex et eί, et prenons

une base symplectique (eue2, ,eTO, eί, e£, , βm> Alors, P est non isotrope

et e2, ,em, e£, ,e4 engendrent le sous-espace P orthogonal a P. Comme

#! laisse invariant P, ^ laisse aussi invariant P, d'apres le lemme 3. De-

signons par ux et Q les restrictions a P de uλ et de Q, et par / la forme

alternee determinee par Q. C'est evident que Q est de Γindice nul et que

Q est non degeneree et non defective. Ainsi, s'il existe un vecteur x0 dans

P tel que /(x 0, U^XQ)) =V 0 d'apres Γhypothese de recurrence il existe une

serni-involution w sur P telle que ϊϋ2 = hμΰί et wεG02(m-i)(δ). Mais3 si pour

tout vecteur x dans P on a /{x^β^x)) = 0, en vertu de 1-1, on a ΰ\ = hμu.

En tous les cas, il existe une semi-involution w dans GίO2(m-i)(Q)

Soit ( 4 "S) la matrice correspondant a w par rapport a la base

<e2, * > eTO, ej, β,e4>. Des proprietes de ϊϋ telles que ΰ)<^GSP2ίm l } (/) et

^ 2 = /z/ιtt, les matrices A, 5 , C, 5 doivent satisfaire aux conditions suivantes:

<CA + ϋAC = O,

(6) 'AC + ϋCB = μuE,

'DB+'BD^O;

(A)2 + BC = CB + D2 = μuE,

(7) AS + ED = O,

7M. Condiserons la transformation w; sur £ dont la matrice par rapport

o _ Λμtt _\

a la base <e l fe2, ,eTO,eί,e2', ,e^> est de la forme ^ & . En uti-
^ - 1 o I

C D1

lisant les relations (6), on voit que cette matrice satisfait aux relations (4)

et done que w est une similitude symplectique de multiplicateur μu. En

utilisant les relations (7), on voit que le carre de cette matrice est egal a

\O E) ' e t done que w est une semi-involution telle que w2 = hμu.

Montrons finalement que w^GO2m{Q)- Comme id2 = hμu et ^GGO2 ( r o-1 )(Q),

on a Q(x)μ^ = Q{id2(x)) = Q(xμu) = Q(x)μl pour tout x de P et on a done

μw = μu Pour tout f, 2^i<m, on a
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= Q(ei)μu et de meme Q(w{e't)) = Q(el)μu. De plus, comme on a e[ = u(x0)

= ufaλ) = uiejλ, on a QMe,)) = Q (eί - |-) = ©(*(«?,)) Q f o ) ^ et Q(w(eί)) =

^μJ = QfeiΛ)/4 = Q{u{eι)λ)μu = Q{e[)μu. D'apres la remarque 2, on a

//: v > 0.

Montrerons le theoreme par recurrence sur m.

Soit <e,e'> une base symplectique composee de vecteurs singuiiers.

Prenons la transformation w a laquelle correspond la matrice L fy\ On

voit aisement que W<EGO2 et que w2 = hμu.

Soit £ un sous-espace de E de dimension 2(m — 1), et soit Q une forme

quadratique definie sur E, non degeneree, non defective et d'indice v > 0.

Supposons maintenant que pour tout ΰ de GO2(m-1)(Q), il existe une semi-

involution w dans GO2(m-i){Q) t e U e que id2 = */.„. Soient JC, ̂  des vecteurs

singuliers et soit u2 une similitude orthogonale, obtenus dans la proposition

2. Signalons que μU2 = μu. En posant x = ex et V—FΓ^—r=βί> on a ^2(βi)

= βiiutt et uz{eί) = e[. Soit (eu e2, , em, βί, βj, , ê > une base symplectique

de E. De meme que dans le cas I, soient P et P les sous-espaces engendres

par (eue[y et <e2, ,em, e'29 ,e4>, respectivement. D'apres le lemme 3, w2

laisse invariant P. Soient U2 et Q les restrictions a P de u2 et de Q. Si

Γindice v de Q est positif, Γhypothese de recurrence assure Γexistence d'une

semi-involution to telle que w2 = ^^ 2 et weGΌ2(m_υ(Q). Si Γindice y de Q

est nul, d'apres le cas I, il existe aussi une telle semi-involution w dans

G02(w-i)(O) De plus, comme μ^2 = μU2 = μu, on a «52 = hμu et /es = μu.

Soit ( 4 "§) la matrice correspondant a M; par rapport a la base

<e2, ',em, eί, ,β4>. Alors A, B, C, .D satisfont aux conditions (6) et (7).

Prenons la transformation w sur E dont la matrice par rapport a (eue2, ,

jo _ μu \
emi e'l9 eί, ,^4> est A B \ Comme dans le cas I, on voit que

I 1 - ° - I\ C D1

w^GSP2m(f) et w2 = hμu. De plus, pour tout /, 2^i^m, Q(w(ei)) = Q(ei)μu

et Q(w{eD) = Q{ef

t)μu. Pour eί9 eί, on a Q{w{eλ)) = Q{e[) = 0 = Q{ex)μu et

0(w(βί)) = Q&iVv) — Qiejμl = 0 = Q(eί)μu. On constate done que w^GO2m{Q).

Nous avons complete la demonstration.
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5. Dans tout ce numero, nous supposons que K ^ F2.

L'application u-+μu de GO2m(Q) dans K* est un homomorphisme dont

le noyau est le groupe orthogonal O et que Γimage est un sous-groupe M{Q)

du groupe multiplicatif K*. Pour un element arbitraire 5 de K*, on a

Q(hs{x)) = Q(xs) = Q{x)s2, et done μht = s2. Alors, on a toujours K*2QM{Q).

Designons par H le groupe forme de toutes les homotheties.

LEMME 4. Pour qu'une similitude orthogonale appartienne a OxH il faut et

il suffit que son multiplicateur soit un element cane dans K*.

En effet, si un element u de GO appartient a OxH, u s'ecrit u = u'h9,

u'&O, S G K * , et on a μu = μu,μhs = s2. Inversement, si μu est un element

carre s2 dans K*, du fait que μuhs-i = P-u^n.-i = s2s~2 = 1, ur — uhs.i

appartient a O. Done M = u'hg appartient a OxH.

De ce lemme, on voit que le groupe OxH est un sous-groupe distingue

dans GO. En effet, pour un element u'hs de OxH et pour un element

arbitraire υ de GO, on a μvunisV-
1 = μvP-utP-h^Ί1 = s2. Done, vu'hsv~ι appartient

a OxH.

Si M(Q) coincide a K*2, GO coincide au produit direct OxH. Mais,

en general, on a Γisomorphisme non trivial de ^ ^ I OxH s u r M{Q)/K*2.

THέoRέME 2. On peut prendre des semi-involutions orthogonales comme represen-

tants du groupe quotient GOimkQ) /Q2(Q\XJJ: Une similitude orthogonale u peut etre

ecrite sous la forme u — whβ Π wi9 oil μu = aβ2, a est un element non carre dans
i = l

K*9 w est une semi-involution orthogonale telle que w2 = ha, et wί9 > ,wr sont des

transvections orthogonales, r^2m.

Pour un Element u de GO, en vertu du theoreme 1, il existe une semi-

involution wf dans GO telle que w'2 = hμu. Comme on a Q(x)μw/
Z = Q{w'2{x))

— Q{hμu(x)) = Q{xμu) = Q{x)μl pour tout vecteur non singulier x, on a

J"M>/ = j"u En consequence, comme μwr
x

u — l^Pv. ='ΛVw = 1» wf~ιu — u'

appartient a O. Soit μu = aβ2, a n'etant pas d'element carre dans K*. Si

Ton pose w=wfhβ-*, on a que w^GO et que μw = μw,μ}ιrί = μuμhri — aβ2 β~2 = a.

On a alors que w2 = w'hf^w'h^ = wr2hβ-z = hμuhβ-^ = haί>*hβ-* = ha. D'oύ u

peut etre ecrit comme u = w'ur = whβu
r oύ w2 = /zα, u'<aθ. D'apres le

theoreme de Cartan-Dieudonne, ur est produit de 2m transvections orthogo-

nales au plus. On etablit le theoreme.
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6. Dans le cas K = F2f on a GO = O. Sauf pour m = 2, i> = 2, le

theoreme de Cartan-Dieudonne est etabli. Nous allons verifier le cas K=F2,

m = 2, v = 2. Soit weO. D'apres le cas I dans la demonstration de la pro-

position 1, s'il existe un vecteur singulier x tel que f(x, u{x)) =¥ 0, il existe

une transvection orthogonale v telle que ux = vu laisse invariant x. Pour

le cas II dans la proposition 1, comme on peut trouver une base symplec-

tique composee de vecteurs singuliers, on a f(e, {u{e)) = 0 pour tout vecteur

de cette base. Alors, on peut appliquer le cas 1-1 dans la demonstration

du theoreme 1 oύ la valeur de Γindice est independante du calcul. Par

consequent on constate que u est une involution orthogonale. Supposons

maintenant que u ne soit pas d'involution orthogonale. Voyons le cas II-

(iv) dans la demonstration de la proposition 2. Soient el9 e'1% wx et w2 tels

que f{eueί) = 1, u2{e1) — eu u2{e[) = e[> u2 = wιw2uι ou = w1uι et soit <e1,e2,

βί,β2> une base symlpectique composee de vecteurs singuliers. Comme u2

laisse invariant le plan non isotrope engendre par ex et eί, u2 laisse aussi

invariant le plan engendre par e2 et ejj, d'apres le lemme 3. La matrice

correspondant a u2 par rapport a cette base doit etre de la forme

/I 0 0 0\

0 0 1 0 ' a> P* ^' ^ G ^ 2 Comme u2&Sp, cette matrice doit satisfaire a (4):

\o r o δl
ad + βΐ = l. II y a six possibilites: (A) a = 0, β = 1, r = 1, δ = 1; (B)

a = 0, β = 1, T = 1, δ = 0; (C) a = 1, ^ = 1, r = 1, δ = 0; (D) α = 1, 0 = 0,

Γ = 1, 5 = 1; (E) α = 1, "j9 = 0, r = 0, δ = 1; (F) a = 1, jS = 1, ΐ = 0, 5 = 1.

Parmi ces six matrices, celles qui appartiennent a O sont les seules deux

(JB) et {E). On voit que {E) est la matrice d'unite et que (B) est la matrice

correspondant a w2 dans le cas II-(iv). Done, u2 est une transformation

identique ou une involution orthogonale. Comme u peut etre ecrit u =

vwiW^Ui ou = vwxu2, done u — vw2wxw2j ou = υw2w1 ou = vw1w2 ou = vwλ. On

voit facilement que w2wλw2 est une involution orthogonale w3 qui correspond

/I 1 0 0\

a la matrice Λ Q 1 0 ' e t ( 5 u e WlW2 e t ^2 M ; i n e s o n t P a s ^'involutions or-
\0 0 1 1/

thogonales. On en conclut que tout u de O peut se representer comme

produit de trois involutions orthogonales au plus.5)

5) Du fait que O est isomorphe au groupe alterne de degre 8, on peut aussi constater le
resultat de ce numero.
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7. Remarque 5. Dans le cas de caracteristique =% 2, peut-etre Γenoncέ

du theoreme 1 est aussi vrai.
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