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STRUCTURE DU GROUPE DES SIMILITUDES
ORTHOGONALES

AKIKO YOSHIOKA

1. Nous avons un théoréme, ce qu’'on appelle le théoréme de Cartan-
Dieudonné, sur les générateurs du groupe orthogonal: Toute transformation
orthogonale & n variables sur un corps de caractéristique = 2 est un produit
de n symétries au plus, et sur un corps de caractéristique 2 elle est un
produit au plus de n transvections orthogonales, sauf un seul cas, [1] ou
[3]. C’est une généralisation d’un résultat obtenu par E. Cartan, relatif au
corps des nombres réels ou au corps des nombres complexes [4]. Il nous
semble qu’il soit important d’étudier les involutions des groupes classiques,
non seulement pour savoir la structure de ces groupes eux-mémes, mais aussi
pour déterminer les automorphismes ou les isomorphismes de ces groupes.
Parce que la plupart des méthodes pour déterminer ces automorphismes ou
ces isomorphismes repose sur la considération des involutions et sur le fait
qu'un automorphisme ou un isomorphisme transforme une involution en
involution. Comme il est possible qu’un produit de deux symétries ou bien
de deux transvections orthogonales devienne une involution orthogonale,
il est naturel d’avoir la question suivante: Si une transformation orthogo-
nale se représente comme produit des involutions orthogonales, comben d’in-
volutions sont-elles nécessaires au minimum pour représenter une transfor-
mation orthogonale? C’est une question posée par Prof. H.S.M. Coxeter.
Un résultat obtenu par M.J. Wonenburger donne une réponse dans un cas,
c’est-a-dire, dans le cas o le corps est de caractéristique =2 et que la
forme quadratique est non dégénérée d’indice nul. Dans ce cas, ure trans-
formation orthogonale peut se représenter comme produit de deux involu'ions
orthogonales [5].

D’autre part, si n est impair, le groupe des similitudes orthogonales est
produit direct du groupe orthogonal et du groupe des homothéties. Mais,
si au contraire # est pair, le groupe des similitudes orthogonales n’est pas
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en général produit direct du groupe orthogonal et du groupe des homothéties.
Ce produit direct est un sous-groupe distingué dans le groupe des similitudes
orthogonales. On ne connaissait peu le groupe quotient du groupe des
similitudes orthogonales par ce produit direct, surtout dans le cas ou le
corps est de caractéristique 2. Alors, dans ce travail, nous allons étudier
le groupe des similitudes orthogonales sur un corps de caractéristique 2, en
étant en connexion avec une généralisation du théoréme de Cartan-Dieudonné
et la question de Coxeter.

2. Rappelons d’abord les notions et les notations dont nous aurons &
nous servir. Soient K un corps commutatif de caractéristique 2 et E un
espace vectoriel & droite de dimension n. Une forme quadratique sur E est
définie comme une application @ de E dans K qui satisfait 2 une identité
de la forme

1) Qxa + yp) = Qx)a® + Qy)F* + flx,y)aB

pour tous «,BK et tous z,y=E, ou f est une forme bilinéaire sur ExE.
Cette forme est alternée et entiérement déterminée par Q. Pour tout sous-
espace vectoriel V de E, I’ensemble V° des vecteurs de E qui sont orthogo-
naux 2 tous les vecteurs de V par rapport a f, est dit sous-espace orthogonal
a V. On dit qu’un sous-espace V est isotrope ou totalement isotrope, suivant que
VNV x{o} ou VEV'. Un vecteur x de E est dit singulier si Q(x) =0; un
sous-espace V de E est encore dit singulier si Q(x) =0 pour tout x dans V.
On appelle lindice de Q la dimension maxima des sous-espaces singuliers de
E et on le désigne par ».

Dans tout ce travail, on fixe une forme quadratique @ non dégénérée
et non défective. En conséquence, l'orthogonalité dans E soit toujours
entendue par rapport a la forme alternée f définie par la formule

(2) flx, ) = Qx) + Qly) + Q(x + p).

N

Dans ce cas, E° se réduise a o et »n doit étre pair: » = 2m. Une fois pour
toutes, on fixe une base symplectique <e,, - -,en, €], * +,en> telle qu'on ait
fles,e5) = 65, fle,e5) =0, flel,e)) =0, 1=i, j=m.

Le Lemme suivant est bien connu (par exemple, cf. [2] p. 33).

LemME 1. Pour tout vecteur singulier a de E et tout plan non isotrope P con-
lenant a, il existe dans P un vecteur singulier et un seul b tel que f(a,b) = 1.
De ce lemme et de ’hypothése E° = {o}, on déduit immédiatement le
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lemme suivant.

LemMme 2. Soit v Pindice de Q. On peut choisir dans E une base symplecrique
K€y +y ey €], - - 0> telle que ey, - - e, e, - -, el sotent les vecteurs singuliers.

On appelle similitude symplectique (relativement a la forme f) une trans-
formation linéaire # de E vérifiant la relation

(3) Sflulx), u(y)) = flx,y)¢, pour tous x, yek,

ol z, est un élément du groupe multiplicatif K* des éléments non nuls de
K, appelé le multiplicateur de u. Les similitudes symplectiques forment /e
groupe des similitudes symplectiques, noté GS, (f), ou simplement GS,. Les
similitudes symplectiques de multiplicateur 1 sont appelées transformations
symplectiques; elles forment un sous-groupe distingué S, (f) (ou §,) de

GS,, (f); S, (f) est dit le groupe symplectique.

Lemme 3. Soient V un sous-espace non isoirope de E est V le sous-espace
orthogonal a V. Alors, on a la somme directe E =V ®V. St une transformation
u de GS,, (f) laisse globalement invariant V, w laisse aussi globalement invariant
V.

Le premier énoncé est facile & voir, comme on peut étendre une base
symplectique de V a celle de E. Ensuite, pour un vecteur ¥ de V, soit
u(¥) = x +®, xV, V. Supposons que x = 0. Comme V est non isotrope,
il existe dans V un vecteur x’' tel que f(x,x') 0. Soit x" le vecteur de
V tel que u(x") =x/. Alors, on aurait que f(u(y), u(x")) = flx +*,x') =
flx,x) + f(®,x')=f(x,x") % 0. D’autre part, on a f(u(9), u(x"))=r(¥,x")p,=0.
Donc, on a nécessairement x = o.

Remarque 1. Soit u une transformation linéaire de E et soit U = (é IB;

la matrice correspondant & u par rapport & la base <e, - +,en, €, -,en>,

N

od A, B, C, D soient les matrices carrées & m lignes et m colonnes: u(e;)=

;Zi,‘eiai,-+ %e{cu; ule) = ileibij + %e{d“, 1<j=<m. La condition que «
1= i=1 i= i=1
appartienne a GS, équivaut a celle que (é g) laisse <% g) semi-invariant:

t A .E : I
(é g) (g g) (C g) = <SME‘” O)' Donc, pour que # soit une similitude
symplectique de multiplicateur g,, il faut et il suffit que les matrices 4, B,

C, D vérifient les conditions suivantes:
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‘CA+"'AC = 0,
(4) tAD + 'CB = p,E,
'DB + 'BD = O.

On appelle similitude orthogonale (relativement a la forme quadratique Q)

une transformation lindaire # de E vérifiant la relation
(5) Q(u(x)) = Q(x)p, pour tout xeE,

ou p,eK* est encore dit le multiplicateur de u. Le groupe formé de toutes
les similitudes orthogonales est dit le groupe des similitudes orthogonales et noté
GO0:(Q) ou GO. Les similitudes orthogonales de multiplicateur 1 sont appelées
transformations orthogonales et forment un sous-groupe distingué 0:,(Q) (ou 0)
de GOw(Q); 0:x(Q) est dit le groupe orthogonal D

Pour un vecteur non singulier @ de E, considérons une transformation

linéaire v de E définie par v»(X) =X + a%)g)—. Comme on a Qv(x))=

Qx) + Q(a)%’%;')lzi—kf(x,a) —%"—f"l‘)’—) = Q(x) pour tout x de E, v est une
transformation orthogonale: g, =1. De plus, v laisse invariants tous les
vecteurs de I’hyperplan orthogonal a2 a. Nous dirons qu’une telle transfor-

mation est une transvection orthogonale definie par le vecteur a.

Remarque 2. La formule (2) montre qu’une similitude orthogonale est
une similitude symplectique de méme multiplicateur, dés que la forme
quadratique est supposée non défective. Alors, on a GOSGS,, 0cS,. 1II
est facile & voir que, pour un élément » de GS,, les conditions Q(u(e;)) =
Qle) ttu, Qulel)) =Q(e])pry, 1=i=m, sont équivalentes & celle qu'on a
ueGO0.

3. Dans tout ce numéro, supposons que l’indice » de @ soit non nul.

ProrosiTioN 1. Pour tout u de GO:w:(Q), il existe un vecteur singulier x dans
E et au plus de deux transvections orthogonales v, v, tels que Pon ait u,(x) = xp,
ol U, = v 0U = VUl

Modifiant la méthode due a E. Cartan, nous démontrerons la proposi-
tion.

1 Dans la théorie des groupes en question, le corps de base sur lequel on se pose joue un
role essentiel. Donc il faudrait noter les groupes GO,,(K,Q), GS, (K f), etc., avec le

corps K. Mais, dans ce travail, le corps sera fixé toujours, alors, pour la simplicité on les
notera GOyy(Q), GS,, (f), etc.
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Cas I: 1l existe un vecteur singulier x tel que f(x,u(x)) = 0.
Si Pon pose a@ = u(x) + xz,, on a Q@) = Q(x)z, + Q(x)f + f(u(x), x)pt,=
Sflu(x), x)p, % 0. Alors, on peut définir une transvection orthogonale v telle

_ f(X,a) 5 _ Sflu(z),a) _
que ¥ X)=X+a Q@ Dés que v(u(x)) = u(x) +aT(a)_ = u(x) +
(u(x) + xp,) f (“(f”&(;‘)(,xzc;:” - xp, pour tout vecteur x de E, u, = vu est
une transformation cherchée.

Cas II: Pour tout vecteur singulier x on a f(x,u(x)) = 0.

Le sous-espace engendré par x et u(x) est singulier. Alors, il existe un
vecteur z dans E tel que f(x,z) %0 et f(u(x),z) %0, parce que 'on a sup-
posé que E°={o}. Le plan P engendré par x et z est non isotrope.
D’apres le lemme 1, il existe un vecteur singulier y dans P tel que f(x,y)=1.
Comme y s’écrit xa + 28, avec 80, a,B€K, on a f(u(x),y)=f(u(x),xa+zp)
= flu(x),x)a + flu(x),z)8 = flu(x),z)f 0. Posons a,=x + y et a,=u(x)+ys,.
Comme Q(a,) = f(x,y) ¥0 et Qa,) = f(u(x),y)r, =0, les vecteurs singuliers
a; et a, définissent les transvections orthogonales v, et v, respectivement:
0X) = X +a L8l =1

On voit alors comme ci-dessus que v(y) =x et vy(u(x)) =yr,. On a
donc v,(vy(u(x))) = v,(yry) = vy(y)tts = x2,. En posant u, = vv,u, on a u,(x)=
Xty

ProrosiTION 2.  Sauf dans le cas oo m = 2, K = F,, pour tout u de GO:m(Q)
il existe des vecteurs singuliers x, y dans E et un nombre fini de transvections ortho-
gonales wy, - + ,w, tels que Pon ait f(x,y) =0, uy(x) = xp,, u,y) =y, ok u,=
(fl wy)u. Dans le cas o m =2, K=F,, pour tout u de Q.(Q) il existe des vec-
tizz;s singuliers x, y dans E et un nombre fini d’involutions orthogonales w. « -, w,
tels que Pon ait f(x,y) =0, u)x)=x, uy) =y, ol u, = (iljllwi)u.

Etant donné un élément # de GO,,(Q), soient x et u#, un vecteur sin-
gulier et une similitude orthogonale satisfaisant aux conditions de la pro-
position 1. Soit H, I’hyperplan orthogonal a x. D’aprés le lemme 1, il
existe au moins un vecteur singulier y qui n’appartient pas a H,. De la
proposition 1, on a que f(u,(x), u,(y))=f(x,y)ttu,=f (%, y)12.>, et que f(u,(x),
u(y)) = f(xttu, () = f(x,u,(y)tta. Alors on a flx,y) = flx,u,(y)), ce qui
entraine f(x,y + u,(y)) =0, c’est-a-dire que y + u,(y) appartient a H,.

2) Par la définition du multiplicateur, on a pyuy=pyty €t p,-1=pz!, pour tous #, v
de GS,, ().
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Cas I. 1l existe un vecteur singulier y n’appartenant pas a H, tel
quon ait f(y,u,(y)) % 0. ’
Si Pon pose a=y+ u(y), on a Qa) = fly,u,(y)) =0 et on a une

transvection orthogonale w définie par a: w(X) =X + aié{;)a) . Cette
transvection w transforme u,(y) en y : w(u,(y)) = y. Comme on a acH,, on
a wix) =x. Si Pon pose u, = wu,, on obtient que u,(x)=w(u,(x)) = wlxp,)=
w(x)p, = Xy, u(m)=w(u,(y))=y. On a une transformation cherchée u, = wu,

= Wou 0U = WV V,U.

Cas II. Pour tout vecteur singulier y n’appartenant pas a H, on a
Sy, u\(y)) = 0.

(i) m=1. Soit x un vecteur singulier tel que u,(x) = xg,. Par le
lemme 1, il existe un vecteur singulier y tel que x, y se composent une
base symplectique. Soit (‘Cl g) la matrice correspondant a #, par rapport
a cette base. Des conditions auxquelles x, #, satisfont, on constate que
a=p,, ¢=0. De plus, I'équation f(y,u,(y))=0 entraine f(y, xb + yd)=>b=0.
Puisque #, est dans GO,(Q), on a Q(x + y)p., = Qlu,(x + y)=Q(u,(x) + u,(y))
=Q(xp, + yd) = p,d. D’autre part, comme les »; appartiennent a 0,(Q),
on a g, =p, et Qx+ Yy, =Qx+ y)p,=p, Donc, on a d=1,cest-a-
dire qu’'on a u;(y) =y. On prend u, comme #,:u, = vy ou = v,v,u.

(i1) m>1;y et u,(y) sont linéairement dépendants. Soit u,(y) = ya.
Comme on a que f(x,y)p,=r(%,p)te,=f(,(x), u(y)) = f(xXtta, ya)= f(x, y)tuct,
on a nécessairement ¢ =1. D’oll on a u,(y) =y, u,(x)=xp, On prend

%, COMME u, : Uy = vt OU = v,V,0.

(iii) m>1;y et u,(y) sont linéairement indépendants; saul pour m=2,
K=F,.

D’abord, nous allons vérifier dans le cas K = F,.

Supposons en premier qu’on ait H, = H, ,, ou H, et H, ., désignent
les hyperplans orthogonaux a py et a u,(y), respectivement. Des que
E=H,®xK=H,,,®xK tout vecteur arbitraire z de E peut é&tre écrit
comme z=~h+xa, h€ H,= H,,,, a«a< K*. En conséquence, on a que
fly+uy),z) = fly + uly), h+xa)= fly, k) + flu,(y), ) + fly + u,(y), x)a=0.
Ceci signifie que Hyiyy = E, ol Hyi,y est 'hyperplan orthogonal a
y + u,(y). C’ést contradictoire & Phypothése que E° = {o}. Par conséquent
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on a H,%xH,,. De pluss on a H,~H, H,= H,,,, parce que on
a flx,u,(y) = flx,y) 0. Soient M=H,NH, N=H,NH,4». Les sous-
espaces M et N sont non isotropes de dimension 2m — 2. Si 'on suppose
que M= N, pour un vecteur arbitraire m de M, on aurait f(m, y) =0,
f(m, u,(y) =0, par suite f(m,y-+ u,(y) =0. D’autre part, on a
fle,y +u,(p) =0 et fly,y+ u,y)=0. Donc, x, y, M seraient contenus
dans lhyperplan H,.,, ), ce qui entraine la contradiction. En conséqu-
ence, il existe un vecteur z contenu dans M mais non contenu dans N.
Supposons ensuite qu’on ait f(z,m)=0 pour tout vecteur arbitraire m
de M. Comme tout vecteur arbitraire e de E peut s’écrire e=xa + yB + m7,
a, B, TEK, on aurait f(z,e) = f(z,x)a + f(z,y)8+ flz,m)r =0, contrairement
a P'hypotheése E° = {o}. Donc, il existe un vecteur z’ dans M tel qu’on ait
flz,z') 0. Si z est singulier, par le lemme 1 il existe un vecteur singulier
Zz'’ dans le plan engenaré par z et 2z tel qu'on ait f(z,z)%0. Soit
z=z-+2z". Comme Q)= Q(z) + Q')+ f(z,2z/') %0, z est un vecteur non
singulier dans M. Nous allons montrer qu’on peut choisir £ tel que Ze&H,, ).
D’abord soit z’€H,,,). Si # ¢tait dans H, ., z =%+ 2z’ serait contraire-
ment dans H, . Donc, danc ce cas z n’appartient pas a H, . Ensuite
soit z"/ & Hy ). Si £ est dans H, ), on a 0=f(,u, () =f(z, u.(¥)+ f(z", us(g)),
alors on a f(z,u,(y) = f(z"",u,(y)) 0. Comme on a supposé que K= F,,
on peut prendre un autre vecteur £ =z+z'a, a=1, 0 dans M. On en
déduit que f(z',u,(y) = f(z,u,()) + f(2",u,(y)e = f(z,u,(y)) (1 + @) % 0 et que
QE)=Qz+ 2"a) = f(z,2')a % 0.

Partons d’un vecteur non singulier £ choisi comme ci-dessus: zeM,
z¢H, ;- Comme K a plus de deux éléments, on peut trouver un élément
a0 de K tel que ¢ = xa + z satisfait & la condition: fl(u,(y),t) = flu,(y),
xa+ 2) = flu,(g), x)a + flu,(y), %) % 0. Alors, ¢ est non singulier, f(y,¢) =
fly,x)a + f(g),i) = fly,x)a %0 et f(x,?) = f(x,£) =0. Comme y est singu-
lier, d’aprés le lemme 1 il existe un vecteur singulier # tel que # =y + ¢35,
Bx0€K et f(y, )% 0. On en déduit que f(u,(y),T)=rf(u,(y) y) + flu,(y),t)8
= f(u,(y), )8 = 0.

Posons @, =y + 7 et a,=u(y)+7. Comme Q(a,)= f(y,f)=x0 et Qla,)=
Slu,(y), ) = 0, les vecteurs non singuliers a, et a, définissent les transvections

orthogonales w, et w,, respectivement: w,(X)= X + a; S X.a) i=1, 2.

Qla;) ’

3) Nous suivons le méme raisonnement que celui qui fait partie de la démonstration de la
proposition 14 (de la premiére ligne jusqu’a la 19-éme ligne de p. 43, [1]).
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On a alors que w(@) =+ +1) %)i)—zy et wy(u,(y)=uy) + (u,(y)
+ ) L), wy) + f) —f Comme on a que flx,a) = flx,y +1) = flx,

S (uy(y), 1)

y+ry+td=flx,t)p=0 et flx,a) = flx,u,(y)+1¥)= flx,u(p) +y+1B) =
Sflx,uy) +y)+ fx,£)=0, on a w(x)=x et wyx)=x. On en conclut
que  w;(wy(,(2))) = wy(wy(xpra)) = Xptu, wy(wy(s(y))) = w,(¥) = y. On arrive a
une transformation cherchée u, = w,w,u, = wwpu ou = w,w,VV,u.

Ensuite, nous allons vérifier dans le cas K= F,, m >2. Le sous-espace
V défini par x et MNN est de dimension 2m —2. Comme 2m—2>m, V
n’est pas singulier et il existe un vecteur non singulier z dans V tel que
z=x+t, t€MnN. Comme Q(z) = Q(#), ¢ est un vecteur non singulier.
Avec ces deux vecteurs non singuliers z et £, on peut suivre le méme rai-
sonnement qu’apres la ligne 28 de la page derniére, et on peut arriver a la
méme conclusion.

(iv) m=2, K=F,; y et u(y) sont linéairement indépendants. Avec
le méme raisonnement et les mémes notations que (iii), dans ce cas on obtient
dimV = 2. Donc, nous avons la possibilité que V soit singulier, et nous n’y
pouvons pas continuer la méme démonstration que dans la page derniére
En réalité, dans ce cas, on a nécessairement » =2, Car, comme y, u(y)
sont singuliers avec f(y,u,(y)) =0 et que y, u,(y) sont linéairement indépen-
dants, le sous-espace défini par y, u,(y) est singulier et de dimension 2.
Alors, d’apres le lemme 2, il existe une base symplectique <e,, e, €], e},
composée de vecteurs singuliers. De plus, on peut prendre x comme
e :u(e) =e. Soit u,le]) = e;a+ exf+ eja’ + e;f. L’hypothése flef, u,(e]))=0
entraine a« =0. L’équation 0= Q(e]) = Q (u,(e])) = Qleja’ + e38’) + B8 = BF
entraine =0 ou g/ =0. Si on avait ¢’ =0, on aurait 0= f(e,,e])=f(u,(e,),
u,(ef)) = fle,,ep+€38)=0. Donc, on a ¢«'=1. Pour =0, /=0, on a
u,(ef) = ef, et on prend #, comme u,.

D’abord, soient g=1, g =0:u,e]) = es +e]. Prenons une transforma-
tion w, telle que wyle,) = e;, wyle;) = e;, wi(e]) =es+ €], w,(ej)=e, +e}. Cette

1001

transformation w, correspond & la matrice , par rapport a

[l
[Nl o
O
HOO

{e;,eyel,e;>. En vertu des remarques 1, 2, on a w,€0, On voit que

w,y(u,(e,)) = wile,) = e, et que wl(ul(ef))=w1(ez+e{)=w,(e2) +w,(e{)=e;+e; +e{=e].
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On voit facilement que w, est une involution orthogonale. On obtient
Uy = WVU OU = W,V,V.
Ensuite, soient 8=0, g =1: u,(e{) = e{ + e;}. Prenons une transformation

w, telle que wsle) = e, wile:) = e}, wyle]) =ef, wile;) =e, dont la matrice
1000

(1) . En vertu des remarques 1, 2, on a encore w,E0,, et w. est

une involution orthogonale. Enfin, on a w,(w.(%,(e,))) = w,(w.(e,)) = w,(e,) = e
et w, (wy(u,(e]))) = w,(wale] + e3))=w,(wz(e]) + wale;)) = wy(e] + e) = w,(e]) + wy(e,)
=e+e{+e=e{. En posant u,= wpwyu ou =wvvu Ou = wwwu ou
= w,w.v,v,u, la proposition est entiérement démontrée.

4. Désignons par h, 'homothétie associée a un élément a de K*:
ho(x)=xa. On appelle semi-involution une transformation linéaire w de E
telle que w? = h, pour un élément a de K*.

TutorEME 1. Pour fout u de GOuwm(Q), il existe une semi-involution w dans
GO:(Q) telle que w? = hy,.

Nous sommes amenés a distinguer deux cas I, II, suivant que @ est
d’indice v = 0 ou d’indice » >0.

Cas I-1: » =0; pour tout x de E on a f(x,u(x)) = 0.

Si 'on pose u(x) = x4y, on a f(u(x), u(y)) = f(x,y)e.=f(x, u(x))1,=0,
0= f(x+ y, uly)) = flx,uly)) = flx,ux(x) + u(x)) = f(x, u*(x)). D’autre part,
on a QuX(x)=Q(x)zi. D’ol on a Q(u(x) + xp,)=Q(u*(x)) + Q(x)xi + f(u*(x),
x)p¢, = 0. Selon T’hypothése que v =0, on a u¥x)+ xp¢, =0 pour tout x
dans E, c’est-a-dire que # est elle-méme une semi-involution orthogonale
telle que #? = h,,.»

Remarque 3. Dans ce cas I-1, si # n’est pas identique # ne peut ap-
partenir & 0:(Q). Car, si u=0, on aurait Q(x + u(x)) = Q(x) + Q(u(x)) +
flx, u(x) = Q(x) + Q(x) + f(x,u(x)) = 0. En conséquence, il existe un vecteur
singulier, contrairement a ’hypothése y = 0.

Remarque 4. Soit U =<é g) la matrice correspondant a #. De la

condition f(x,u(x)) =0, les matrices A, B, C, D doivent étre telles que
‘B=B, ‘C=C, 'A=D. En considérant les relations (4) on arrive aussi a
U= p,E.

4 Pourtant ce fait est vrai aussi pour »>0.
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Cas I-2: » =0; il existe un vecteur x, dans E tel que f(x,, u(x,) 0.

Nous procéderons par récurrence sur .

m=1. Soit <e,e’> une base symplectique, et soit ‘cl 5) la matrice
correspondant & # par rapport a cette base. Comme #E€GO,, on a Qfe)x,
= Q(ule)) = Qle)a® + Qe’)c2 +ac et Qe ), = Q(u(e’)) = Qe)b? + Qle’)d* + bd.
Sic=0onapg,=aetsib=0on a g, =d2%. Dans ces cas, on peut prendre
he Ou hy; comme w, ou h, et h, désignent les homothéties associées aux
éléments a et d, respectivement.
(@ + )

Prenons une matrice W ayant la forme <c ¢ 2 ) Soit w la

transformation dont la matrice par rapport a la base <e,e’> est W. On
voit aisément que w est une similitude symplectique de multiplicateur g, et
que w est une semi-involution telle que w?= h,. Montrons ensuite que
weG0. Comme on a w(e) =ea+ e'c = ule), on a Qwle)) = Q(ule)) = Qe)¢,

et Qe)u, = Qe)a® + Q(e’)c* +ac. Si g, =a?, on peut prendre 1’homothétie
1
a2 + tq
{Q(e)e* + ac}.  Alors, on a Qw(e’) = Q(e (@ + m) + €'a)=Qle) & @+ p)*

h, comme w. Donc, on peut supposer que a4+ g, =0, et Q(e) =

+ Qle")a* + icL (@ + #.) = {Q(e')c? + ac}% (@ + pa) + Q(e)a® + T (a2 + #a) =
Q(e")p,. De la remarque 2, on constate que weGO.

m~—1. Revenons a x, tel que flx,,u(x,) 0. Posons f(x,, u(x,) = 2,

1 ’ 1 1
—~— =e, et u(x, =e]. Prenons le vecteur a =e,1+ e/———— + ule}) —.
Xy 2 1 ( o) 1 1 1 Q(%)lﬂu (e]) R
1

Si le vecteur a est nul, on a u(e]) = e, iy, +e{m D’autre part, on
1

a ule) = e % . Dans ce cas, posons #, = u. Si le vecteur a n’est pas nul,

1 + fle,, u(e{))#i %0 (=01, le vecteur non

Q(el)#u
singulier @ définit la transvection orthogonale »:v(X)=X + ol X.a)

Qla) -~

Comme on a fle], a) = f(e;,elz+e:@(—]+ue1>i) 2+ flel,
1

u(e{))zlz =1+ lﬂui =0, on a vule,) = v(ule,)) =v(e1 i) = (e ’) =€ T

n 1
W'l‘” e7) ) f (e{), e))a

= Qla)p,. On a donc vu(e]) =

comme on a Qa) =

Ensuite, on a f(u(e}), a) = f(u(e;), e+ e

+ flulei), ef) = f(ule]), e;) +

1 1
Qle) Aty Qley)
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7\ — 4 ] L
uled)) = ulef) + {ed + ¢f s

ce cas, posons u; =vu. Il est facile & voir que pg,, = #,.

+ u(e{)‘uiu]‘uu = ey, + e; —Q(iT . Dans
Considérons le plan P engendré par les vecteurs e, et ef, et prenons
une base symplectique (e, e, * -, €n, €1, €}, - +, €r>. Alors, P est non isotrope
et ey, + -,en, €}, - +,e, engendrent le sous-espace P orthogonal & P. Comme
u, laisse invariant P, u, laisse aussi invariant P, d’aprés le lemme 3. Dé-
signons par 7, et @ les restrictions & P de u, et de @, et par f la forme
alternée déterminée par Q. C’est évident que @ est de l'indice nul et que
Q est non dégénérée et non défective. Ainsi, §’il existe un vecteur ¥, dans
P tel que f(%g,,(%,) %0 d’aprés I'hypothése de récurrence il existe une
semi-involution & sur P telle que %2 = huz, €t HEGOym-(Q). Mais, si pour
tout vecteur & dans P on a f(%,4,(%) =0, en vertu de I-1, on a @ = hum.
En tous les cas, il existe une semi-involution % dans GO:m-»(Q) telle que
02 = Iy, = h_l‘El_: R
Soit ‘é I‘%) la matrice correspondant a % par rapport a la base
ez, * *, em €], - +,€5>. Des propriétés de W telles que BEGS,,  (f) et
W% = huy, les matrices 4, B, C, D doivent satisfaire aux conditions suivantes:
'*CA+'AC = 0,
(6) 'AD + 'CB = p,FE,
DB +'BD = O;
(A2 + BC = CB + D? = p,E,
(7) AB+ BD =0,
CA+ DC = 0.

m. Condisérons la transformation w sur E dont la matrice par rapport

0 Aty

a la base <e,, ey - -,emel, e}, - -, er> est de la forme - A B |, En uti-
- )

C D
lisant les relations (6), on voit que cette matrice satisfait aux relations (4)

et donc que w est une similitude symplectique de multiplicateur fg,. En
utilisant les relations (7), on voit que le carré de cette matrice est égal a
(‘” 5E #?E , et donc que w est une semi-involution telle que w? = hg,.
Montrons finalement que wEG0:,(Q). Comme 2 = hu, et BDEGOzm-1)(Q),
on a Q(X)ux = QUitA(X) = Q(Xpr,) = QX)) pour tout £ de P et on a donc
tw = pty. Pour tout i, 2=i=m, on a Qw(e,)) = Qi(e,) = Qib(e;) = Qle)) 1z

https://doi.org/10.1017/50027763000013970 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000013970

232 AKIKO YOSHIOKA

= Qle;)p, et de méme Q(w(e])) = Q(el)p,. De plus, comme on a ef = u(x,)
= ule,d) = ule)2, on a Qule) = Q( el 1) = Qule) Qe ru et Qw(el) =
Qlean,) = Qle,pk = Qule) ), = Qel)p,. D’aprés la remarque 2, on a
weE GO(Q).

Cas II: v >0.

Montrerons le théoréme par récurrence sur m.

Soit <e,e’> une base symplectique composée de vecteurs singuiiers.
Prenons la transformation w a laquelle correspond la matrice <(1) ‘6“) On
voit aisément que weGO0; et que w? = fip,.

Soit E un sous-espace de E de dimension 2(m — 1), et soit @ une forme
quadratique définie sur E, non dégénérée, non défective et d’indice 5 > 0.
Supposons maintenant que pour tout # de GOym-;)(Q), il existe une semi-
involution & dans GOym-1)(@Q) telle que @* = huz. Soient x, y des vecteurs
singuliers et soit #, une similitude orthogonale, obtenus dans la proposition
2. Signalons que f,, = ¢,. En posant x =¢, et yf(h;’ﬁ=e{, on a use,)
= e, et usle;) =el. Soit (e, e, * *, em, €], €}, + +,€;> une base symplectique
de E. De méme que dans le cas I, soient P et P les sous-espaces engendrés
par <e,el> et ey, * *,em, €}, + +,€n>, respectivement. D’apreés le lemme 3, «,
laisse invariant P. Soient i, et Q les restrictions & P de u, et de Q. Si
Pindice 5 de @ est positif, ’hypothése de récurrence assure I’existence d’une
semi-involution & telle que #? = huwz, et WEGOym-(@). Si lindice 5 de @
est nul, d’aprés le cas I, il existe aussi une telle semi-involution % dans
GOyn-1)(Q). De plus, comme pg, = p,, = 11, O A 0* = huy, €t pg = py.

Soit (‘é l‘%) la matrice correspondant a @ par rapport a la base
{€sy * *y€m, €4, +,eh>. Alors A, B, C, D satisfont aux conditions (6) et (7).
Prenons la transformation w sur E dont la matrice par rapport & <ejes, - -,

0 P

en, €1, e5, + +,el> est 1 A . B |, Comme dans le cas I, on voit que

C D
weGS,, (f) et w? = hw,. De plus, pour tout i, 2=i=<m, Quwle))= Q(e;)r,
et Q(wle!) = Qej)r,. Pour e, ef, on a Qwle)) = Qle]) =0 = Qe))r, et
Qwle])) = Qle,r,) = Qle))pl = 0 = Qlef)r,. On constate donc que w=GO0:(Q).

Nous avons complété la démonstration.
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5. Dans tout ce numéro, nous supposons que K =¢ F,.

L’application # — g, de GO:(Q) dans K* est un homomorphisme dont
le noyau est le groupe orthogonal O et que I'image est un sous-groupe M(Q)
du groupe multiplicatif K*. Pour un élément arbitraire s de K* on a
Q(hy(x)) = Q(xs) = Q(x)s?, et donc g, = s2. Alors, on a toujours K*S&M(Q).

Désignons par H le groupe formé de toutes les homothéties.

LemMme 4.  Pour qu’une similitude orthogonale appariienne & Ox H il faut et
il suffit que son multiplicateur soit un élément carré dans K*.

En effet, si un élément # de GO appartient a Ox H, u s’écrit u = u'h,,
w's0, seK* et on a p, = f,p,, = s Inversement, si g, est un élément

I = uhs-l

carré s? dans K* du fait que fuu = Pultna = S5E =1, u
appartient & 0. Donc u = u’h, appartient a OXH.

De ce lemme, on voit que le groupe O X H est un sous-groupe distingué
dans GO. En effet, pour un élément 'k, de OXH et pour un élément
arbitraire v de GO, On a Ly et = Uoltutin st = s%.  Donc, vu'hw™! appartient
a OXH.

Si M(Q) coincide & K*?, GO coincide au produit direct OxH. Mais,

en général, on a l'isomorphisme non trivial de GO / Ox H Sur M(Q)/K*.

TutoriME 2. On peut prendre des semi-involutions orthogonales comme représen-

tants du groupe quotient GOzm(Qr) / 0:.(Q)x H: Une similitude orthogonale u peut éire
éerite sous la forme u = whﬁilglwi, ol p, = af?, «a est un élément non carré dans
K*, w est une semi-involution orthogonale telle que w? = h,, et wy, » +,w, sont des
transvections orthogonales, r < 2m.

Pour un élément # de GO, en vertu du théoréme 1, il existe une semi-
involution w’ dans GO telle que w'?= hy,. Comme on a Q(x)t,,2 = Qw*x))
= Q(hu,(x)) = Qxp,) = Q(x)pi pour tout vecteur non singulier x, on a
twr = tty. En conséquence, comme g1, = gptp, = pgptr, =1, w'lu =o'
appartient 2 0. Soit g, = of?, « n’étant pas d’élément carré dans K*. Si
Pon pose w=w'hyt, on a que wEGO et que 1y, = fystin, 1= tultn, 1= af? f=a.
On a alors que w?=whyw'hst = whet = hp g2 = hophgr = h,. Dol u
peut étre écrit comme u = w'u’ = whu’ ou w®= h,, w'€0. D’aprés le
théoréme de Cartan-Dieudonné, #’ est produit de 2m transvections orthogo-
nales au plus. On établit le théoréme.
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6. Dansle cas K=F, on a GO=0. Sauf pour m=2, »=2, le
théoréme de Cartan-Dieudonné est établi. Nous allons vérifier le cas K=F,,
m=2, y=2. Soit u€0. D’aprés le cas I dans la démonstration de la pro=
position 1, s’il -existe un vecteur singulier x tel que f(x,u(x)) =0, il existe
une transvection orthogonale v telle que u, = vu laisse invariant x. Pour
le cas II dans la proposition 1, comme on peut trouver une base symplec-
tique composée de vecteurs singuliers, on a f(e,(u(e)) =0 pour tout vecteur
de cette base. Alors, on peut appliquer le cas I-1 dans la démonstration
du théoréme 1 ou la valeur de lindice est indépendante du calcul. Par
conséquent on constate que # est une involution orthogonale. Supposons
maintenant que # ne soit pas d’involution orthogonale. Voyons le cas II-
(iv) dans la démonstration de la proposition 2. Soient e, ef, w, et w, tels
que fle,,ef) =1, usle) = e, uxle]) =el, u; = wwu, ou = wyu,; et soit <e;, e,
e{,e;> une base symlpectique composée de vecteurs singuliers. Comme u,
laisse invariant le plan non isotrope engendré par e, et ef, u, laisse aussi
invariant le plan engendré par e, et ej, d’aprés le lemme 3. La matrice
correspondant & u, par rapport a cette base doit étre de la forme

=0, f=1,7=1,38=0; (C) a=1,8=1,7=1,56=0; (D) a=1, £=0,
r=1,6=1; (E) a=1, 8=0,7=0,5=1; (F) a=1, =1, 7=0, 6=1.
Parmi ces six matrices, celles qui appartiennent & O sont les seules deux
(B) et (E). On voit que (E) est la matrice d’unité et que (B) est la matrice
correspondant & w, dans le cas II-(iv). Donc, u, est une transformation
identique ou une involution orthogonale. Comme % peut étre écrit u =
DWW, Uy OU = VW, Uy, dONC % = VWaw;Wp, OU = VW, OU = vw,w: ou = vw,. On
voit facilement que wyw,w, est une involution orthogonale w; qui correspond
0

110
a la matrice 8 (1) (1) 8 , et que w,w, et w,w, ne sont pas d’involutions or-
0011

thogonales. On en conclut que tout # de O peut se représenter comme
produit de trois involutions orthogonales au plus.®

5 Du fait que O est isomorphe au groupe alterné de degré 8, on peut aussi constater le
résultat de ce numéro.
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7. Remarque 5. Dans le cas de caractéristique = 2, peut-étre I’énoncé
du théoréme 1 est aussi vrai.
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