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LES PSEUDO-GROUPES INTRANSITIFS ET

LE PROBLEME ^EQUIVALENCE

TATSUO HIGA

§ Introduction

Dans les travaux celebres [1], [2], [3], E. Cartan a fait des recherches
sur les pseudo-groupes, sans distinguer entre les deux cas, transitif ou
intransitif. Tout d'abord, Cartan a abouti au theoreme qu'il a considere
comme la base de la theorie des pseudo-groupes continue, c'est-a-dire le
premier theoreme fundamental: Tout pseudo-groupe de Lie admet un
prolongement holoedrique operant sur un certain nombre r de variables
xι et defini comme Γensemble des transformations qui laissent invariants

1° un certain nombre de fonctions des xι\
2° r formes de Pfaff ωί(x,y,dx) lineairement independantes par

rapport aux differentielles dxι et dont les coefficients peuvent dependre
d'autres variables auxiliaires yj enfin le prolongement considere a ses
equations de definition du premier ordre (voir [5]). Puis, il a introduit
Γ equation structurale de maniere a caracteriser le pseudo-groupe.

En ce qui concerne les pseudo-groupes transitifs, la formulation
moderne a ete f aite, par exemple, dans le travail [12] il se trouve que
les espaces annonces dans le premier theoreme fundamental sont con-
sideres comme les espaces qui construisent Γespace fibre principal de
reperes; ce systeme des espaces est ce qu'on appelle "G-structure". En
suivant E. Cartan, nous pouvons definir une certaine fonction sur une
G-structure. Dans le cas oύ le pseudo-groupe considere est transitif,
cette fonction structurale doit etre constante alors nous pouvons trouver
que deux G-structures ayant les memes fonctions structurales constantes
sont localement isomorphes si G verifie une certaine condition algebrique
la condition d'involution (voir le Theoreme 3-1 de [12]).

II semble que les pseudo-groupes intransitifs soient aussi importants,
non seulement pour la theorie des groupes elle-meme, mais encore pour
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142 TATSTJO HIGA

la theorie sur Γintegration des equations differentielles invariantes par
les pseudo-groupes (cf. [8]).

Par exemple, si nous nous proposons de preciser les notions "isomorphe
holoedrique" et "isomorphe meriedrique" introduites dans la theorie par
E. Cartan, il sera necessaire de donner la solution au probleme d'equiv-
alence des groupes intransitifs. En outre, relatif a la classification des
pseudo-groupes intransitifs, ou plutδt des algebres de Lie filtrees intrasi-
tives (et simples), il vaudrait mieux que les pseudo-groupes restreints
aux fibres d'une fibration p: M-+N invariante par le pseudo-groupe donne
sur M soient localement isomorphes entre eux. Mais c'est aussi le prob-
leme d'equivalenee (cf. Theoreme 3-4).

Le but de ce Memoire est de generaliser les resultats obtenus dans
le cas transitif au cas intransitif. D'abord, nous introduisons dans §1
des structures geometriques pour les pseudo-groupes intransitifs. Locale-
ment nous pouvons les expriquer comme suivant.

Soit N une variete differentiate et soit G une sous-variete de
NχGL(n,R) telle que a: G -* JV, (x, g) •-> x, soit une fibration. Nous
supposons, en outre, que chaque fibre Gx = a~ι(x) (x e N) soit un sous-
groupe de Lie de GL(n,R). Soient p:M-+N une fibration,F(M) Γespace
fibre principal des reperes de M et π: F(M) —> M la projection. Alors un
sous-espace fibre B de %: F(M) -> M sera dit une G-structure generalisee
(ou simplement G G-structure) si, pour tout xeN, Bx = dp π)~Kx) Π B
est un espace fibre principal de base Mx = p~ι{x) et de groupe structural
Gx (cf. [13]).

Nous Γinterpreterons comme Γespace auquel Cartan a abouti dans
son premier theoreme fundamental, et nous considererons les pseudo-
groupes (intransitifs) qui laissent invariants les G G-structures. En
suite, nous indiquons le theoreme qui ramene le probeme d'equivalence
des pseudo-groupes au probleme des G G-structures (Theoreme 1-2).

Dans §2, nous construisons, de plus, la structure geometrique ordi-
naire P(B) determinee par une G G-structure B. Pour cela, il faut
imposer certaine condition aux G G-structures. Alors, sous cette condi-
tion, nous pouvons demontrer qu'un isomorphisme local de P(B) dans
P(B') entraine celui de B dans Bf et reciproquement (Theoreme 2-1). II
en resulte que le normalisateur du pseudo-groupe attache a B est
transitif si P(E) est transitif. Finalement nous introduisons une fonc-
tion structurale pour chaque G G-structure satisfaisant a la condition
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ci-dessus.
Dans § 3, tous les objets seront supposes analytiques. Dans ce cas-

la, en utilisant la theorie des systemes differentiels exterieurs, nous
pouvons demontrer le theoreme:

Soient Z>, Bf deux G G-structures verifiant la codition ci-dessus et ©
Γalgebre de Lie attachee aux G G-structures B et B'. Si les conditions
suivantes sont verifiees;

i) © est involutif (cf. Definition 3-1),
ii) les deux fonctions structurales CB et CB, sont constantes et CB

= G#/,
alors B et Bf sont localement isomorphes (Theoreme 3-3). En particulier,
sous la meme condition, nous avons le Theoreme 3-4: Le normalisateur
du pseudo-grupe determine par B est transitif.

Dans §4, nous allons calculer un exemple tres simple.
Dans toute la suite, Rn designe Γespace Euclidien a n dimensions.

Le mot "differentiable" signifie a §3 pres "differentiable de classe C°°".
Soit M une variete differentiable; nous designons par TX(M) Γespace
vectoriel tangent a M en x e M. Soit / une application differentiable
d'une variete differentiable Uf dans une autre Vf;f# designe Γapplica-
tion tangente et /* Γapplication cotangente.

Nous voulons exprimer ici notre profonde reconnaissance aux pro-
fesseurs M. Kuranishi, A. Morimoto et N. Tanaka qui nous ont donne les
seminaires sur ce sujet et les conseils bienveillants.

§1. G-structures gencralisees

Soient N une variete differentiable, Ψ* un fibre vectoriel reel, de
base N, et q: Ψ* -+N la projection. Soit GL{Ψ*)X le groupe des auto-
morphismes lineaires de la fibre Ψ*x en xeN. Posons GL(i^) =
U xeN GL(i0x9 et soit π: GL(iO -> N Γapplication canonique. En prenant
un sous-ensemble ouvert U de N tel que le fibre vectoriel induit ^\n soit
trivial, et un isomorphisme de fibres vectoriels a de rr\v sur U x Rn in
est la dimension des fibres de ^O, on peut construire une application
bijective φa de π~\ϋ) sur U X GL(Rn)

φ£u) = (x, (orla.) u- (αU)"1) (u e n~\U), x = π(u)) ,

oύ a\x designe la restriction de a a la fibre Ψ*x% Alors il est immediat
de demontrer la proposition suivante.

https://doi.org/10.1017/S0027763000024788 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000024788


144 TATSUO HIGA

PROPOSITION 1-1. Uensemble GL(i^) admet une structure canonique

de variete differentiate satisfaisant aux conditions suivantes;

(a) π: GL(f) —» N est une submersion,

(b) Vapplication GL{i^) 3 g H-> g'1 e GL(i^) est differentiable,

(c) Vapplication GL{r) χN GL(T) s (g,h) >-> g he GL{r) est differ-

entiable, oύ GL(i^) x N GL(^) designe le fibre produit de π: GL(^) —> N,

(d) Vapplication bijective, definίe par un isomorphisme a au-dessus

de U,<pa: π~\U)-> U x GL{Rn) est un diffέomorphίsme.

Soient G une variete differentiable, fibree sur N, et π: G -> N la

projection. Supposons que chaque fibre Gx — π~\x) (x e N) ait une

structure de groupe.

DEFINITION 1-1. Nous dirons que G est un groupe de Lie fibre sur

N, si et seulement si G, muni de cette structure de groupe, satisfait

aux conditions (b) et (c) de la Proposition 1-1.

Soit Gf un sous-ensemble de G. Supposons que G' soit aussi un

groupe de Lie fibre sur N par rapport a la restriction π\G*.

DEFINITION 1-2. Nous dirons que Gf est un sous-groupe de Lie fibre

de G9 si et seulement si les conditions suivantes sont verifiees;

(1) chaque fibre G'x = G' Γ) Gx est un sous-groupe de Gx,

(2) Gf est une sous-variete differentiable de G.

Soit G un groupe de Lie fibre sur N. D'apres la definition, chaque

fibre Gx (x e N) est un groupe de Lie ayant la meme dimension mais,

en general, les groupes des fibres ne sont pas toujours isomorphes.

Cependant, la plupart des exemples pratiques, par exemple, ceux de

E. Cartan [2], montreront que des groupes des fibres d'un sous-groupe de

Lie fibre de GLicΓ) sont isomorphes entre eux.

Remarque, En designant par Go un groupe de Lie, on verifie aise-

ment que G = N x Go est un groupe de Lie fibre sur N par rapport a

la projection canonique π: N X Go —> N. Lorsque le fibre vectoriel est

trivial, i.e., rT = N X Rn, GL(rT) s'identifie avec N x GL(Rn).

Considerons, de plus, une variete differentiable M fibre sur N, et

soit a: M ->N la submersion. Dans toute la suite, nous ne considerons

qu'une variete M telle que, pour tout ξeN, dimM = d i m ^ soit verifie.

Cela etant, designons par F = F(M, a, N, TΓ) Γensemble de toutes les

applications lineaires isomorphes de la forme suivante;
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z: "Γξ -> TX(M) (xeM,ξeN avec a(x) = f) ,

et definissons une application surjective p de F sur ikf en faisant cor-

respondre a Γelement z ci-dessus Γelement p(z) = xeM. Soit F xNGL(i^)

le fibre produit de a p: F -^ N et π: GL(rΓ) —> Λf alors on peut definir

une application Φ : F x ^ G L O O - ^ F , c'est-a-dire une operation de GLii^)

sur F, par la composition de deux applications lineaires;

Φ(z, g):^!^*^!-^ TX(M)

((2, g)eFxN GL(T), x = ̂ ) , f = α(a?)).

Soient U, V des sous-ensembles ouverts de M et de N, respective-

ment, tels que a(U) = 7 et que T(M)\Ό et ^ | F soient trivials. Prenons

un isomorphisme differentiable de fibres vectoriels γ de T(M) \π sur U X Rn

et celui δ άe i^\v sur 7 χ j ? n , et posons

σ(r, δ)(x) = (rU)-1 (3|e): -T, -> TX(M) (χeU,ξ = a(x)) ,

oύ γ\x (resp. 3|e) designe la restriction de γ a T^(M) (resp. δ a τΓe).

ίjĈ , δ) est une section de p: F —> M definie sur i7.

PROPOSITION 1-2. L9ensemble F = F(M, a, N, y*) admet une structure

canonique de varίetέ diff erentiable telle que

(1) p:F->M est une submersion,

(2) V operation Φ de GL(rΓ) sur F est diff erentiable,

(3) la section σ(γ, δ), definie par les isomorphismes γ et δ9 est diff er-

entiable.

Demonstration: Pour la section σ(γ,δ) definie ci-dessus, on peut

definir une application bijective φuδ du fibre produit UxNGL(Ϋ") sur

P'KU);

ΦrMo) = σ(r>«)(«) g > (χ,g)eu xN GUT) .

Done on sait que F admet une structure de variete differentiable de

maniere que chaque ensemble p~\U) soit un sous-ensemble ouvert de F

et que chaque application bijective φriδ soit un diffeomorphisme. II est

immediat de constater que F, muni de cette structure, satisfait aux

proprietes (1), (2) et (3).

Lorsque N a un seul element, y peut etre considere comme Rn

(n = dimM) et GL(^) comme GL(Rn). Done, dans ce cas-la, il en resulte
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que F n'est pas autre chose que le fibre de reperes de M. La proposition
suivante sera aussi evidente.

PROPOSITION 1-3. Si Ψ* est trivial, i.e., Ψ* = N x 2?% F(M, a?, iV,-T)
sHdentifie a Vespace fibre principal de reperes de M.

Soient G un sous-groupe de Lie fibre de GL{i^) et B une sous-variete
differentiable de F{M, a, N, rΓ).

DEFINITION 1-3. Nous dirons que B est une G-structure generalisee
(ou simplement G G-structure) de groupe structural G et de base (M,a,
N9rΓ)9 si et seulement si les conditions suivantes sont verifiees;

ii) pour tous zeB,g eG tels que z g soit defini, i.e., (z,g)eB χNG,
z-g eB est verifie,

iii) pour tous zfz'eB avec p(z) = p(z'), il existe un element ge G
tel que zf — z g,

iv) pour tout x eM, il existe un voisinage ouvert U de x et une
application differentiate σ de U dans B telle que p-σ = id^.

Lorsque IVaun seul element, B est ce qu'on appelle une G-structure.
Si ir = N x Rn, une G G-structure est une sous-variete de Γespace fibre
des reperes de M, verifiant les conditions precedantes. On a aussi

dim B = dim M + dim G — dim N ,

pour toute G G-structure.
Soit B(M, a, N, rΓ) une G G-structure de groupe structural G.

Definissons une forme differentielle exterieure de degre 1, θ, a valeurs
dans le fibre vectoriel τΓ;

ΘZ(X) = z~\p*X) (zeB,Xe T2(B)) .

θ sera dit la forme exterieure canonique sur B. Si Ψ* = N X J?w, ̂  est
considere comme une forme a valeurs dans Rn et on peut definir sa dif-
ferentielle exterieure dθ.

Maintenant nous allons developper la methode pour obtenir des
G G-structures. M etant une variete diff erentiable, designons par GP(M)
le pseudo-groupe de toutes les transformations locales de M dans M, et
par π\M) Γensemble des jets inversibles d'ordre 1 de M dans M, i.e.,
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π\M) = {£(/) e J\M,M)\fe GP(M),xeUf},

oύ JX(M9M) designe la variete des jets d'ordre 1 d e l dans M. π\M)

est une sous-variete differentiate de JXM,M). 1/application a:π\M)-+

M, αθ'i(jθ) = x (resp. b: π\M) -> M, 60100) = f(x))> est appelee Γapplica-

tion source (resp. but). Pour tous z, zf e π\M) tels que z = ;!(/), 2;/ =

iy(^) βt que α(«0 = 6(2), on peut deίinir le compose z' zeπKM) par

et Γinverse ^~1 e πKM) par

II est clair que π\M), muni de cette structure du "compose", satisfait

aux proprietes suivantes;

1) les applications a: π\M) —> M, 6 : π\M) —> M sont des submersions,

2) Γapplication ^(M) BZ*-> z~x e π\M) est differentiate,

3) Γapplication π\M) x^TΓ^M) B (Z;, z)*->z'>ze π\M) est differentiate,

oύ π\M) χMπ\M) designe le fibre produit, i.e,.

π\M) X M π\M) = {(̂ 7, z) e π\M) X πx(M) | α(«0 - 6(2)} .

Soit a:M-+N une fibration. Considerons un pseudo-groupe Γ sur

ikί verifiant les conditions

Ax) pour tout feΓ9 on a α /(^) = #O0 quel que soit xe Uf9

A2) pour tous x,x' eM avec α(ίc) = α(xθ, ϋ existe un element / e Γ

tel que fix) = ^7.

Posons

^(Γ) = {̂ (/) G π\M) \feΓ,xeϋf}.

Comme Γ est un pseudo-groupe, on a z^eπXΓ) et z'-zeπ\Γ) pour tous

^, z e 7rx(Γ) avec α(«0 = 6(2).

DEFINITION 1-4. Nous dirons que Γ est un pseudo-grouye continu

d'ordre 1 sur M, si et seulement si les conditions suivantes sont verifiees;

I) il existe sur π\Γ) une structure de sous-variete differentiate de

π\M) telle que

1) a: π\Γ) -> M, b: π\Γ) -» M sont des submersions,

2) M = (a x b)(πKΓ)) est une sous-variete differentiate d e l x l

et a x b: ̂ (-Π -* ̂  est une submersion,
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3) Γapplication π\Γ) a z »-> z~ι e π\Γ) est differentiable,

4) Γapplication π\Γ) XMπ\Γ) a (zf, z)>-+z' ze π\Γ) est differentiable,

oύ ττ'(Γ) X M πι(Γ) = {(z\ z) I αlzΓ) = &(*)},

II. si / e GP(M) verifie jl(f) e π\Γ) pour tout a eί/;, o n a / e Γ .

En d'autres mots, ces conditions signifient que π\Γ) forme Γ equation

differentielle d'ordre 1 (voir [10], [11]).

Supposons qu'il y ait une section differentiable I:N->M par rapport

a α> et posons

r = I*T(M) (i.e., r, = TI{ξ){M),ξ eN) ,

G(Γ) = {(f,«) e JV x TΓ^Γ) |α(«) = b(z) = I(ξ)} ,

,β(Γ) = {(£,«) e iV x ^(Γ) I α(2) = I(S)} ,

^: B(Γ) -+ M , p(f, z) = b(z) , (f, z) e B(Γ) .

LEMME 1-1. G(Γ) est un groupe de Lie fibre sur N.

En effet, G(Γ) est considere comme le fibre induit de

αx b:π\Γ)->M par Ϊ:N-*M , I(ξ) - (/(£),/(f)) , f eN.

Le compose et Γinverse de π\Γ) determinent sur chaque fibre G(Γ)ξ =

G(Γ) Π {ξ} X π\Γ) (ξ e N) la structure de groupe. II est clair que

Γapplication G(Γ) a (£, z) H-> (f, z)~l = (ξ, z"1) e G(Γ) est differentiable. G(Γ)

XNG(Γ), le fibre produit de G(Γ) —> N, (?, z) ι-> f, est considere comme une

sous-variete differentiable de N x (π\Γ) XMπ\Γ)), et Γapplication G(Γ)

XJV G(Γ) a (w'9 w) *-> w'-w e G(Γ) est la restriction de

N X (π\Γ) XMπ\Γ)) a (ξ, (*', z)) H> (f, z'-z) 6 iV X π\Γ)

a la sous-variete G(Γ) XNG(Γ). Ceci signifie que G(Γ) est un groupe

de Lie fibre sur N.

Ensuite, definissons Γapplication λ: B(Γ) -> F(M, α, N, Ψ*) par la

formule

pour tout (ξ,z)eB(Γ) avec z = fI(ξ)(f), feΓ, et posons / = ^[ G ( Γ ) ; par

ces applications, B(Γ) est considere comme une sous-variete differentiable

de F(M,α9N,rΓ) et G(Γ) un sous-groupe de Lie fibre de GLif). II est

immediat de constater que B(Γ)$ = i?(Γ) Π {£} x TΓ^Γ) est un fibre prin-

cipal de base Mξ = o;"1^) et de groupe structural G(Γ)ξ. En vertu de
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A2) et de la condition I)-l), il se trouve que p: B(Γ) —> M est une sub-

mersion.

Nous exprimons ce resultat sous la forme suivante.

THEOREME 1-1. Soit Γ un pseudo-groupe contίnu d'ordre 1 operant

sur M et soit a: M —> N une fibratίon. Supposons que Γ satisfasse aux

conditions Ax) et A2) et qu'il y ait une section differentiable I de a: M

—> N. Posons

B(Γ) - {(£, z) e N X π\Γ) \ a(z) = /(£)} ,

p: B(Γ) - M , p(ξ, z) = 6(«) , (f, z) e J5(Γ) .

Alors B(Γ) est considere naturellement comme une G-G-structure de

groupe structural G(Γ) et de base (M^yN,^).

Prenons un element φ e Γ, et deίinissons Γapplication local p(φ) e

GP(B(Γ)) par

pour tout (f,y}(f)(/)) eB(Γ) tel que /(/(f)) e [7^; on a, de cela, facilement

p-p(φ) — φ>p. Soit 0 la forme exterieure canonique sur i?CO (cf. Defini-

tion 1-3). Calculons

oύ & = 7(f) et X designe un vecteur tangent a B(Γ) en (f, jl(f)) e B(Γ).

Done on obtient, pour tout φeΓ,

(1-1) p(φ)*θ = ί .

En tenant compte de cette formule, nous allons definir les isomor-

phismes des G G-structures.

Soient (M, a, N, Ψ*) et (M'9 a', N', Ψ*') deux systemes des bases tels

que dim M = dim Mf> dim N = dim N7.

DEFINITION 1-5. Un diffeomorphisme (local) φ de M dans ΛF sera
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dit un isomorphisme (local) de F(M>a,Ny1
r) dans F'(M', </,2V', f~')> s'il

existe un diffeomorphisme (local) f de N dans N' et un isomorphisme
local) de fibres vectoriels ψ de Ψ* dans i^' tels que

aΌφ = foa , Q'°ψ = f°q >

oύ q (resp. q') designe Γapplication canonique de Ψ* sur N (resp. de Ψ*f

sur 2V').
II vaudrait mieux de representer Γisomorphisme φ par φ = φ(f,ψ).

Etant donne un isomorphisme (local) 0 = $(/, ψ), nous definissons une
application (locale) $ de F(M, α, N, rT) dans FW',«', N', Ψ*f) par

0(s) = ^ o ^ o f ^ ; f ^ Tφix)(M)

(zeF,x = p(z),ξ = a(x)). II est facile de demontrer que φ est un dif-
feomorphisme (local) de F dans F / tel que

pΌφ = ô̂ o .

Si ψ est un isomorphisme (local) de rΓ dans f̂ 7 avec q' o ψ = / o g, nous
designons par Ad(ψ) Γisomorphisme de groupes de Lie fibres de
dans GLW) tel que, pour tout g e GL(Ϋ") avec τr(#) e £7/,

(1-2) A

et que

πr o Ad (ψ) = / o 7r .

Pour un isomorphisme 0 = 0(/, ψ), on a done

Φ(z flr) = φ(z) Ad (ψ)(ff) , ((«, g)eFχN GUT)) .

Soit S = S(Λί, α, iV, 10 une G G-structure de groupe structural G et
soit Br = B'(M', a', N', 1rr) une G G-structure de groupe structural G'.

DEFINITION 1-6. Nous dirons qu'un isomorphisme (local) φ — φ(f, ψ)
est un isomorphisme (local) de B dans B', si et seulement si Γapplica-
tion induite φ verifie φ(B\Uφ) = B'\Vφ.

DEFINITION 1-7. Si, pour tous xeM,y e M', il existe un isomorphisme
local φ = φ(f, ψ) de B dans B' tel que (̂ίc) = y, B et B ; seront dits locale-
ment isomorphes.

PROPOSITION 1-4. Soit φ = ^(/, ψ) ttti isomorphisme (local) de B
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dans B' et soient Θ, θf les formes exterieures canoniques sur B et sur Br

respectivement. Alors Vapplication induite φ vέrifie

φ*βf = ψ o θ .

DEFINITION 1-8. Un isomorphisme (local) φ == φ(f, ψ) de B dans B
sera dit un automorphisme {local) invariant de B. Un automorphisme
(local) invariant φ = φ{f, ψ) de B verifiant ψ = id sera dit un N-auto-
morphisme {local) de B (voir (1-1) et Proposition 1-4).

Designons par Γ*{B) Γensemble de tout automorphisme local invariant
de B et par Γ{B) Γensemble de tout iV-automorphisme de B.

Etant donnes, en general, deux pseudo-groupes Γ et Γf sur M et
sur Mf respectivement. Un diffeomorphisme local φ de M dans M' est
dit un isomorphisme local de Γ dans Γ', si et seulement si la condition
suivante est verifiee;

oύ Γ\ϋφ = {/ e Γ117,, 7 7 c Uφ} et ad (0)(/) - φ o / o ̂ -^ / e Γ|^.
On dit, de plus, que Γ et Γf sont localement isomorphes, si, pour

tous xeM,y e Mf, il existe un isomorphisme local de Γ dans Γ/ tel que
φ{x) = 7/. JV(Γ), Γensemble de tout isomorphisme local de Γ dans Γ, est
dit le normalisateur de Γ.

PROPOSITION 1-5. Soit B{M,a,Nfi
r) une G G-structure. Alors le

normalisateur N{Γ{B)) du pseudo-groupe des N-automorphismes locals
de B contient le pseudo-groupe Γ*{B), i.e.,

Γ*(B) c N{Γ{B)) .

En effet, soit φ = φ{f,ψ) e Γ*{B); il faut etablir ad {φ){Γ{B)\Uώ) =

Γ{B)|F , m a i s , e n v e r t u d e la r e l a t i o n φogoφ~λ = φogoφ-\ P = φogoφ-1 et

P"1 transportent B dans B pour tout geΓ{B)\Uφ Soit 0 la forme ex-

terieure canonique sur B. D'apres la Proposition 1-4, on a

p*θ = φ-1* o g* o φ*θ = ψ{φ-'* o g*θ) = ψ{φ-^θ) ,

par suite, P*θ = θ, puisque φ~ι*θ = ψ"1 o θ. Done Γisomorphisme de fibres
vectoriels associe a P est trivial.

De la merae maniere, nous pouvons demontrer le theoreme suivant.

THEOREME 1-2. Soient B{M,a,N9i
r) et B'{M'\ά\N'\irr) des G G-
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structures. Si φ = φ(f, ψ) βsί un isomorphisme local de B dans Br, φ
est un isomorphisme local de Γ(B) dans Γ(Bf). En consequence, si
B et Bf sont localement isomorphes, Γ(B) et Γ(Bf) sont aussί localement
isomorphes.

D'apres ce theoreme, nous pouvons partager le probleme d'equivalence
des pseudo-groupes en deux.

En premier lieu, si un pseudo-groupe Γ est donne sur M, il faut
trouver une G G-structure telle que Γ coincide avec le pseudo-groupe
des ΛΓ-automorphismes. Le Theoreme 1-1 a quelque relation a ce prob-
leme.

En deuxieme lieu, nous sommes ramenes a la recherche des invariants
des G G-structures vis-a-vis des automorphismes invariants.

Dans les paragraphes suivants, nous etudierons ce deuxieme prob-
leme. Dans notre cas, il se trouve que la forme exterieure canonique
θ sur B est inutile pour le probleme. C'est parce que d'une part il faut
trouver a la fois trois applications et que d'autre part, un automorphisme
invariant ne laisse pas toujours θ invariant (cf. Proposition 1-4).

Pour suivir la methode de Cartan ([2], [41), il est necessaire de
construire un autre espace associe a la G G-structure donnee de maniere
que, dans cet espace, on puisse deίinir une forme exterieure invariante
par les automorphismes invariants.

§2. G -̂stnictures associees aux C G-stnictures

Dans ce paragraphe, pour etudier le probleme d'equivalence, nous
allons construire une structure geometrique associee a une G G-structure
et etablir la relation entre les deux structures. Nous commenςons par
donner quelques notions qui sont utilisees dans la suite.

Soit V un espace vectoriel reel de dimension finie et soit W un sous-
espace vectoriel de V.

DEFINITION 2-1. G etant un sous-groupe de Lie de GL(V), le sys-
teme (F, W, G) sera dit compatible, si chaque element g de G verifie

πog = πf oύ π designe Γapplication canonique V-+V/W.

DEFINITION 2-2. © etant une sous-algebre de Lie de gϊ(7), le sys-
teme (V, W, ©) sera dit compatible, si chaque element X de © verifie
πo X = 0. En consequence, on a © c Horn (V, W).
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Soit (V, W, G) un systeme compatible et soit © l'algebre de Lie de
G, et posons

G* - {g e GL(V) \ gGg~ι = G, fKW) - W} ,

©* = {X e βl(V) I [X, ©] c @, Z(W) c W} .

II est clair que G* est un groupe de Lie et que ©* est son algebre de
Lie. Considerons, de plus, Γespace vectoriel ©* Θ V, la somme directe,
et definissons un sous-groupe de Lie G* de GL(®* 0 V) par la condition
suivante:

h e GL(&* 0 V) appartient a G* si et seulement si
i) h(A) = A pour tout A e ©*,

ϋ) fe(PF) = W,

iii) y-composant de h\v est a G,
sont verifies. Passons cette condition a son algeble ©#cg[(©*0 7). II
en resulte que X e gϊ(©* 0 V) appartient a @tt si et seulement si

i)' Z(©*)-{0},
ii)/ X(W) c W,

iiiy F-composant de X\v est a ©,
sont verifies. II est clair que ©* est isomorphe a Γespace vectoriel
Hom(F/W,©*)0®, i.e.,

Si V = W, on a done ©* ̂  ©.
Ensuite, soit Ψ* un fibre vectoriel reel sur une variete differentiable

N et soit ή< la dimension des fibres de i^. Designons par ΠW) Γen-
semble de toutes les applications lineaires isomorphes de Rn sur chaque
fibre de TΓ et α: 770O —> iV la projection canonique. Alors, on peut
retrouver facilement que HicΓ) admet une structure canonique d'espace
fibre principal differentiable, de base N et de groupe structural GL(n,R).

Soient a: M-+ N une fibration, rΓ un fibre vectoriel reel de base N
tel que pour tout ξeN,

dim M = dim rΓξ = m + n

soit verifie; et notons les par (M.ayN,^). Etant donnes un sous-groupe
de Lie fibre G de GL{i^) et un systeme compatible (F, TF, Go) verifiant
les relations dim M = dim V et dim M — dim 2V = dim W, nous posons
la
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DEFINITION 2-3. Nous dirons qu'une G G-strueture B, de base

(Λf, a, iV, rΓ) et de groupe structural G, est eZe ίτ/pe (V, W, Go), si et seule-

ment si les conditions suivantes sont verifiees;

(1) pour tous z, zf e B avec a o p(z) = α o ^(z'), #* ° « = α# © #' est verifie,

et αr#©2 = ff: ^ —>T̂ ΛΓ) (zeB,ξ = aop(z)) determine un homomorphisme

surjectif de fibres vectoriels γ: rΓ -> 2W,

(2) 77Cr, G) = {̂  e ΠirΠ \uoGQ°u~ι = Gβ ( t t ), 7o^(TF) = {0}} est un sous-

fibre principal differentiable de Π(jΓ)f de groupe structural Gf.

D'apres cette definition, on a aisement le

LEMME 2-1. a) γξog = γζ9 pour tout g e G αt ec τr(^) = f,

b) w(ΐf) = Ker 7-|α(tt), pow ίo^ί w e 77(τT, G).

Soit β(M,α,N, T̂ *) une G G-structure de groupe structural G. Sup-

posons que B soit de type (V, PF, Go) et posons

M(G) = {(M, a?) e Π(rrf G) x M\a(u) = α(a?)} .

Comme M(G) est le fibre produit de a: TKf, G) -> N et de a: M -> N, c'est

une sous-variete differentiable de ΠiΨ*, G) X M. Nous designons par ^

(resp. μ) Γapplication (submersion) de M(G) sur Π(jΓ9 G) (resp. M)

, G): ^(M, X) = U

(resp. /£: M(G) —> M: μ(^, x) — x) ,

pour tout (%, a?) e M(G). Par suite, on a

doj = a°μ .

Comme G? est le groupe structural du fibre principal ΊHcΓ, G), Gf peut

operer non seulement sur /7(y\ G) mais aussi sur M(G). Par ces opera-

tions de Gf, Ae@f entraine les champs de vecteurs sur 770^, G) et sur

M(G); notons les par la meme lettre A*. Alors, on a

(2-1) λ*A* - A*w , μ*A* - 0 , a*A* - 0 ,

pour tous seM{G),ueΠ{'r.9G).

PROPOSITION 2-1. Si π(jΓ9G) est trivial, i.e., N x Go* = 77CT, G), ίί

β^isίe ^n diffeomorphίsme φ de M x Gf sur M{G) tel que μ o ^(OJ, ^) = »,

>lo (̂a?, g) == v(a(x),g) pour tout (x,g)eM X Gf, ou v designe Visomorphisme

N x Go* -> 77(^, G).
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En effet, on n'a qu'a definir Γapplication φ:MχGf-*M(G) par
φ(&, 9) = G>(αG*0, 9), x) Pour (x, g) e M x Go*.

Designons par P(B) Γensemble de toute application lineaire isomorphe
X de ®f®V sur TS(M(G)) (pour tout s e M(G)) possedant les proprietes

i) X(A) = Af pour tout A e ©0*,
ii) 4X(w) = 0 pour tout weW,

iii) Φ(X) = μ^oXoQis))-1: 'Tξ-+Tx(M)(x = μ(s),ξ = a(x)) est un
isomorphisme et appartient a JB.

Ce que nous voulons faire dans la suite, c'est de demontrer que
P(B) est un sous-fibre principal differentiable de Γespace des reperes de
M(G), de groupe structural Gjj. Nous allons commencer par construire
des sections differentiables locales de &: F(M{G)) —• M(G) a valeurs dans
P(B).

Dans la consideration suivante, nous reprendrons chaque voisinage
plus petit s'il en est besoin, sans Γexprimer distinctement. Soient
(x\ , xn, y\ , ym) un systeme de coordonnees locales de U c M et
(x\ - - -, xn) celui de TJ' = a(U) c N tels que xι o a = α* (i = 1,2, , n).
Supposons que ΠirΓ, G)\Uf soit trivial, c'est-a-dire qu'il y ait un isomor-
phisme ψ: TJf x Gf—>ZΓ(τΓ, G)|̂ /. D'apres la Proposition 2-1, il existe un
diffeomorphisme φ: U x Gf-+M(G)\V. Soient σu ',σn+m des sections
diff erentiables lineairement independantes de "r\v, telles que

γξ{σm+j(ξ)) -

pour tout fef/7 (cf. Definition 2-3). Prenons une section differentiate
r: Z7 —> B representee par les f ormules,

(i = 1,2, , m) ,

/ , ) + Σ?_, ^ - H . / * ) ^ ) 0* = 1,2, , w) ,
dx3 / x \dyκ/χ

pour tout a? e U, a(x) — ξ, oύ A\ sont des f onctions diff erentiables. Soit
{ai, - * ,am+n} un systeme de base de Γespace vectoriel V tel que {a19 ,
αm} soit un systeme de base de W. Definissons une section differentiable
τ:M(G)\u-*F(M(G)) par
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2° *(β)(α,) = (φe)* o τ(μ(s)) o JKβ)(α<) « = 1,2, . . . , n + m)

pour tout seM(G)\U9 oύ 0β designe Γapplication induite de φ;φe(x) =
φ{x, e), xeU,e Γelement neutre de G?.

LEMME 2-2. τ: M(G) \Ό —• F(M(G)) est une section differentiate veri-
fiant z(M(G)\u) c

En effet, d'apres la Proposition 2-1, on a /U0e(#) = ^ e o a(x) {x e Z7)
en posant ψe(ξ) = ψ(f, e), ί e 7. De la definition de ZΓ(^, G), on peut
representer λ(s)(ai) (i = 1,2, , m) par

(ζ = aoμ(s)) .

Done on a, a Γaide de la reration λoφe — ψeoa et de 2°,

= 0 (i = 1,2, , m) .

Ensuite, il faut trouver Φ(τ(s)) = τ(μ(s))eB pour tout SeMCG)^. Mais
il resulte de la relation μ o ^e = id sur U.

Determinons les sous-espaces vectoriels de TS(M(G))

v) =0}.

LEMME 2-3. Tout X e P(B) definit canoniquement les isomorpMsmes
linέaires

ii) X:W -> T%X) .

Ce lemme resulte de la definition de P(B).

LEMME 2-4. G§ est le groupe structural de P(B).

Supposons que g soit un element de GL(%* 0 V) tel que X°g e P(B)
pour tout XeP(B). D'abord, pour tout A e ©0*, on a (X#)(A) = A* et
Z(^(A)) - (flr(A))* (s = ^(Z)), par suite, <7(A) = A, puisque (Z^)(A) =
X(gA). Puis, pour tout we W,0 = Λ*o(Z^X'M;) = 4 o l ( ^ ) ) , Par con-
sequent, X(g(w)) appartient a T*(λ). D'apres le lemme 2-3 ii), il existe
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w e W tel que X(w) = X(g(w)). II en resulte que g(W) = "PF.

Posons s = &(X), u = Λ(s), a? = μθ) et f = a(x). Comme Φ(X) et Φ{Xg)

sont les isomorphismes de rΓξ sur TX(M), il existe un element fef e Gf tel

que μ%oX(ir * o^oM)(V) = μ#(Xg)(v) pour tout ί i e 7 . En posant fe = ^ - 1

ohξou, on a A, e Go. D'apres le lemme 2-3 i) et la relation μ*o(X(g(v)

- h(v))) = 0, il existe Av e ©0* verifiant X(g(v) - hiv)) = X(AV). Par suite,

flr(v) = Aυ + h(v).

Cela signifie que GJ est le groupe structural de P(B).

Nous exprimerons ce resultat sous la forme suivante:

PROPOSITION 2-2. Soίt B(M,<χ>N,rr) une G G-structure de groupe

structural G et de type (V, W, Go). Posons

M(G) = {(u, x) e π(T, G) X M\ a(u) = a(x)} .

Aϊors M(G) admet une G-structure P(B) de groupe structural GJ verifiant

les conditions suivantes;

i) X(A) = A* A e ©o*,

ii) ί#oJSΓ(W) = 0 weW,

iii) Φ(Z) = ^ o X o UO))-1: rTξ -+ TX(M) (x = ^(s), f = α(α?)) βsί un iso-

morphisme et appartίent a B,

pour tout XeP(B) avec s = &(X).

Voici maintenant nous enonςons le theoreme fondamental qui donne

la relation entre B et P(B).

THEOREME 2-1. Soίent B(M9afN9i^) et B'(M', a\ N', rr) des GG-

structures de type (V, W, Go) et de groupes structurals G et Gf, respec-

tivement. Alors tout ίsomorphisme local φ = φ(f, ψ) de B dans Bf entraine

Γisomorphisme local Ad (ψ): G —> Gf et Visomorphisme ψ Λ φ des deux

structures P(B) et P(B')9 defini par (ψ Λ φ){u, x) = (ψ o u, φ(x)) pour

(u, x) e M(G) avec xeUφ.

Reciproquernent, soit F un isomorphisme local des deux structures

P(B) et P(Bf). Si Gf est connexe, il existe, pour chaque point du do-

maine de F, un isomorphisme local φ = φ(f, ψ) de B dans B' tel que F

coincide avec ψ Λ φ autour de ce point.

Laissons la demonstration de ce theoreme pour le moment et

enonςons de plus, les theoremes provenants tout de suite de ce theoreme.
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THEOREME 2-2. On va utiliser les notations dans le theoreme prece-
dant. Si les deux G-structures P(β) et P(B') sont localement isomorphes
et que Gf soit connexe, alors B et Br sont localement isomorphes. Par
consequent, les pseudo-groupes Γ(B) et Γ(B') sont aussί localement iso-
morphes.

Ce theoreme resulte du Theoreme 1-2 et du Theoreme 2-1.

THEOREME 2-3. Soit B(M, a, N, ψ") une G-G-structure de groupe
structural G. Supposons que B soit de type (F, W, Go) et que Gf soit
connexe. Si le pseudo-groupe des automorphίsmes de P{B) opere transi-
tivement sur M(G), le normalίsateur de Γ(B)9N(Γ(B)), est transίtίf sur
M.

En effet, soient x et y deux points arbitraires de M; il existe deux
points s, t e M(G) tels que μ(s) = x, μ(t) = y, et un isomorphisme local F
des structures P(B) et P(B') tel que F(s) = t. D'apres le Theoreme 2-1,
on peut supposer que F coincide avec ψ Λ φ, oύ φ = φ{f, ψ) est un
automorphisme invariant de B, i.e., φeΓ*(B). On a ψ(x) = y, puisque
μoF = φoμ. L'assertion resulte de la relation Γ*(β) c N(Γ(B)).

COROLLAIRE 2-1. On desίgne par Γξ(B) (ξ e N) la restriction du
pseudo-groupe Γ(B) a la fibre Mξ = a~\ξ). Si toutes les conditions dans
le Theoreme 2-3 sont verifiees, Γξ(B),ξ eN, sont localement isomorphes
entre eux.

Demonstration du Theoreme 2-1.

Soit φ = φ(f, ψ) un isomorphisme de B dans B'. Pour simplifier les
notations, supposons que φ soit defini globalement sur M. D'abord,
trouvons que Γapplication ψ: ΠirΓ) —> Π{irί)9 definie par ψ(u) = ψou
(u e Π("Γ)), entraϊne Γisomorphisme de fibres principaux ψ: Πi'f*, G) ->
IKrT', GO. On a facilement Ad (ψ)(G) = G', puisque φ{B) = B' (cf. 1-2).
Par suite, on a, pour tout u e ΠicΓ, G),

Ψ(u) o Go o ψ(u)-* = Ad (ψ)(G β w )

et on a aussi, pour tout ueΠiΫ^yG) avec ξ = a(u),ζ' = f(ξ),

= γ'ξ,oψouo (W)
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= θ4 o φ(z) o ψ o u(W)

oϋ s est un element de B tel que a o ̂ (z) = f. Ceci demontre ψiΠii^, G))

= Π{ir'9G
/). Done on peut definir un diffeomorphisme ψ Λ φ: M(G) -+

M'(G') par la formule (ψ Λ φ)(u,x) = (ψ(u),φ(x)),(u,x) eM(G). II est

immediat de constater le

LEMME 2-5. Le diffeomorphisme ψ Λ φ possede les proprίέtes

i) 7! o (ψ Λ ^) = Ψ o ̂

ϋ) μ'o(ψ /\ φ) = φoμ

iii) #;o(ψ Λ 0) = (ψ Λ ^)ojβα, ^eG 0*,

oύ Rg designe Γoperation de Gf sur M(G) et Rf

g celle de Gf sur M'(Gf).

A Γaide de ce lemme, prouvons que Γapplication ψ Λ φ: F(M(G)) —*

F(M'(G')) verifie ψ7^φ(P(B)) = P(βO Pour cela, il faut etablir pour

tout Z e P(JB)

a) ((f7ΓφXX))(A) = Af+Λ^)(-(X)) A e @0*,
b) 4 o ((f7Cφ)(X))(w) = 0 w e W,
c) J(X) = μ'*((f7^φ){X))(λ\tΰ\f7^φ)(X))Yι 6 B.

Mais, a) resulte de Lemme 2-5 iii), b) resulte du Lemme 2-5 i). Calcu-

lons, a Γaide du Lemme 2-5 ii) et de la definition de φ, le premier terme

de c); on a

J(X) = fTΓ

par suite, J(X)eB', puisque $(B) = β', μ*oX(χ(®(X)))-1 eB. Done on a

(ψ Λ φ)(P(B)) = P(B0. Ceci demontre que ^(/, ψ) entraϊne Γisomorphisme

local ψ Λ ^ de P(B) dans P(B').

Nous avons demontre aussi le

LEMME 2-6. Soiί ^ = φ(f, ψ ) ^^ isomorphisme (local) de F(M, a, N,

Ψ*) dans F'(M',cΐ,N'9i
r/). Supposons que Vapplication ψΛφ, defίnίe par

la formule (ψ Λ φ)(u, x) = (ψ o ̂ , ^(^)), (^, ίc) e M(G), soiί un diffeomor-

phisme (local) de M(G) dans Mf(Gr) et en outre, que ψ A φ soit un iso-

morphisme (local) des deux G-structures P(B) et P(B'). Alors, φΌ(f Λ φ)
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= φ o Φ. En consequence, φ = φ(f, ψ) est un isomorphίsme (local) de B

dans B'.

La deuxieme assertion exige que Γapplication Φ: P(B) —> B soit sur-

jective. Mais il est facile de trouver ce fait.

Reciproquement, supposons que F soit un diffeomorphisme local de

M(G) dans M'(G') tel que F(P(B)\UF) = P(B')\VF. Pour tout A e ©0* et

tout X e P(B) avec Φ(X) == seUF, on a

F*(A*) = n(Z(A)) = (F(X))(A) = A*(s) .

Ceci signifie que F transporte les fibres par rapport a μ dans les fibres

par rapport a μf il existe, de cela, un diffeomorphisme φ de M dans Mr

tel que

(2-2) μΌF = φoμ.

En suite, soit α(0 (0 ̂  ί ^ 1) une courbe differentiable de UF c M(G)

verifiant ^o(a(t)) = λo(α(0)) par suite, λ*o(ά(ί)) = 0, oύ ά(t) designe la

derivee de a(t) en t. Comme ά(t) appartient a T°am(X), d'apres le Lemme

2-3, il existe un element wt e W et un element Xt e P(B) avec tΰ(Xt) e UF

tels que Xt(wt) = ά(ί). On a done (F(Xt))(wt) = F̂ CάCί)) et 4 o F^ o (ά(ί))

= 0 car F est un isomorphisme local de P(B) dans P(B'). Ceci signifie

que F entraϊne un diffeomorphisme local ψ de /7(f, G) dans /ZC^7, GO tel

que

(2-3) λΌF = fyoλ

En vertu de (2-1), on a, pour tout A e ©?,

ψ*(A*) = ^(^(A*)) = ^ o F ^ A * ) = 4(A*) = A* .

En consequence, on obtient

(2-4) ψ(u exp tA) = ψ(^) exp ί A

pour tout ueUψ, tout A e <&f et £ e 1? suffisamment petit. Ceci demontre

qu'il existe un diffeomorphisme local / de N dans N' tel que α/oψ = foa

(fl:Π(ir9G)->N, etc.).
Soient u, uf e ϋ$ et v, /y/ e Rn tels que M('Ϊ ) = v!(v/) alors il existe un

element geGf verifiant v! =^u-g et v = flr(vθ Comme Gif est connexe,

on a, de la relation (2-4), ψ(u)(y) = ^^0(^0 Done on peut definir un

isomorphisme local de fibres vectoriels ψ: y -• y 7 au-dessus de / par
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(2-5) ψ(u(v)) = f(u)(v) (ou

pour tout ueU$ et tout v e Rn.
En considerant les applications φ, ψ et / obtenues autour du meme

point (uo,xQ) eUF(zM(G), on a facilement a'oφoμ — foaoμ et par suite
a'oφz=z foa. Les relations (2-2), (2-3) et (2-5) signiίient que F coincide
avec ψ Λ φ autour de point (u0, x0) e UF. Comme F = ψ Λ φ est un iso-
morphisme local des deux structures P(B) et P(Bf), d'apres le Lemme
2-6, il en resulte que φ = φ(f, ψ) est un isomorphisme local de B dans
B'. c.q.f.d.

Soit B(M, a, N, rΓ) une G G-structure de groupe structural G et de
type (7, W, Go) et soit ©0 Γalgebre de Lie de Go. En posant V = @0* θ 7,
nous definissons une application lineaire d de Horn (V, ©£) dans
Horn (77 Λ F7, 70

(dS)(X ΛΓ) =

pour tout S e Horn (77, ©§) et tous Z , Γ e 7', et posons

#0,2 = #0 2 ( 7 ? py? G o ) = H o m ( 7 / Λ y

D'apres la theorie generale, il existe Γapplication CB: P(B) -»iϊ0'2, la
fonction structurale de P(B) (voir [12]). Prenons une connexion Ω sur
Γespace fibre principal P(B). En designant par ω la forme exterieure
canonique sur P(B) et par Θ la forme de torsion, la premiere equation
structurale est representee par

dω= -Ω Λω + Θ .

Soit {a19 ••-,aN} une base de 7' = ©0* θ V, et posons ω = Σfβiω*α< θ =
ΣίLiθ*^. On peut verifier Γequation

β* = 4 Σ f . * - ! ^ ^ Λ ω* « == 1,2, .,2V) ,

oύ CJt sont des functions diίferentiables sur P(B) (cf. [7]). Definissons
l'element C e Horn {V A V, V) par

II se trouve que Γimage ΌeH^2 de C coincide, au fond, avec la fonc-
tion structurale CB de P(B).

Soit ^ la forme canonique sur B a valeurs dans y et soit Φ: P(β)
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—> B Γ application definie dans la Proposition 2-2. Alors on aura

λ(β)-\Φ*θ)z(Z) = 7-composant de ωx(Z)

(XeP(B),s = W(X),ZeTx(P(B))). Si y est trivial, i.e., 'f = N x F,
on peut definir la differentielle exterieure dθ de θ et, a Γaide de dθ> on
pourra construire la fonction structurale de B. Mais la relation entre
les deux fonctions structurales sera assez compliquee.

§3. Le cas analytique

Dans ce paragraphe, tous les objets sont supposes analytiques. Tout
ce que nous avons obtenu jusqu'a present est encore vrai en remplaςant
le mot "differentiable" par "analytique reel". Nous nous proposons dans
ce cas-la d'indiquer certain theoreme qui ramene partiellement le prob-
leme d'equivalence des G G-structures au probleme entierement alge-
brique.

Soient 7, W des espaces vectoriels reels de dimension finie, et E un
sous-espace vectoriel de Horn (7, W). Nous definissons le prolongement
algebrique d'ordre 1 de E par

Eω = {Xe Horn (7, E) \ X(u)(v) = X(v)(u), u, v e V} ,

et posons, pour une base (v) = {v19 ,1>«} de V (n = dim V),

EM = {XeE\X(vd = = X(vk) = 0} (fc = 1,2, .. ,n) .

DEFINITION 3-1. £7 c Horn (7, TF) est dit involutif, si et seulement
s'il existe une base (v) = {v̂  , vn} de 7 telle que

dim Eω = dim £7 + J]»=1 dim J f̂c(v) .

En general, on a toujours

dim Ea) ^ dim £? + J] j β l dim JE?Λ(v)

quelle que soit la base (v) = {v19 ,vn} de 7 (cf. [12]).
Soient (7, W, Go) un systeme compatible, B = J?(M, α, iV, y*) (resp.

J?' = S W U ^ ' , ^ ) ) une G G-structure de type (7, W, GQ) et de groupe
structural G (resp. GO, P(B) (resp. P(Bf)) la GJ-structure associee a B
(resp. SO et ω (resp. ωθ la forme exterieure canonique sur P{B) (resp.
P(Z?0) a valeurs dans ©f 0 7. En designant par Px (resp. P2) la projec-
tion canonique de P(B) x P(B;) sur P(β) (resp. P(J?0), nous definissons
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une forme exterieure Ω sur P(B) x P{Bf) par la formule

Ω = Pfω - Pfω' .

Alors {Ω, Pfω} engendre un systeme differentiel exterieur avec des vari-

ables independantes ([6], [9]). Ce systeme est en involution, si Γalgebre

de Lie de G*o, ©§, est involutive et que les deux fonctions structurales CB,

CB, soient constantes et CB = CB, (cf. [6], [12]). Par consequent, on peut

retrouver le theoreme suivant en utilisant le Theoreme de Cartan-Kahler

(cf. [9]).

THEOREME 3-1. Si les conditions suivantes sont verifiees

i) ©§ est involutif,

ii) les f onctions CB et CB, sont constantes, et CB = CB,,

alors P(B) et P(B') sont localement isomorphes. Autrement dit, pour

tout X e P(B) et tout Xr e P(Bf), il existe un diffeomorphisme local φ

dfun voisinage de af(X) sur celui de Φ'(X') tel que φ(P(B)\Uφ) = P(B')\Vφ,

φ(X) = X'.

Au point de vue des G G-structures B et B', les conditions i) et ii)

de ce theoreme seront indirectes. Mais, en ce qui concerne la condition

i), on peut etablir le theoreme suivant.

THEOREME 3-2. Soit (V, W, ©) un systeme compatible. Pour que

Γalgeble & soit involutive, il faut et il suffίt que © soit involutif.

Laissons la demonstration de ce theoreme pour le moment.

THEOREME 3-3. Soit B (resp. B;) une G G-structure analytique reel

de base (M,a,N,^) (resp. (M\af,N\rf)) et de type (V,W,GQ). Si les

conditions suivantes sont verifiees;

i) ©o est involutif,

ii) CB et CB, sont constants et CB = CB,,

alors B et Bf sont localement isomorphes. En consequence, les pseudo-

groupes Γ(B) et Γ(B') sont localement isomorphes.

Ce theoreme resulte du Theoreme 2-2, du Theoreme 3-1 et du Theo-

reme 3-2.

THEOREME 3-4. Soit B(M,a,N, rΓ) une G G-structure analytique reel

de type (V, W, Go). Supposons que ©0 soit involutif et que CB soit con-

stant sur P(B). Alors le pseudo-groupe des automorphίsmes de B,Γ*(B),
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opere transitivement sur M. En consequence, le normalisateur N(Γ) de
Γ = Γ(B) est transitίf sur M, et les pseudo-groupes Γ(B)ξ (ξ e N) re-
streints aux fibres de la fibration a: M —> N sont aussί localement iso-
morphes.

Ce theoreme resulte du Theoreme 2-3, du Corollaire 2-1 et du Theo-
reme 3-3.

Voici maintenant trouvons-nous le Theoreme 3-2. Soit (7, W, ©) un
systeme compatible. En posant ξ> = Hom(V/W, ©*), on a

£ Θ ® s ®*.

L'isomorphisme est donne par

(3-1) φ(X, Y)(A, v) = (Z(ττW), Y(v))

(Xe >̂, Ye ©, A e ©*, v e V), oύ π designe Γapplication canonique V-+V/W.
Soient n la dimension de V et m la dimension de F/W. Posons, pour
une base (x) = {x19 , xw} de 7,

®i(a?) = {Xe ©ΊZfo) = = Z(α?Λ) = 0},

&(a?) = {Ye$\Y(π(xd) = = YW»fc)) = 0} ,

@4(a?) = {̂  e %\Z{%d = . . . = Z(a?4) = 0} ,

(fc = 1,2, ,ri). En vertu de (3-1), on a aisement le

LEMME 3-1. Pour tout k = 1,2, , n,

Ensuite, posons

{ t e Horn (7,

Soient Hep(® et weW. Pour tout weF, on a H(w)(π(u)) =
• (π(w)) = 0, par suite, H(w) = 0 quel que soit w dans W. Done
s'identiίie a Γespace vectoriel

<ρ(1> = {H e Horn (V/W, ®)\H(ξ)(v) = fΓ^Kf), f, ? 6

Par consequent, on a

(3-2) dim p($) = dim φ(1) = dim ©* x m ( m + 1 }
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Posons, de plus,

Qk{z) = { Y e £ | Y(zd - = Y(zk) = 0} (fc = 1,2, . . ,m) ,

pour une base (2;) = {zl9 ,zm} de 7/T7. Alors on obtient le

LEMME 3-2. Pour toute base (s) de 7/W,

dim p(φ) = dim Q + Σ*-i dim Qk(z) .

En effet, posons V — V/W et designons par I7fc(2) le sous-espace

vectoriel de V engendre par z19 ,zk (fc = 1,2, ,m). II est facile de

demontrer que $k(z) s'identifie a Γespace vectoriel Horn (y/Wk(z), ©*).

Alors on a dim $gk(z) — dim ©* x (m — k), et par suite,

ΣKΊ1 dim Qk(z) = dim ®* x Σ K ί (m - fc) = dim @* X m ( m "" 1 } .

Et Γassertion resulte de la relation dim £> = dim ®* x m et (3-2).

LEMME 3-3. (®*)α> s P ( @ θ ®α )

En effet, Γespace vectoriel Horn (©* ® V, ©*) s'identifie a la somme

directe Horn (©*, @ φ Horn (©*, ©) φ Horn (7, © φ Horn (7, ©), puisque

©* = ^ θ ©. II en resulte que X e (®#)(1) peut etre partage en quatre, i.e.,

X = Xx + X2 + Xs + X4, Xι e Horn (©*, ©, Z 2 e Horn (©*, ©), X3 e Horn (7, ©

et Z 4 e H o m ( 7 , ©). Comme Z satisfait a la relation X(A,u)(B, v) —

X(B,v)(A,u) pour tous A , £ e © * et tous u,veV, on a

= X1(B)(π(u))

- X2(B)(u)

(3-3)

(3-4)

(3-5)

(3-6)

Si J? = 0 dans les relations (3-3) et (3-4), on a Z x = Z 2 = 0. Par suite

(®#)(1) C Horn (7, @ θ Horn (7,©). Mais (3-5) et (3-6) signifient que

Z S 6P(@ et Z 4 e © ( 1 ) .

Demonstration du Theoreme 3-2. Supposons tout d'abord que ©

soit involutif. Soit (x) = {#χ, ••-,#„} une base de 7 verifiant la relation

dim ©(1) = dim © + 2 ϊ - ί dim © (̂0?). Nous pouvons supposer que {π(ίCj),

•• ,τr(ίum)} soit une base de V/W en remplaςant la base (x), sJil en est
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besoin.

Ceci etant, on a facilement

*(x) = ^*(«) (fc = 1,2, , m) ,

>*GB) = 0 (fc = m, m + 1, , n) ,

en posant (z) = {TΓO )̂, , π(xm)}. Prenons une base de ®*, {xn_19 , ##}

(x) = { ,̂ , a?n, a?n+1, ••-,#*} devient une base de ®* Θ 7. D'apres la

definition de ©*, on a

( 3 β 8 ) ί®l(%) = ®i(») (fe = 1,2, . . •,

Les Lemmes 3-2,3-3 entrainent

dim (®*)(1) = dim p(§) + dim ®(1)

= dim Q + Σ K ί dim &(«) + dim @ + ΣS:ϊ dim

= dim (φ Θ ©) + ΣVΛ dim (φt(2) Θ

En vertu de la relation ©* ^ φ Θ ® et du Lemme 3-1 et des (3-7), (3-8),

on a dim (®*)(1) = dim ©* + Σ*-! 1 dim ®l(x). Done ®* est involutif par

rapport a la base (x).

Inversement, supposons que ©* soit involutif. Soit (v) = {vlf v2, ,

a;*} une base de ©* 0 7 verifiant dim (®*)(1) = dim ©* + Σ^-i1 dim ®*k(v).

Posons vί — Ai + xt (At e ©*, ̂  e 7, ί = 1,2, , N). Comme x19 , xN

engendrent Γespace vectoriel V, on peut choisir une base {xkl, , xkn}

de 7 telle que

i) {xtl9 , »*„} c {a?lf , xN) et 1 ^ fcx < fc2 < . . . <kn^N,

ϋ) $ ! = • • • = ^fcl_! = 0, si fcx ^ 2,

iii) pour tout i ^ 1, xkt9xkt+ι, >ίCt<+1-i sont representes par la

combination lineaire des xkl9 , a?Λ<. Posons 2/< = #fci (i = 1> 2, , n).

Comme ®* annule ®*, on a facilement

a) ®*(v) = . . . = ©S,.^) = ®* si fcx ^ 2,

b) ®i(y) = ©J(t;) 0" = fci, fci + 1, , fcι+i - l , t = 1,2, , w),

c) ©S(v) = 0 « = fcn,fcn + l, ,Λ0,
et par suite,

f-Ί1 dim ©Kv) = ΣliΊ1 dim ®?W + Σ?^ί (ΣittΓ1 d i m

+ Σf-idim®Ki;)

= (fcx - 1) dim ®* + Σΐ=l (*i+i - feί) dim ®
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On obtient, en outre,

(3-9) Σ & 1 dim ®\(v) ^ Σ%1 dim ®](y) ,

puisque ^ — 1 ^ 0 et ki+ι — kt ^ 1 pour tout i = 1,2, , n — 1. D'apres

le Lemme 3-1, le Lemme 3-3 et (3-9), on a

dim p(@ + dim @(1) ^ dim £ + dim © + J%zl dim §,(i/) + ΣJ-f dim ©<(#) .

m—9π(Vn) engendrent Γespace vectoriel V/W, c'est pour cela que

Γon a dim p($) ^ dim £> + Σtzl dim $i(y). Done on a dim ©(1) ^ dim © +

Σl=i dim ©iθ/). Ceci signifie que © est involutif. c.q.f .d.

§ 4. Exemple

Nous allons calculer un exemple qui a ete pris par E. Cartan ([2]

n° 29). II s'agit d'un exemple tres simple qui pourtant contient en soi

les subtilites de la theorie.

Soient M = R2 muni des coordonnees (x, y) et N = R muni de x.

Considerons la fibration evidente a: M —• N9 (x9 y) »-> a;, et considerons le

pseudo-groupe sur M

oύ /(#) designe une fonction locale differentiable.

Soit V = R2 muni de la base {eί9 e2} canonique, et designons par W

le sous-espace vectoriel de V engendre par Γelement e2. Considerons, de

plus, le groupe de Lie Go de GL(n,R) forme par les elements sous la

forme

ί1 ° ) e G L ( 2 , R ) , p e R .
\p 1/

Alors (F, W, Go) est un systeme compatible (cf. § 2).

Definissons une section I;N-+M par I(x) = (a?, 0), a? e Λf. Comme

y -. i*T(M) est trivial, la G G-structure B determinee par Γ est con-

sider ee comme une sous-variete differentiable de Γespace fibre des reperes

de M,F(M). Considerons la section differentiable de F(M); τ(x9y)(ed =

(—) , τ(x, y)(e2) = (—) 9 (x, y) e M. II se trouve que la G G-structure
\dxJ&tv) \dy/(χ,y)

B est isomorphe a M x Go Γisomorphisme est donne par φ:M x G0->B,
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φ((%, y), 9) = τ(%, y)g, (x9 y)eM,ge Go. II est immediat de constater que

Gf est forme par les elements sous la forme

(a °)eGL(2,R), a,b,ceR,
\b c)

ac * 0 .

Comme le groupe structural de B coincide avec G = N x Go, IKf, G)

s'identifie a N x Gf. Done B est de type (F, W, Go). On a aussi M(G)

^M x Gf, puisque Π(-r, G) ^ N x Go* (cf. Proposition 2-1).

Soit ©o* Γalgebre de Lie de Gf, i.e.,

Prenons la base {Xl9 X2, Xz} de ®^

verifiant les relations

\X\9 Xύ = = Xl f [Xl9 X3I Z== 0 , L-SL2> X3Λ =Z X2

Calculons les champs de vecteurs Xf sur M(G), i = 1,2,3, on a

oύ (a,b,c,x,y) designe le systeme des coordonnees de M(G). En suivant

la construction dans la demonstration du Lemme 2-2, nous construisons

la section differentiable de w: P(B) -> M(G) par rapport a la section

τ: M —> B on a aisement

τ(u)(A) = A* A e ©o* ,

= c(f) ,

pour tout u = (α, &, c, &, 7/) e M(G).

II est immediat de constater que G\ est forme par les elements sous

la forme
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fl 0 0 a 0
0 1 0 β 0
0 0 1 γ 0
0 0 0 1 0
0 0 0 p 1

e GL(5,R) , a,β,γ,peR.

Done (a, b,c,x, y, a, β, γ, p) est considere comme un systeme de coordonnees

de P(B).

Soit ω la forme exterieure canonique sur P(B) a valeurs dans ©* 0 V.

En posant ω = ω1-X1 + ω2 X2- + ω3 X3 + ω*-eι + ω5-e2, calculons chaque

of; on a

i a 7 . da

ω1 — ——dx + ,

ω2 = —J-dx — + —c
a c a

et par suite,

A — ~dx ,
a

i)5 = - — -

ac
y ,

dω1 = - β 1 Λ ω4 ,

dω2 = ω1 Λ ω2 + ω2 Λ ω3 - Ω2 A ω4 ,

dω3 = - β 3 Λ ω4 ,

dωA = —ω1 Λ ω4 ,

dωδ = - ω 2 Λ ω4 - ω3 Λ ω5 - Ω* A ω4 ,

oύ Ω1, - -, β 4 designent respectivement les formes

Ω1 z= da — aω1 ,

fl2 = dβ - 2 ^ x + /3ω3 + (α - r)ω2 ,

Ω* = dγ - γω1 ,

Ω* — dp — pω1 + pω3 — -CU5 .

II en resulte que la fonction structural CB de P(B) est constante.

Soit F un isomorphisme locale de P(B). En posant aoF = FlfboF
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= F2, coF = F3, xoF = FA et yoF = Fδ, calculons chaque Fi on a

Fι = /'(<*)& ,

+ A(x)c ,

F4 = /(a?) ,

oύ f,g,h et A designent des fonctions locales differentiables et / ' la
derivee de /. D'apres la theorie generate, le pseudo-groupe qui laisse
Γ invariant est donne par

Y = g(x)y + hix) .

Dans ce cas-la, ce pseudo-groupe coincide avec le normalisateur N(Γ)
de Γ. L'isomorphisme de fibres vectoriels ψ associe a Γelement φ est
donne par

i) = f\x)eι + A(x)e2 ,

En posant ψ = id, on voit que Γelement φ appartient encore a Γ.
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