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Abstract

Let A" be a weakly complete proper cone, contained in an Hausdorff locally convex space E, with
continuous dual E'. A positive linear form on the Risz space of functions on X generated by E' is
called a conical measure on X. Let M+ (X) be the set of all conical measures on X. G. Choquet asked
the question: when is every conical measure on X given by a Radon measure on (X\0)? Let £ be the
class of such X. In this paper we show that the fact that X G £ only depends, in some sense, on the
cofinal subsets of the space E' \x ordered by the order of functions on X. We derive that X G £ is
equivalent to M+ (M) G £. We show that £ is closed under denumerable products.

1980 Mathematics subject classification (Amer. Math. Soc): 46 A 55.

Soit E un espace faible separe, de dual £", et X un cone convexe saillant et
faiblement complet contenu dans E (class S). G. Choquet a pose la question de
savoir quand toute mesure conique n> 0 ([2], Sections 30, 38, 40) sur X etait
localisable en une mesure de Radon generalisee sur (X \ 0) (c'est a dire: existe t-il
une famille de compacts AT, C(X\0) et une famine de mesures de Radon mt s* 0,
ou mt est portee par AT,-, telle que /t = 2 m,).

On notera £ la classe des cones de S qui possedent cette propriete.
Nous allons montrer ici, qu'en un certain sens, le fait que X 6 £ ne depend que

des parties cofinales du polaire E'+ de X.
Au paragraphe 6, on en deduira une consequence interessante: si M+(X)

designe le cone des mesures coniques s= 0 sur X, on a:

(xe£)~(M+(x) e £ ) .
Un cas particulier bien connu est celui ou l'origine admet, dans X, une base

denombrable de voisinages (classe SD); alors on a aussi M+ (X) G §o; les cones
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12 ] Sur les mesures coniques 395

de §>D sont bien coiffes au sens de G. C h o q u e t ([2] 30, 16, 17, 18) et les mesures
coniques > 0 qu'ils portent sont localisables en des mesures de Radon s* 0, sur
des compacts de ces cones.

Nous allons d'abord nous placer dans le cadre des cones faiblement complets.

1. LEMME. Soient X et Y deux elements de S, contenus dans des e.l.c.s. E et F, et
<p une application lineaire continue de E dans F, telle que <p{X) C Y.

Si, pour tout compact K C Y, on a <p~*(K) C\ X compact, alors, pour toute
X G M+ (X), les deuxprophetes suivantes sont equivalentes:

1) X est localisable en une mesure de Radon generalisee sur X\0.
2) <p(X) est localisable en une mesure de Radon generalisee sur Y\0.

PREUVE. 1) => 2). Est presque evident (voir E. Thomas [5]).
2) => 1). Comme Y G S, tout compact de Y est contenu dans un convexe

compact de Y. II en resulte que toute mesure conique s* 0 sur Y, localisable en
une mesure de Radon generalisee sur Y\0 est sup. de mesures coniques localisa-
bles sur des convexes compacts de Y\0.

On suppose d'abord que <p(X) est localisable sur un convexe compact K de
Y\0: on sait qu'on peut supposer K C u~'(l), out* G F'.SoilK' - <p~l(K) n X;
par hypo these, c'est un convexe compact de X\0, contenu dans u~'(l) ou
v = u ° <p est un element de E'. Alors X est limite de mesures coniques discretes
([2] 30.9) 2? ef(Af) avec des X, G M+ (X) verifiant 2" X, = X et X, ^ 0.

Notons que (X, ¥= 0) =» (<p(X,) ¥= 0), puisque (p~'(0) n i = (0). Or on a
2" er(\,)

 = 2" X;(t>). er(X^/X,.(t>); le dernier 2 peut s'inter-preter comme une
mesure de Radon > 0 sur K' puisque X,-(«) = (P(X,)(M) > 0, 2" X;(t>) = X(M) et
que t^x )/X,-(f) G K'. D'ou une localisation de X sur K', en passant a la limite.

Pour passer au cas general, il reste a montrer que toute X G M+ (X), verifiant
2eme), peut s'ecrire X = X, + X2 avec Xt =£ 0 et <p(X,) localisable sur un convexe
compact de 7 \ 0 . Pour cela, il suffit d'utiliser le lemme suivant:

2. LEMME. Soient X et Y deux elements de S, contenus dans des e.l.c.s. E et F, et
<p une application lineaire continue de E dans F, telle que <p(X) C Y. Soient
X G M+ (X) et n — qp(X). Pour toute decomposition de ju en ft, + /x2' ' ' existe une
decomposition de X en X = X, + X2 telle que /x., = cp(Xt) et n2

 =

PREUVE. Designons par h(X) et h(Y) les treilhs de fonctions sur X et Y
engendres par E' \x et E' \Y. On se place dans h(X) X h(X); soit p la forme
sous-lineaire definie sur cet espace, a valeurs dans R U (+ oo), telle que:

,, f2) = inf(M,(«i); 8x G h(Y), g, ° <p > / , )

+ inf(M2(g2): g2 G h(Y), g2 ° <p > / 2 ) .
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On voit que (/ , , /2 < 0) => (p < 0). Soit X definie sur la diagonale de h(X) X
A(^) par: X(/, / ) = X( / ) ; on voit que X est majoree par/>.

D'apres la version du theoreme de Hahn-Banach due a Dinges [3] (voir aussi
[1]), X se prolonge en une forme lineaire X sur h(X) X h(X), majoree par/?, telle
que X(/,, / 2 ) = X,(/,) + X2(/2). II est clair que X,,X2 > 0, puisque, pour toute
/ G / z ( A ' ) o n a ^ ( / , 0 ) < 0 e t ^ ( 0 , / ) < 0. Montrons que <p(X,) = /ti, et <p(X2) =

Soit / G A(y); on a <p(X1)(/) = X , ( / ° <p) «K/>(/° <p,0) =£ M l ( / ) ; d'ou
= XI(/o<p)soit()p(Xl) = /i1.

Nous allons indiquer un cas particulier interessant dans lequel les conditions du
Lemme 1 sont verifiees.

3. PROPOSITION. Soient X et Y deux elements de S, contenus dans des e.l.c.s. E et
F, et <p une application lineaire continue de E dans F, telle que <p(X) C Y. On
suppose que dans E' ordonne par X°, <p'(F') est cofinal a X°. Alors <p est propre.

PREUVE. II faut prouver que <p est fermee et que l'image reciproque par <p de
tout compact est compact.

L'assertion concernant les compacts resulte du fait que, pour toute partie A
d'un cone de S, on a (A compact) <=» (A ferme et borne).

Montrons que <p est fermee: soient A un ferme de X et b Ey(A); il existe un
ultrafiltre % sur A, tel que lim(<p(^l)) = b. Grace a l'hypothese de cofinalite, on
voit que, pour toute / G E', il existe une partie U e % telle que / soit bornee sur
U. Done % converge vers un element c G A, tel que <p(c) — b.

4. COROLLAIRE. Les hypotheses etant les mimes que celles de la proposition 3, on
suppose de plus <p surjective. On a alors (X G £) <=>(FG £).

PREUVE. D'apres le lemme 1, il suffit de prouver que, pour toute ju G M+ (Y), il
existe X G M+ (X) avec p. = <p(X).

Par l'application ( / G h(Y)) ^» ( / ° <p G h(X)) on voit que, <p etant surjective,
h(Y) s'identifie a un sous-espace vectoriel cofinal de h(X), puisque E'\x est
cofinal dans h(X) ([2], 30.13). II suffit alors d'appliquer le theoreme de Hahn-
Banach, pour avoir Fexistence de X.

Nous allons maintenant nous placer dans le cadre des espaces vectoriels
ordonnes.

Nous allons maintenant presenter un schema different mais entierement
equivalent a celui du corollaire 4.
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On se donne un espace vectoriel V (sans topologie), ordonne par un cone
convexe saillant A, ferme pour la topologie faible la plus fine de V, c'est a dire
a(V, V*), et tel que V = A - A.

Soit W un sous-espace vectoriel de V, tel que, en posant B — W n A, on ait
W= B - B et B cofinal a A.

REMARQUE. L'equivalence de ce schema avec celui du corollaire 4 se constate en
prenant V=E', A=X°,W=

5. THEOREME. Les cones A° C V* et B° C W* appartiennent a §>, lorsque V* et
W* sont munis de a(V*, V) et de a{W*, W). On a (A° G £) «- (5° G £).

PREUVE. Les cones A° et 5 ° sont evidemment complets; le fait qu'ils sont
saillants resulte des relations V = A — A etW = B — B.

Soit <p l'application canonique de A° dans B°, telle que pour tout u G A°,
l'element v — <JP(M) verifie t>(/>) = w(ft) pour tout b EL B.

Comme B est cofinal a A, d'apres le theoreme de Hahn-Banach, <p est
surjective; on peut alors appliquer le corollaire 4 avec X = A", Y = B° et 9.

6. COROLLAIRE. Soit X G S; on a (X e £) ** (Af+ (X) G £).

PREUVE. On applique le theoreme 5, en prenant A = h(X) et B = £ ' |^; on a
alors ,4° = M+ (JT) et 5° = X.

7. REMARQUE. L'image de X dans M + (X) par l'application x ~» ex n'etant pas
convexe, l'implication (M+ (X) G £ ) = > ( X G £ ) n'est pas triviale.

Nous allons maintenant donner une caracterisation (§12) des chapeaux (§8)
d'un cone M+ (X); nous en deduirons une caracterisation topologique des cones
M+{X) qui sont elements de £(§13).

Nous terminerons par un resultat independant: La classe £ est stable par
produit denombrable.

8. DEFINITIONS. Soit X G S; on dit que K C X est un chapeau de X ([2], 30.16,
17, 18) lorsque K est un convexe compact de X, tel que que X \ K soit convexe. On
dit que X est bien coiffe lorsque X est la reunion de ses chapeaux. On dit que X
est presque bien coiffe lorsque tout point de X est limite filtrante croissante de
points contenus dans des chapeaux de X.

Si, de plus, X est reticule, on sait que X est presque bien coiffe des que tout
point de X est sup. de points contenus dans des chapeaux de X ([4], 2.19).
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9. REMARQUE. II est bien connu que, si X est bien coiffe, alors X E £. Par
contre (X presque bien coiffe) n'entraine pas (X & £ ) : en effet, CSl"1")7 est
presque bien coiffe pour tout /; si on avait (<3l+)! E £ pour tout / , alors tout
X G £ serait dans £, puisque tout X G S se plonge dans un (<3l+)' ([2], 30.10).

Cependant, on va voir au §13 que Ton a, si I 6 S, ( M + (X) G £) « ( M + (A")
presque bien coiffe).

Nous allons donner une caracterisation des chapeaux de M+ (X), pour un cone
IGS.

10. NOTATIONS. Soit Ar E S et y un exemplaire de M+ (X).
Soit qp Fapplication canonique de Y sur X definie par <p( /x) = /-(/x) = (resultante

de /x); on note encore <p l'application induite par <p de A/4" (7 ) dans M+ (X). II
importe de ne pas confondre, pour m G M+ (Y), les deux elements r(-n) £ 7 et

11. PROPOSITION. Sort /x G M+ (A'); // exwte v e A/+ ( 7 ) telle que I 'on ait (par
abus de langage) 9(77) = r(ir) = p.. On peut prendre pour IT, la mesure maximale
sur Y qui represente /x G Y.

PREUVE. Si 11 = l im^S ex, on verifie que m = l im%2 ef convient.

12. PROPOSITION. Soit K une partie de M+ (X); les deux proprietes suivantes
sont equivalentes:

a) K est un chapeau de M+ (X).
b) // existe une partie compacte A de X telle que

K = (it: ju localisable sur A en une mesure de Radon 3* 0 de masse < 1).

PREUVE. a) <=» b). On va voir qu'on peut prendre A = <p(K D (ex; x G X)).
Designons par KA le second membre de Fegalite dans b).

1) Soit /A G K; elle est representee dans Y par une mesure maximale IT sur Y
(voir §11); on represente ([2], 30.16, 17, 18) m par une mesure de Radon m > 0, de
masse < 1, sur le compact K n (ex; x G A"); alors /x G Af+ (A") sera representee
par q>(m), qui est une mesure de Radon > 0, de masse < 1, sur A. Done 11 E KA

etKCKA.
2) Soit ix G M+ (X) representee par une mesure de Radon m > 0 sur /I, de

m a s s e d l ; o n a w = l i m % 2 a , £ x , a v e c S a , < 1 e tx , G ^ . A l o r s w = l i m ^ S a , ^
est une mesure de Radon 3= 0 sur K de masse < 1, qui represente un element
•n G M+ (Y) tel que r{<n) — 11 G Y, comme r{ir) E ATnecessairement, on a ti G K,
done ^ C A".
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b) => a). Soit Ax - {x; x ¥= 0, x G A, Ik > l , f c c 6 A); c'est un Gs (relatif) de
A, car on a

Ax= A (~\ ([0,1 — l/«].v4) ; il est alors clair que
n

K — {p.; p. localisable sur Ax en une mesure de Radon > 0, de masse *£ 1}.
Comme la localisation en une mesure de Radon sur Ax est unique ([4] 2.13), on en
deduit que K est un chapeau de M+ (X): si ju.,, ju2 £ A" et (JU, + / t2)/2 G AT on a
fiLfijlocalisablessur/l, par des mesures ml,m2 > 0; ona(w,( l ) + w2(l))/2 < 1,
done w,(l) < 1 ou m2(\) < 1 — Contradiction—De plus, il est clair que K est un
convexe compact.

13. COROLLAIRE. Soit X £ § ; les deux proprietes suivantes sont equivalentes:
a) X G £.
b) A/+ (X) etf presque bien coiffe.

Nous terminons en etudiant la stabilite de la class £.

14. THEOREME. La classe £ est stable par produit denombrable, et done aussi par
limite projective denombrable.

PREUVE. Elle decoule des deux lemmes suivants.

15. LEMME. Soit Xx,X2,Xn, une suite de cones appartenant a £ et X - IIf Xt. On
designe par pn la projection canonique de X sur Xn. Pour toute n G M+ (X), il existe
Ho < fi, avec n0 ¥= 0 si ju ¥= 0 telle que, pour tout n, pn(n0) soit localisable en une
mesure de Radon > 0 sur la base Yn d'un sous cone convexe de Xn, avec Yn

compact.

PREUVE. Soit h G h{X) telle que n(h) = 1. Pour tout n soit fin =
sup(X: 0 < \ < jx, pn(X) — 0); on voit (voir Lemma 2) qu'il existe Xn < fi — fin,
telle que Xn(h) + nn(h) > 1 — \/2"*'[, avec/?n(Xn) localisable en une mesure de
Radon > 0 sur la base Yn compacte d'un sous-cone convexe de Xn. On voit que
Ton a, en posant jn0 = inf(An + fin) l'inegalite: no(h) 3= 1/2: en effet, soit vn — Xn

4- fin; on a vt A v2(h) + i>, V v2(h) — vx(h) + v2(h), d'ou, comme vx V v2 < /i:
y, A v2{h) > (1 - 1/4) + (1 - 1/8) - 1 = 5/8; de meme »>, A v2 A y3(A) + (y,
A v2) V y3(/i) = j», A y2(/i) + y3(A), d'ou y, A P2 A P3(h) > 5/8 + 1 - 1/16 - 1
= 9/16, puisque (i>, A v2) V v3 < ju. De proche en proche, on a bien iio(h)>
1/2.
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16. LEMME. SOUS les conditions du lemme 15, alors /x0 est localisable en une
mesure de Radon > 0 sur un compact de X.

PREUVE. On notera /x au lieu de ii0. On peut supposer que pn(p) est localisable
sur Yn en une mesure de Radon s* 0 de masse < 1 et que Yn = /" '(1) ou /„ est une
forme lineaire continue sur Xn. On a alors 2 f /„(/•(/x))/2" < 1. Soit ju = 2/x, une
decomposition finie de /x avec /x, ¥= 0 et JU, ^ 0. On peut ecrire ju = 2(ft,/<7(ft,)).
qiH^ouqiX) = 2f/„(/•(A))/2", car on a toujours 0 < q(n,) < +oo etlqip,)^
1: En effet, comme ju, < /x on a /•(^n(M,)) G (cone de base 7n), done (q(n,) — 0)
entraine (/x, = 0). En passant a la limite sur les decompositions /x = 2 JU,., on voit
que ft est localisable en une mesure de Radon > 0 sur le compact w,00 2"
conv(0, yn), puisque rdi^/qiPj) appartient a ce compact et que 2<?(|ti,) < 1.
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