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II est connu [4] que si A = [/(g) est l'algebre enveloppante d'une algebre de Lie
nilpotente g de dimension finie sur un corps F de caracteristique 0, tout ideal
(completement) premier P a pour localise R = Ap un anneau regulier au sens de [5]; c'est-
a-dire que le radical de Jacobson 9ft de R est engendre par une suite centralisante
reguliere de longueur n =K-dim R, soit ( z 1 ; . . . , zn). Dans le cas tres particulier ou P est
l'ideal d'augmentation de C/(g) il suffit de prendre pour ( z 1 ; . . . , zn) l'image dans C/(g)p

d'une base de g sur F adaptee a la suite centrale ascendante de g.
Un probleme qu'il est alors naturel de se poser est de savoir si etant donne A, P, R,

3R = {zl,... ,zn) comme precedemment et etant donne l ^ t ^ n , l'anneau Rl(zu..., z,)
localise en un ideal premier quelconque est regulier au sens precedent.

En adoptant le raisonnement de [4], T. Levasseur a donne pour t = 1 une reponse
positive.

Nous nous proposons de donner une reponse positive au probleme precedent, pour
tout t dans le cas ou P est un ideal maximal et ou le corps F est algebriquement clos.

Dans toute la suite les anneaux consideres sont unitaires, noetheriens a droite et a
gauche, leurs ideaux premiers sont completement premiers et localisables au sens
classique.

DEFINITION. Soit R (resp. U(g)) un anneau local regulier au sens de Walker (respec-
tivement une algebre enveloppante d'une algebre de Lie nilpotente g de dimension finie sur
un corps F) 'SIR le radical de R (respectivement P un ideal maximal de l/(g)). Un systeme
regulier de generateurs de WH (respectivement P) soit zu ..., zn, est dit privilegie si pour tout
t, l=£f^n l'anneau quotient i?/(z l 5 . . . , z,) (respectivement l/(g)/(z,,..., z,)) localise en un
ideal premier quelconque est regulier.

Evidemment si l'ideal maximal P de l/(g) possede un systeme privilegie de
generateurs, alors le radical de l'anneau R = U(Q)P en possede un aussi.

On va demontrer que l'ideal maximal P de [/(g) possede un systeme privilegie de
generateurs, lorsque le corps de base F est algebriquement clos.

II est connu [3] que P possede un systeme centralisant de generateurs. On utilisera ici
une demontration calquee sur celle de [3]. On commencera par rappeler la proposition
suivante [2].

PROPOSITION 1 (T. Levasseur). Soit g une algebre de Lie nilpotente sur un corps F de
caracteristique 0 (non necessairement algebriquement clos). Soit Q un ideal premier de
Valgebre enveloppante U(Q), soit (zu..., z,) un systeme centralisant et regulier de
generateurs du radical de C7(g)Q = JR. Alors pour tout ideal premier P de JR/zxi?=A
V anneau local AP est regulier.
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LEMME. Soit g une algebre de Lie nilpotente de dimension finie sur un corps F
algebriquement clos de caracteristique 0. Soit z un element non nul du centre de g et soit P
un ideal maximal de U(Q) contenant z - 1 . Alors P possede un systeme privilegie de
generateurs (z - 1 , x 2 , . . . , xn).

Preuve. On procede par recurrence sur la dimension de g sur F, le cas oil dimF g = 1
etant evident. On peut aussi supposer que g n'est pas abelienne. On considere deux cas;
supposons d'abord que P contienne un element non nul, soit zu du centre de g. Puisque
P ^ U(Q) on a 1 i P et done zt f z. Notons P l'image de P dans l/fa)/^) = [/(g/FzO: e'est
un ideal maximal de [/(g/FZi) qui contient z - 1 ou z designe la classe de z modulo l'ideal
Fzx. D'apres l'hypothese de recurrence, P possede un systeme de generateurs privilegies
soit (z — 1, x2, • • •, Xj, X j + i , . . . , xs). Alors la suite zx, z — 1, x2, • • •, xs est un systeme
regulier centralisant de generateurs de P et est privilegie.

Montrons que (z - 1 , zt, x 2 , . . . , xs) est privilegie. II est certain que si d est un ideal
premier de A = l/(g)/(z — 1, zu . . . ) alors A Q est regulier d'apres l'hypothese de
recurrence. Si Q est un ideal premier de A = U(Q)I(Z — 1) alors AQ est regulier d'apres la
proposition 1 et [3].

En second cas supposons que P ne rencontre pas le centre Z de g. Puisque P est un
ideal maximal de U(g), P fl Z(g) est un ideal maximal de Z(g), oil Z(g) est le centre de
U(g), [1, 4.1.7]. Alors, puisque F est algebriquement clos, le centre Z est de dimension 1
sur F et on peut supposer que Z = Fz.

II existe dans g un quadruplet reduisant, [1,4.7.7], z, x, y, h oil [x, y] = z oil b est le
centralisateur de y dans g et ou g = Fx©b. Si I designe l'ideal bilatereengendre par z - 1
dans [/(g) alors l'anneau t/(g)/J est isomorphe a A^pU^Kz -l)U(l)) oiirj =b/Fy, z est
la classe de z modulo Fy et Ax designe l'algebre de Weyl sur F d'ordre [1, lemme 4.7.8].
Dans l'isomorphisme precedent, l'ideal P a pour image AX®FP' oil P' = P'/(z -1)L/ft), P'
etant un ideal maximal de l/(rj) contenant z - 1 .

D'apres l'hypothese de recurrence, l'ideal P' possede un systeme generateur
privilegie commencant par z - 1 , soit z - 1 , x'2,..., x[, x'i+l,..., x[e U(i>). Soit yf e C/(g)
i = 2 , . . . , t, des elements tels que yf = K8>x- modulo (z — 1).

On verifie comme en [3] que ( z - 1 , y 2 , . . . , y,) est une suite centralisante. Montrons
que cette suite est privilegiee. Si Q est un ideal premier de U(Q) contenant ( z - 1 ,
y 2 , . . . , yf) alors: O

ou O' est un ideal premier de t/(rj)/z-l). On a aussi

- 1 , y 2 , . . . , y i ) 1 (z-

Posons

A = t/(g)/(z - 1 , y 2 , . . . , yf) et B = [/(|)/(z - lr x 2 ) . . . , xf).

Notons O" l'ideal premier de B image de Q'.
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Par hypothese de recurrence B<Q» est regulier. Soit vu..., vh un systeme de
parametres de BQ. et soit S = B — Q"; alors S~l A s Aj® J3JQ.. Soit wb . . . , vvh, wf = l<8>i>j.
Alors il est evident que vv1,..., wh est un systeme centralisant regulier de S-1A, et done
de A c S~*A est un anneau possedant un unique ideal bilatere maximal a savoir A^Q".
Be™ et cet ideal est engendre par w 1 ; . . . , wh. Done puisque Ac s'obtient en localisant
S~XA en son radical, Q.A& est engendre par les wlt... ,wh.

PROPOSITION 2. Soit g une algebre de Lie nilpotente sur un corps F algebriquement clos.
Tout ideal maximal P de U(Q) possede un systeme privilegie de generateurs.

Preuve. On raisonne par recurrence sur dimF g, la proposition etant evidente si
diirip 9= 1. On suppose g non abelienne. Si P rencontre le centre Z de g en un element
non nul z alors Pl(z) est un ideal maximal de t/(g/Fz) = (7(g)/(z). D'ou l'existence d'un
systeme privilegie de generateurs pour P/(z) soit ( z 2 , . . . , z,). Alors (z, z 2 , . . . , z,) est un
systeme privilegie de generateurs pour P.

Si P n Z = (0), alors la dimension de Z sur F est egal a 1. Soit Z = Fz. On peut
supposer que z - 1 e P, ceci parce que P est maximal, le centre de U(Q)/P est F [1,
Theoreme 4.5.7]. Posons I = (z-1); e'est un ideal premier [3] et on applique le lemme.
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