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PIGGYBACK-DUALITATEN

B.A. DAVEY UND H. WERNER

Let A be the variety generated by some finite distributive-

lattice-ordered algebra P , say a Heyting algebra. By

restricting Priestley's duality for the class D of distributive

lattices to A we obtain a topological representation for the

algebras in A ; in fact this yields a dual category-equivalence

between A and a category U of ordered topological spaces.

Unfortunately the category jj has certain drawbacks. Our main

result, The Piggyback Duality Theorem, shows that by riding

piggyback on the given duality for the reduct D we can obtain a

more natural dual category X for A in which products are

cartesian with the dual equivalence given by natural hom-functors

A(-, P) and X(-, £) , properties not shared by the category

u •
The Piggyback Duality Theorem is applied here to yield dualities,

some new and some known, for varieties of Ockham algebras,

distributive pseudocomplemented lattices, double Stone algebras,

Heyting algebras and relatively pseudocomplemented semilattices,

the last example riding piggyback on the Hofmann-Mislove-Stralka

duality for semilattices.

Received 3 December 198U. A short version of this paper in English
but without proofs can be found in Davey and Werner [7D. This research was
carried out while the second author held a visiting research fellowship at
La Trobe University and was supported by ARGS Grant B81152871.

Copyright Clearance Centre, Inc. Serial-fee code: OOOU-9727/85
OA2.00 + 0.00.

https://doi.org/10.1017/S0004972700009680 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700009680


2 B.A. Davey und H. Werner

In dem Artikel "Dualities and equivalences for varieties of algebras"

haben wir einen allgemeinen Zugang zu topologischen Darstellungen fiir

Algebren gegeben, der alle bisher bekannten Dualitaten vereinheitlicht.

Die topologischen Darstellungen entstehen immer so, dass wir eine Algebra

P haben, auf deren Grundmenge noch eine topologische (Relational-)

Struktur £ definiert ist, so dass fiir jede zu P , ahnliche Struktur &

die Menge aller stetigen Morphismen Mor (,£, £) von ,£ in £ auf

natiirliche Weise eine Unteralgebra von P^ wird. Die Frage ist, wie die

Struktur £ gewahlt werden muss, damit sich jede Algebra einer

vorgegebenen Klasse A von Algebren auf diese Weise als eine Algebra

Mor (£, £) von stetigen Morphismen darstellen lasst. Die obengenannte

Arbeit gibt eine Antwort auf diese Frage, indem sie klart, welche

Eigenschaften die auf £ gewahlte Struktur haben muss, jedoch nur im Fall

einer endlichen Algebra P mit einem Mehrheits-Term m (d.h. P erfiillt

m{x, y, ..., y) = y = m{y, x, y, ..., y) = ... = m(y, ..., y, x) } kann

sogar eine Anweisung gegeben werden, welche Relationen und welche Topologie

nun tatsachlich genommen werden soil. In den iibrigen Fallen bleibt die

Auswahl dem Gespiir und der Intuition des Anwenders iiberlassen. Wir wollen

nun in dieser Arbeit den Zugang etwas spezialisieren, und zwar auf eine

Weise, die uns sofort zeigt, welche Struktur P tragen muss, auch wenn die

Algebra P unendlich ist Oder keinen Mehrheits-Term besitzt. Die Idee

dazu stammt schon aus friiheren Arbeiten iiber Dualitaten, in denen man

Darstellungen dadurch erzeugt hat, dass man auf den Algebren A_ € A , die

man darstellen wollte, eine abgeleitete Struktur A_ findet, fiir die man

schon eine wohlbekannte Dualitat zur Verfiigung hat. (Z.B. bilden die

zentralen Idempotente eines unitaren Ringes eine Boolesche Algebra, die

sich mit Hilfe der Stone-Dualitat darstellen lasst.) Die Aufgabe ist es

dann, die Darstellung der abgeleiteten Struktur auf die urspriingliche

Struktur zu iibertragen. Wenn dies immer moglich ist, so erhalten wir eine

Dualitat, die auf der schon bekannten Dualitat huckepack-reltet

(piggyback). Auf dieser Idee basierend wollen wir den neuen Zugang zur

Dualitatstheorie hier entwickeln, da aber der prinzipielle Aufbau derselbe

bleibt wie in dem obengegenannten Artikel, wollen wir zunachst die

fundamentalen Ideen aus Davey und Werner [6] wiederholen, wo sich auch die

hier verwendeten Notationen und Begriffe nachlesen lassen.
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P i ggyback-DuaI itaten 3

1. Generelle Voraussetzungen

In Davey und Werner [6] gingen wir von folgender Situation aus, die

wir auch hier zugrunde legen:

Wir nehmen an, wir haben eine Algebra P und eine topologische

Struktur £ auf derselben unterliegenden Menge P und es gilt:

(PRl) alle Operationen von P sind stetig in Bezug auf die

Topologie von P ;

(PR2) alle Relationen (Operationen, partiellen Operationen) von

£ sind algehraisch {iber P , d.h. sie sind Unteralgebren

der entsprechenden Potenz P von P .

Unter diesen Voraussetzungen ist fur jede Algebra A_ desselben Typs wie P

die Homomorphismenmenge Hom(A_, P) eine abgeschlossene Unterstruktur A*

der Potenz Py von £ ; ebenso ist fur jede topologische Struktur £

desselben Typs wie £ die Menge Mor (£, P) aller stetigen Morphismen von

X nach £ eine Unteralgebra fc der Potenz Py von P . Betrachen wir

also die Klassen A = H$P(P) aller Algebren, die in eine Potenz von P

eingebettet werden kb'nnen und X = EP(£) aller topologischen Strukturen,

die als abgeschlossene Unterstrukturen in eine Potenz von jP eingebettet

werden kb'nnen, so liefern uns diese Uberlegungen zwei kontravariante Hom-

Funktoren

* : A - > X und + : X - > - A .

Wichtig sind dabei noch die Auswertungs-AbbiZdungen

e : A -+ A * + , e A a ) : ft-* f ( a ) , a € i 4 € A , / € A* ;
A_ • - - ' " A

e v : X •* X+* , e (x) : cp H-+ cp(x) , l U H , cp € X+ ;
A A

diese sind fiir A_ € A und X € X stets Einbettungen.

(in der Tat kann man sogar sehen, dass es sich hier urn zwei

adjungierte Funktoren handelt, und die Auswertungs-Abbildungen sind gerade

die Einheiten dieser Adjunktion.)

Unter den Voraussetzungen (PRl) und (PR2) nennen wir die Funktoren

* : A •* X , : X -*• A eine naturliche Proto-Dualitiit und, falls
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4 B.A. Davey und H. Werner

zusatzlich fur alle A € A die Abbildungen e surjektiv - und damit

Isomorphismen - sind, so heisst *, + eine naturliahe Dualitat.

Bevor wir diesen Ansatz weiter spezialisieren,wollen wir aus Davey und

Werner [6] die fundamentalen Ideen fur den Beweis wiederholen, wann eine

Proto-Dualitat eine Dualitat i s t . Die Analyse dieser Frage vereinfacht

sich sehr, wenn man sie in einzelnen Schritten lost.

Zunachst machen wir die einfache Beobachtung, dass fur die freie

a-erzeugte A-algebra F_ (a Ordinalzahl) stets F* ~ Pa in X gi l t .

Daraus ergibt sich sofort:

(1) Fur jede freie n-erzeugte A-algebra F_ (n € N) ist

e-p : F_ •*• F*+ = Mor [g , Pj genau dann surjektiv, wenn jeder

stetige Morphismus f> : £ "* £ bereits eine Term-Funktion

auf £ i s t .

(2) Ist e- bereits fur alle endlich erzeugten freien

A-Algebren F_ surjektiv, so ist £„ genau dann auch fur

alle unendlich erzeugten freien A-Algebren F_ surjektiv,

wenn jeder stetige Morphismus cp : PJ •*• £ nur von endlich

vielen Stellen i , . . . , i, € I abhangt. ((p hangt nur von

i , . .. , i, ab, wenn aus a [i .) = b[i .) fur j = 1, . . . , k
IK 3 3

folgt tp(a) = <p(&) .)

(3) Ist e n bereits surjektiv und f : F -*-*• A € A ein

r —

surjektiver Homomorphi smus, F_* ~ £ , so ist

f* : A* >—>• pf eine Einbettung und e. ist genau dann

surjektiv, wenn es zu jedem <p € A*+ , d.h. <p : A* -*• fc ,

eine Diagrammerganzung
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Pi ggyback-DuaIitaten 5

gibt (dies ist ein Spezialfall der Injektivitat von £ in X ).

Wenn £ die diskrete Topologie tragt, so kann in (l) die Bedingung

der Stetigkeit fallengelassen werden, d.h. die Relationen auf P miissen

genug sein, um die Term-Funktionen auf P zu charakterisieren.

Ist £ daruberhinaus noch endlich, so h'angt eine stetige Abbildung

<P : Z "*• £ automatisch nur von endlich vielen Stellen ab. Nur die

Bedingung (3) ist sehr unangenehm nachzupriifen, da sie auf alle Elemente

von A bzw. von X Bezug nimmt. In der Praxis zeigt man die Injektivitat

von £ in X . Eine weitere hinreichende Bedingung, die die Bedingungen in

(l), (2) und (3) gleichzeitig erfiillt ist die, dass P eine endliche

Algebra mit einem n-stelligen Mehrheits-Term m ist, dann wahlt man als

Relationen auf P gerade die Unteralgebren von P_ . Nach dem Satz von

Baker und Pixley [I] ist dann (l) sowie (3) fur endliches I automatisch

erfiillt und die Ubertragung auf unendliches J geht problemlos, wenn £

nur endlich viele Relationen hat.

In Davey und Werner [6] haben wir mit diesem Ansatz sehr einfache

Beweise fiir Stone's Dualitat fur Bollesche Algebren, Priestley's Dualitat

fur distributive Verbande mit 0 und 1 sowie Hoifmann , Mi slove und Stra Ika

Dualitat fiir Halbverbande gegeben. Diese Dualitaten werden uns noch spater

in den Beispielen entgegentreten.

2. Huckepack Dualitaten

Fiir dieses Kapitel setzen wir voraus, dass eine Proto-Dualitat

* : A •*• X , : X •+ A wie in §1 gegeben ist, die auf dir Algebra P und

der topologischen Struktur P basiert. Nun setzen wir zusatzlich voraus,

dass P einen Redukt P in einer Pravarietat D = 11SP(D) hat, fiir die es

bereits eine naturliche Dualitat

n : D -*• R := EP(£) , U : 8 •* D gibt.

Nun folgt sofort, dass auch jede Algebra A_ € A = E$P(P) einen Redukt X

in D hat, also gibt es zwei Auswertungs-Abbildungen e. • A_ >—• A^+ und

e. : 4 >—»-»• A_ , die von A starten, dabei ist die zweite bijektiv. Um

nun zu zeigen, dass auch e. surjektiv ist, geniigt es, eine injektive
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Abbildung A : A_*+ .nu zu finden, die das Diagramm

kommutativ erganzt , A » e. = e. .

Wir wollen uns h ier auf einen ganz naturlichen Weg beschranken, diese

Abbildung A zu konstruieren. Beachte, dass fur A keine

Erhaltungseigenschaften gefordert werden.

Sei a : P -»• Z) ein D-Homomorphismus, dann def in ier t a fiir a l l e

A € A eine Abblldung * : A* •*• 4° , f >—>• a ° f .

Wir suchen fiir jeden X-Morphismus <p : A* genau einen

R-Morphismus A(cp) : A_ -»• £ > und wi-r wollen die Eindeutigkeit dadurch

erzwingen, dass wir zusatz l ich fordern, dass das Diagramm

A(cp)

s t e t s konmutativ i s t . In diesem Fall i s t A(ip) zumindest auf

:= {a o / | / € A*} dem Bild von * eindeutig fes tge legt . Wir setzen

fur den Augenblick voraus, dass wir zunachst A(<p) : A_ konstruieren.

LEMMA 2.1. A((p) : A^ -*• Q existiert wenn jede maximale

k-Vnteralgebra von ker(a) c P x p 3 die niaht in id enthalten ist, von

<p erhalten wird.

Beweis. A(ip) e x i s t i e r t genau dann, wenn ker(ot o (p) 3 ker(4>) g i l t .

I s t f,giA*, f * g und # ( / ) = Hg) , so i s t

U = { ( / ( a ) , g(a)) \ a £ A) eine Unteralgebra von pf , da f,g'-A_+P_

Homomorphismen s ind , und 4>(/) = $(g) bedeutet fur a l l e a € A ,

https://doi.org/10.1017/S0004972700009680 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700009680


Piggy -back -Dua l i t a ten 7

a ( f ( a ) ) = a[g(a)) , was !/ c k e r ( a ) b e d e u t e t . Wegen f t g i s t £/<£ i d p

und daher i n e i n e r maximalen A-Untera lgebra K cj: i d p von k e r ( a )

e n t h a l t e n , d i e von <p e r h a l t e n w i rd . Es f o l g t ( ip ( / ) , <p(<?)) € 7 c k e r ( a )

und damit (a ° <p)(/) = (a » <p)(gr) . •

Aus dem Bewis e r g i b t s i c h s o f o r t der

ZUSATZ 2.2. Is t id_ die grbsste k-Unteralgebra von ker(a) , so

ist $ fur alle A € A injektiv.

LEMMA 2.3. A(ip) erhalt eine Relation r auf £ , falls cp jede

maximale k-Unteralgebra von a (r) erhalt.

Beweis. Sei (/. , . . . , / ) € A* und fur a l l e a (.-A se i

( a C f ^ a ) ) , . . . , o ( f n (a) ) ) € r (d.h. (*(f1) , . . . , *(f n ) ) € r ) . Es gibt

also eine maximale ft-Unteralgebra 7 c a" (r) , die fiir a l l e a £ A ,

{f±{a), . . . , fn(a)) € V e r f u l l t . Es folgt also

was (ct(<p(/), ..., a(cp(f ))) € r nach sich zieht. D

LEMMA 2.4. A(<p) ist stetig, falls P kompakt und a. stetig ist.

Beweis. Wenn P kompakt ist, so ist auch A* als abgeschlossene

Teilmenge einer Potenz von P kompakt. Da A_ Hausdorff ist, ist

* : A* -*-*• A_ c A_ abgeschlossen, denn $ ist stetig, da a stetig ist.

Nun gilt a o <p = A((p) « * und $ ist abgeschlossen, also ist

A((p) : 4° -"^ stetig. D

L E M M A 2 . 5 . S e v e n < p , ip : 4 . ->• Z? m i t ip o $ = a ° < P j

ijj o $ = a o i() . 4 M S <p = ip folgt ip = t|» , falls es eine Menge

G c Hom(P, P) von Endomorphismen von P gibt, die alle von cp zmd ty

erhalten wevden, so dass die D-Homomorphismen a ° g : £ ̂  £ (ff€G) die

Menge P trennen.

Beweis. Seien <p, t{J : A* -»• P verschieden, also fur ein / € 4_ -»• P

gilt <p(/) # 'J't/) • Nach Voraussetzung gibt es also ein g € G , so dass
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8 B.A. Davey und H. Werner

a o g die Elemente <p(/) und ty(f) trennt, also

? ^[gU'if))) • Nun wird g von ip und i|i erhalten, was

= <P(g ° f) und gtyif)) = <K? ° /) bedeutet. Insgesamt gilt also

cp~(a o g o /) = (<p o $)(g ° /) = (a °ip)(^ ° /)

* (a o ty)(g o f) = (̂  o *)(ff o /) = ̂ ( a o ̂  o /) . a

1st nun # nicht surjektiv, also 4 ^ d > s o n a b e n w i r A(<p) noch

auf ganz ^ auszudehnen. Wegen 2.5 kann es hochstens eine solche

Erweiterung geben, und die Existenz der Erweiterung ist wieder eine

Injektivitatsbedingung, aber diesmal in R und nicht in X :

(I)

Diese Diagrammerganzung existiert z.B. , ween £ injektiv in R ist und

A_ zu R gehb'rt. In alien bekannten Dualitaten ist tatsachlich ^

injektiv in R = EP(,g) , allerdings ist A_ nicht inuner in R , weil A_

nicht notwendig unter den Operationen auf g bzw. A_ abgeschlossen ist.

Ist A_ keine Unteralgebra von A_ , so haben wir auf andere Weise zu

zeigen, dass wenigstens die eingeschrankte Injektivitatsbedingung (i) noch

gilt.

Wir haben jetzt alle Bedingungen zusammengetragen, die wir fur eine

Dualitat benotigen:

THEOREM 2.6 (Piggyback-Dualitatis-Theorem). Sei * : A •+ X ,

: X -»• A eine naturliohe Proto-Dualitat, die durch die Algebra P_ £ A

und die kompakte topologische Struktur £ € X induziert wird. P_ habe

einen Redukt P € D = I$P(£) und : D ->• R = EP(£) , u : R -»• D sei eine

durch £ und R € R induzierte naturliche Dualitat.

Dann ist *, + eine Dualitat, vorausgesetzt, es gibt einen

V-Homomorphismus a : P -»• D , der folgenden Bedingungen genugt:

(a) jede ^.-Unteralgebra V_ von P_ x P , die maximal ist bzgl.
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Piggyback-DuaIitaten 9

id ^ C c ker(ot) gehb'rt zu den Relationen von £ ;

(b) fur jede Relation r auf D (die Operationen auf D werden

hier als Relationen behandelt) gehb'rt jede k-Unteralgebra V_

von ]P J die maximal ist bzgl. V c a (r) zu den

Relationen von £ j

(a) es gibt eine Menge G c End(P) von Endomorphismen von P ,

die zu den Relationen von P gehb'ren und fur die die

Abbildungen a. o g {g € G) die Menge P trennen;

(d) fur alle A € A kann die Abbildung A(cp) : A_ ->• D zu

einem Morphisrnus A(ip) : A^ -»• Z? fortgesetzt werden.

ZUSATZ 2.7. Jede der folgenden Bedingungen impliziert (d):

(d*) fur alle A_ (. ft ist $ : A* -*• A^ surjektiv;

(d**) D ist injektiv in R und hat keine Operationen.

Beachte, dass nur die Bedingungen (d) und (d*) sich auf alle A € A

beziehen, jedoch (a), (b), (a) und (d**) sich nur auf P, £, D und a

beziehen und deshalb leicht nachzuweisen sind.

In alien Fallen, die wir hier behandeln, sind die zugrundeliegenden

Dualitaten voll, d.h. fur alle ft € 8 is t die Auswertungsabbildung

£_ : £ ->• ^ ein Isomorphismus, und ferner is t t>ex diesen Dualitaten stets
Q ~ n^

Jl injektiv in R .

Unter diesen zusatzlichen Voraussetzungen zeigt es sich, dass A_

sets ein Erzeugendensystem von A_ in R ist, also ist entweder

(£*) = 4 = 4 Oder 4 If. R und in diesem Fall muss Jl Operationen

tesitzen.

ZUSATZ 2.8. Ist , eine voile Dualitat, Z? injektiv in R und

sind (a)-(d) aus 2.6 erfullt, so wird A_ von 4 erzeugt.

Beweis. Sei A_ c Rq A_ , £ € R . Dann gibt es zwei verschiedene

stetige Morphismen y, 6 : A^ "*• £ , die auf £ ubereinstimmen. Ntm ist
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Y = <2j(a) . <$ = ep^^ fiir geeignete a, b (. A , a t b . Nun wahle

cp := eAa) '• 6. "*• E. > ty '•= e , ( i ) : 4 "*" £ > s o g i l t Y ° * = a ° cp und

Y o * = ^ o * > d a Y und 6 auf i? und insbesondere

auf A_ = $(A_*) iibereinstimmen. Es gilt also Y ° 4> = c* o ip = a » 1)1 , was

nach 2.5 auch ip = ip nach sich zieht. Wegen a t b ist aber <p ̂  i|> ein

Widerspruch. Die Annahme R±A_ ist deshalb falsch gewesen. D

3. Beispiele

Wir wollen nun das Piggyback-Dualitats-Theorem auf einige Beispiele

anwenden. Die meisten der Beispiele haben die Duali tat fur beschrankte

d i s t r i b u t i v e Verbande aus Pr ies t ley [ / / ] a l s Grundlage, die anderen

bas ieren auf der Duali ta t fiir beschrankte Halbverbande aus Hofmann, Mis love

und Stra lka [70] . Die Abbildung a : P •+ D = {0, 1} kann also s t e t s a ls

aharakteristisahe Funktion e iner Teilmenge M von P aufgefasst werden,

d.h. u(x) - 1 <=* x i M . Die Relationen, die a ls Unteralgebren von

ker (a ) , a (s) bzw. a (A) auftreten, sind nur von wenigen Typen:

( i ) interne Homomorphismen von P , das sind Homomorphismen

f '• S. "* — wo^ei 0. un'J R. Unteralgebren von P sind;

i s t dabei f i n j e k t i v , sprechen wir von einem internen

Isomorphismus. Die Relation { (x, f(x)) | x € Q} nennen

wir auch den Graph von f , wir wollen aber im folgenden

keinen Unterschied zwischen / und seinem Graph machen.

( i i ) HaIbordnungen.

( i i i ) Fast-Halbordnungen, das sind t r a n s i t i v e , antisymmetrische

Relationen, die aber nicht ref lexiv zu sein brauchen.

Das e r s t e Beispiel z e ig t , dass sich die Theorie der Piggyback-

Dual i ta ten auch mit grossem Erfolg auf unendliche Algebren P anwenden

l a s s t . Fiir weitere Informationen iiber die Strukturtheorie der h ier

angesprochenen Beispiele verweisen wir auf die Arbeiten: Balbes [ 2 ] , Davey

[ 4 ] , Davey [ 5 ] , Goldberg [ 8 , 9 ] , Urquhart [73] und man kann weitere

Referenzen in Davey und Werner [6] finden.

3 . 1 . OCKHAM-ALGEBREN

Die Varie ta t der Ockham-Algebren (siehe Goldberg [S] und Urquhart
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[73]) ist von der unendlichen Algebra P = [2. , A, v, 0, 1, ~) erzeugt,

dabei ist (a A b) = minja , i> } , (a v £>) = maxja , b } ,

(~a) = 1 - a . Auf c betrachen wir die Produkt-Topologie, die von

den Mengen <«, x > : = - j a € 2 \ a = x\ mit n € N , x € 2 = {0, l}

erzeugt wird. Offenbar sind A und v stetig, aber auch ~ ist stetig,

denn ~<z € in, x) <=> 1 - a , = ('Ma:) = x *=* a € <n+l, l-x> . Wir wollen

n+1 n

nun eine Huckepack-Dualitat fiir die Varietat A = H$P(P) aller Ockham-

Algebren konstruieren, der die Dualitat fiir beschrankte distributive

Verbande (siehe Priestley [7 7, 72]) zugrunde liegt. Wir wahlen also

D = (2, A , v, 0, 1) , D = (2, 5) , P = (2N, A , v, 0, 1) und fiir

a : P •*• £ wahlen wir die Projektion a : a i—* aQ .

Zunachst bestimmen wir die Ockham-Unteralgebren A_ von

ker(a) = {{a, b) \ a. = b } . Man sieht leicht durch Induktion ein, dass

fiir die n-fache Iteration ~ von ~ gilt:

falls n gerade ist,

a{~a) =
- a sonst

also folgt aus (a, b) € A c ker(a) wegen (~ a, ~ b) (A sofort a = b

und deshalb ist id_ die grosste Ockham-Unteralgebra von ker(a) und nach

2.2 ist dann $ : A* -*• A^ stets injektiv. Sobald wir Bedingung (a) aus

2.6 erfiillt haben, ist nach 2.7 auch * automatisch surjektiv und damit

ein Isomorphismus in 8 . P hat einen ausgezeichneten Endomorphismus

9 '• E. "*• E. ' d e r durch

definiert ist, g schneidet das erste Glled der Folge a ab . Offenbar

trennen die Potenzen g (k (. N) von g gefolgt von a die Menge

P = 2 und daher ist (c) erfUllt, sobald g zu der Struktur von

P hinzugenomraen wird.

Schliesslich haben wir noch die Ockham-Unteralgebren von
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a" (S) = {(a, b) | a 5 b } zu untersuchen. Aus (a, fc) € 4 folgt

(~ a, ~ fc) E K a (2) , also a^ 5 fc^ fiir gerades n und a > b fur

ungerades n . Diese Paare bilden aber eine Ockham-Unteralgebra

3 := { ( a , fc) | Vn € N, o « i a > fc }
n n M+1 n+l

von P_ * P_ und die ist eine Halbordnung auf P = 2

Zusammenfassend erhalten wir nach 2.6 eine Dualitat fiir die Varietat

A = H$P(P) aller Ockham-Algebren, wenn wir

£== (A*,*, T)

wahlen, wobei T die Prodiikttopologie auf 2 i s t (siehe [9]).

3.2. DIE VARIETSTEN P

Wir betrachten nun spezielle Varietaten von Ockham-Algebren, die von

den endlichen Algebren

P ^ ^ := (2™, A, v , 0 , 1 V ~ ) , n < m ,

fl - af e + 1 fiir k = 0, 1, ..., m-2 ,

1 - an f iir k = m - 1 ,

erzeugt werden. Beachte, dass P durch folgende Abbildung

X : P -»• P = (2 , A, v, 0, 1 , ~) in P eingebettet werden kann:

X(a). :=

a . fiir i = 0, 1 , . . . , m-1 ,

a, fiir i > m , wobei i - k = 0 (mod m-n) , n < k < m .

Of fenbar wird X (P ) c P von dem Endomorphismus g von P in sich

abgebildet, also induziert # einen Endomorphismus auf P :

fiir k = 0, 1, . .. , tn-2 ,

'k "~ '
an fiir k = m - 1 .
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'••&C f-/3
• 1st die Varietat d«r de-Morgan-Algebren

e

>3

3

(Die Ordnung ist trivial)

001
111
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1 4 B.A. Davey und H. Werner

Die von der Halbordnung ~< auf 2 durch X auf P induzierte

~ —m,n

Halbordnung unterscheidet sich je nachdem, ob m - n gerade Oder ungerade

i s t .
m - n gerade:

~ : =

m - n ungerade:

ak = hk ( n " k ~ m'{ •

Wollen wir die oben gefundene Dualitat auf P einschranken, so

wahlen \fir fiir a : P -*• D_ wieder die Projektion a(a) := a . Offenbar

is t wieder idp die grb'sste Ockham-Unteralgebra von ker(a) , ^ die

-m,n

grBsste Ockham-Unteralgebra von a~ (<,) und die Potenzen von g trennen

P^ n . Daher l i e f e r t 2.6 eine Dualitat fur f>m n =IC$P(Pffl n) , wenn wir

EL, n ~ fe ' ~ ' 3•> T) m^ ^ e r diskreten Topologie T wahlen. Die

Figuren auf S.13 zeigen P^ n und P^ n fur m = 2, 3 .

3.3. DISTRIBUTIVE p-ALGEBREN

Fur den distributiven Verband B = (2 , A, v, 0, d) betrachten wir

B © 1 a ls p-Algebra, d.h. mit der Pseudokomplementierung * :

P = (B © 1, A, V, 0, 1, *) .

Wir wollen eine Piggyback-Dualltat fiir A = H$P(P) entwickein, die wieder

auf der Dualitat fiir beschrankte distributive Verbande basiert. Fiir
a : £ •* £ wahlen wir die charakteristische Funktion von {l} .

Untersuchen wir zunachst die p-Unteralgebren von ker(a) und

a (s) . Sei A_ eine p-Unteralgebra von

ker(a) = (B * B) v {(l, 1)} .

O f f e n b a r i s t ( < z , l ) € 4 < = > a = l < = » ( l , a ) € A . Nehmen w i r P s e u d o -

k o m p l e m e n t e , s o e r g i b t s i c h d a r a u s ( a , 0 ) € A <=> a = 0 » ( 0 , a) € A .
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1st (a , b), (a , c) (• A mit a ^ 1 , so g i l t auch b t 1 und e # 1 und

weiter

(a , b) € 4 , (a*, e*) d A =* (0 , 2? A e*) = (a A a*, b A a*) i A

=» J A c* = 0

=» 2? 2: c , da b # 1 , e / 1 .

Ebenso sieht man b 5 c also i> = e , also ist 4_ der Graph eines

internen Homomorphismus, da ker(a) symmetrisch ist, handelt es sich sogar

urn einen internen Isomorphismus.

Sei A_ eine p-Unteralgebra von

a"1(<) = (B x B) u (S x {i}) u {(1, 1)} .

Wieder gilt (l, a) U « a = l und (0, a) € 4 «=» a = 0 . Ist

(a, 2?), (a, c) € 4 , so folgt wie oben h A e* = 0 , also e* 5 £>* , und

e A b* = 0 , also b* 5 c* , also insgesamt 2>* = c* . Es gibt also zwei

Moglichkeiten b = c oder {b, c} = {d, l} wobei d das grosste Element

von B ist.

Wenn stets die erste Moglichkeit eintritt, so handelt es sich bei A_

urn einen Graph eines internen Homomorphismus f von P . Entweder ist /

ein innerer Isomorphismus oder er ist nicht injektiv, dann ist aber das

Bild von f ein Boolescher 0-1-Unterverband von B © 1 und deshalb

ijleich {O, l} . f kann deshalb zu einem Endomorphismus g von P_

fortsetzen und der Graph von g , {(a, b) \ b = g(a)} £J4 liegt offenbar

auch in a (-) .

Gib'u es nun wenigstens ein a t 0, 1 und b # c mit

(a, i>), (a, e) € 4 , so ist ib, c) = {d, l} und daher ist A n B * B der

Graph eines internen Verbandshomomorphismus / von B_ . Nun ist

A = {a | 3b {a, b) € 4} eine p-Unteralgebra von P , und da fur a # 0, 1

gilt <2Aa* = 0 , av<2-* = <i ist A n S der Definitions-bereich von f

sogar ein Boolescher Unterverband von B_ und _f ein Boolescher

Homomorphismus. Da B endlich ist, kann der interne Homomorphismus / zu

einem Endomorphismus g von B fortgesetzt werden und offenbar ist dann

auch der "erweitere Graph von g ":

E(g) := {(a, b) \ b = g{a)} u {(a, l) | g(a) = d) u {l, l}
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eine p-Unteralgebra von a (-) .

Wir haben es also mit folgenden drei Typen von maximalen p-Unter-

algebren von a (5) bzw. von ker(a) zu tun

(a) der Graph eines internen Isomorphismus von p ,

(b) der Graph eines Endomorphismus von P ,

(c) der erweiterte Graph eines (Booleschen) Endomorphismus von

B_ .

Die Endomorphismen von P gefolgt von a trennen P , denn a ° idp

trennt 1 von alien a € B und fur a, b € B , a + b gibt es einen

Booleschen Homomorphismus f : B ->-+ {0, l} , der a, b trennt, dieser wird

durch die Definition f(l) := 1 zu einem Endomorphismus von P , der a

und b trennt und es gilt a ° f = f .

Nach dem Satz 2.6 und Zusatz 2.8 haben wir eine Dualitat fur

A = H$P(P) , wenn wir g mit alien internen Isomorphismen und

Endomorphismen von P versehen, sovie mit den erweiterten Graphen von

Endomorphismen von B_ . Wir wollen die Situation fur die ersten zwei

Spezialfalle betrachten:

und

Beide Algebren haben die Eigenschaft, dass jeder interne Isomorphismus sich

zu einem Endomorphismus fortsetzen lasst, also kb'nnen die internen

Isomorphismen von P aus den Relationen von £ gestrichen werden.

Die Endomorphismen von P :

'li-H

d*-+ d , f •.

0 I-* 0
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Da die Boolesche Algebra nur den identischen Endomorphismus hat, konmt

oo
nur noch die Relation

:={(!, 1), (d, 1 ) , (d, d), (0, 0)}, 0i

hinzu, die eine Halbordnung auf P. bildet.

i:
Setzen wir j° = (P , e, ̂ , x) mit der diskreten Topologie T , so

erhalten wir eine Dualitat fur A = IE$P(p ) (seihe [3,5,6]).

Die Endomorphismen von P_ :

1 t—•

d i—•

a i—•

i* i—•

0 >—•

1

d

a , 3 • •

a*

0

1 l~

d i-

a H-

0 i-

•* 1

- d

- a * ,

-»• a

* 0

f •• •

1 i—»•

d i->-

a i—•

a* i—>•

0 i—»

1

1

1

0

0

a t—»• o .

0 !-»• 0

Die anderen maximalen Unteralgebren von a (S) sind:

oil on

ao.

Dabei ist ^ die Halbordnung • • • *d und —i die Fast-Halbordnung
0 a a*

(• sind reflexive und o nicht reflexive Elemente). Setzen wir

Pp = [Pp* 3 •> ft ~i.-> "*» T) mi't der diskreten Topologie X , so erhalten wir

eine Dualitat fur A =!LSP[pA .
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Fiir B_ = 2_ mit n 2 3 wird die Anzahl der Relationen auf £ recht

gross, da zunachst nicht mehr jeder interne Isomorphismus zu einem

Endomorphismus erweitert werden kann und die Anzahl der Endomorphismen von

P und B_ rapide steigt.

3.4. DOPPEL-STONE-ALGEBREN

Sei P = {0, o, d, 1} die U-elementige Kette 0 < c < d < 1

Pseudokomplement * und dualen Pseudokomplement :

'l , x = 0 , (0 , x = 1 ,

X* = • X + = i

v > x F u > v

Die von P _ = ( P , A, v, 0, 1 , * , + ) erzeugte Varietat A = E$P(P) i s t die

Var ie ta t der Doppel-Stone-Algebren.

Wir konstruieren wieder eine Duali tat , die Huckepack auf der Duali tat

fiir d i s t r i b u t i v e Verbande r e i t e t , indem wir fiir a : P -»• D die

cha rak te r i s t i s che Funktion von {d, 1} wahlen.

Wir bestimmen die maximale A-Unteralgebra A_ von a (5) bzw.

ker(a) . I s t (a , b) € A c a (£) und a ?£ b , so folgt a = 0 , b = e

oder a = d , £> = 1 oder a < e , d 5 b . Da x* = l * = * x = 0 und

x = 0 * = * x = l in P g i l t , folgt a i- 0 , da sonst

( a , £>)* = (a*, b*) = ( l , 0) ^ a" (5) ware, ebenso folgt aueh H i . Die

einzige maximale A-Unteralgebra von a (s) i s t also die Halbordnung

3 = {(0, 0), (a, c), (o, d), (d, d), (1, 1)} . i .

0 e 1

und daher ist idp die einzige maximale A-Unteralgebra von ker(a) . P

hat die zwei Endomorphismen f,g • £ -• P ,

/(I) = 1 = g(l) , f(o) = c = ftd) , g{o) = d = <7(d) , /(0) = 0 = g(0)

und die Identitat, die gefolgt von a die Menge P trennen. Wahlen wir

also P^= (P, /, g, •<, x) mit der diskreten Topologie x , so erhalten wir

eine Dualitat fiir die Varietat A der Doppel-Stone-Algebren (seihe [5,6]).
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3.5. HEYTING-ALGEBREN

Wir wollen nun Dualitaten fur Varietaten von Heyting-Algebren

entwickeln, die von einer endlichen subdirekt irreduziblen Heyting Algebra

erzeugt werden, d.h. von einem endlichen distributiven Verband H mit

einer neuen 1 versehen: H © 1 . Wir bezeichnen wieder das'grb'sste

Element von H mit d und konstruieren eine Huckepack-Dualitat fur

H$P(ff © l) , die auf der Dualitat fur beschrankte distributive Verbande

basiert. Fur a : H © 1 -*• D_ wahlen wir die charakteristiche Funktion von

{1} .

Wir wollen uns zunachst die Heyting-Unteralgebren V von a (5) und

ker(a) ansehen.

(1, 1) ist das einzige Paar (a, b) € a (5) mit a = 1 , also gilt

fur (a, b), (a, a) € V auch (a, b) -»• (a, c) = (l, b •*• o) € V , was

b -*• a = 1 , also b S a nach sich zieht; ebenso folgt auch a - b und

wir sehen: (a, b),{a, a) € V =* b = c . Wir sehen also, dass jede Heyting-

Unteralgebra von a (2) ein interner Homomorphismus von H © 1 ist.

Da die Bedingung (d**) aus 2.7 erfiillt ist, bleibt nur noch zu

iiberprufen, ob die Endomorphismen von H © 1 die Menge H © 1 trennen.

Wir wollen uns hier spezialisieren auf eine kleinere Menge von

Heyting-Algebren, namlich die, die folgender Bedingung (S) genugen:

(S): Jede subdirekt irreduzible Unteralgebra eines homomorphen

Bild von H_ (als Heyting-Algebra) kann in H © 1

eingebettet werden.

Urn diese Bedingung besser zu verstehen, werden wir im Anschluss zeigen,

dass sie gerade besagt, dass HSP(fl © l) die von H © 1 erzeugte Varietat

ist.

Wir zeigen zunachst, dass (S) hinreicht, damit die Endomorphismen von

H © 1 gefolgt von a die Menge H ® 1 trennen.
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So ist klar, dass wir mit a i id 1 von jedem a € H trennen, also

bleibt nur noch iibrig, fiir a, b € H , a t b ein g € End(ff © l) zu

finden, mit a ° g(a) ± a o g{b) . Es geniigt, fiir a < b ein

g € End(ff © 1) zu finden, das g(b) = 1 f g{a) erfiillt. Da Kongruenzen

von Heyting-Algebren genau den Filtern entsprechen, gilt fiir den

natiirlichen Homomorphismus h : H_ •++ Bj\b (wo

\b := {x € H | b 2 x} = [b, d] ) h(b) = 1 t h{a) , also gibt es ein

subdirekt irreduzibles homomorphes Bild S_ von H_/fb , k : HJ\b •*->• 5 mit

k[h(a)) # 1 . Nach (s) gibt es eine Einbettung e : £ >—* H © 1 also

liefert

g © 1 — C H_ —K+ Rjfb — ^ £ >-* H ® 1

den gewiinschten Endomorphismus wobei /(x) = x fur x € ff und /(l) = d .

Gibt es denn genugend Heyting-Algebren H_ , die der Bedingung (S)

geniigen? Zunachst geniigt offenbar die 2-elementige Heyting-Algebra der

Bedingung (S), und wir werden nun zeigen, dass sich (S) auch auf

kartesische Produkte und lineare Summen iibertragt. Dies liefert dann eine

recht grosse Menge von Heyting-Algebren g , die der Bedingung (S) geniigen.

LEMMA A. Geniigen C, H_ der Bedingung (S), dann auch G x H .

Beweis. Sei 5 eine subdirekt irreduzible Unteralgebra eines

hotnomorphen Bildes von G_ x H_ . Da Heyting-Algebren distributive

Kongruenzen haben, gibt es homomorphe Bilder £', H_' von £, £ , so dass

5 in <?' x H_' eingebettet werden kann. Da S_ subdirekt irreduzibel ist,

kann S_ in G_' oder H_' eingebettet werden und damit auch in G © 1

oder H © 1 , da G_ und # beide (S) erfiillen. Nun bleibt nur noch eine

Einbettung G © 1 -*• (G x H) © 1 zu konstruieren. Sei a ein Atom von

G , dann ist G = [a, d] u [0, a*] und

fiir x = 1 ,

(p(x) = (x, 0) fur x € [0, a*] ,

(x , d) fiir x € [a, d] ,

i s t die genwiinschte Einbettung, denn i s t x 5 a* , so i s t x A a - 0 , a lso

x •* y > a und i s t y Z a , so i s t x A a 5 a 5 y , a lso ebenfalls

x •*• y > a , i s t s ch l i e s s l i ch x 5 a und z/ < a* , so folgt aus x A z S y

s t e t s ahzSxi\z±ySa* , also <z A z = 0 und z « a* . D

LEMMA B. Geniigen G_, H_ der Bedingung (S), so auch deren reduzierte

https://doi.org/10.1017/S0004972700009680 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700009680


Piggyback-Dual itaten 21

lineare Summe K und deren lineare Surme G ® H .

Beweis. Die lineare Summe G ® H ist die reduzierte lineare Summe

von £, Z_ und H_ , also geniigt es, den Beweis fur reduzierte lineare

Summen zu fiihren. Sei K^ die reduzierte lineare Summe von £ und H_ und

S_ eine subdirekt irreduzible Unteralgebra eines homomorphen Bildes von

K_ . S_ A - L_ < J x . Nun gilt fur / entweder H c f {d) , was S in

ein homomorphes Bild von £ einbettet,

£ -w L +-< 5 >-* g © 1 >—•• K © 1 ,

oder f (d) n G - 0 , dann zerfallt S in eine reduzierte lineare Summe,

deren oberer Teil eine subdirekt irreduzible Unteralgebra eines homomorphen

Bilds von H_ ist und deren Unterteil in £ eingebettet ist. Daher kann

S auch in diesem Fall in K © 1 eingebettet werden. •

LEMMA C. H_ geniigt genau dann (S) , wenn Var(ff © l) = S$P(g © l)

gilt.

Beweis. Da die echten homomorphen Bilder von H © 1 genau die .

homomorphen Bilder von H_ sind, ist (S) Equivalent zu

^ n H$(fl © 1) =H$(fl © 1) • Da aber

1)$. n Var(H © l) = ». n H$P (g © 1) = <5. n H$(#_

und $. n]I$P(#©l) = IS(fl © 1) gilt, ist (S.) Equivalent zu

Var(g © 1) =H$P(fl_©_l) . D

Die in A und B gegebenen Konstruktionen liefern allerdings noch

nicht alle Heyting-Algebren, die (S) geniigen, denn z.B.
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und

erfullen ebenfalls (S) , sind aber weder als Produkt noch als lineare Summe

aufspaltbar.

Wir haben also fur endliche Heyting-Algebren folgendes bewiesen:

THEOREM D. Sei H_ eine endliche Hey ting-Algebra, die der Bedingung

(s) genugt. Definiere UrS&J* , indent H © 1 mit der diskreten Topologie

und alien internen Homomorphismen von H © 1 ausgestattet wird (oder eine

lienge von internen Homomorphismen, die die ubrigen im Sinne von Davey und

Werner [6], S. 1U0-1U2 erzeugt). Dann ist die durch H © 1 und S^Ji

definierte Protodulitat eine Dualitat fur A = Var(# © l) .

3.6. ENDOPRIMALE HEYTING-ALGEBREN

Wir wenden nun die Ergebnisse von 3-5 a n fur den Fall, dass H_ eine

rj-elementige Kette ist, die ja nach 3.5 Lemma B die Bedingung (S) erfullt.

H © 1 ist also die (n+l)-elementige Kette

0 = a.< a, < a < ... < a -, < a = 1
0 1 2 n-1 n

und wir suchen eine Menge von internen Homomorphismen, die alle internen

Homomorphismen erzeugen. Als spezielle interne Homomorphismen haben wir

einmal die Endomorphismen von H © 1 und darunter speziell die Retrakte

\ t 3 >k

(k = 1, ..., n)
a. , 3 <k

und daneben die internen Isomorphismen. Offenbar ist jeder interne

Homomorphismus von H © 1 ein interner Isomorphismus, gefolgt von einem

Retrakt und wieder gefolgt von einem internen Isomorphismus, so dass also

die Retrakte zusammen mit den internen Isomorphismen alle internen

Homomorphismen erzeugen. Wir wollen nun zeigen, dass auch die

Endomorphismen von H © 1 alle internen Homomorphismen erzeugen. Zunachst
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ist i, = e. n e [e = id) die Identitat auf der (k+l)-elementigen
re K. Yt ft

Kette {a., a , ..., a^ , l] und ist CCH®1 eine beliebige (k+1)-

elementige Kette, die 0 and 1 enthalt, so gibt es genau einen

Endomorphismus / von g © 1 mit C = /(fl © l) . / o i, ist dan ein

Isomorphismus {a , a , . .. , a, , l} -*• C und alle iibrigen internen Isomor-

phismen lassen sich durch Invertieren und HintereinanderausfUhren aus diesen

speziellen Isomorphismen ergeugen. Wir haben damit gezeigt (seine 14,61):

THEOREM A. Ist H_ eine endliche Kette, und gJ&JL ist H © 1

versehen mit der diskreten Topologie und den Endomorphismen von H ® 1 , so

ist die durch H © 1 und fU&JL, gegebene Protodualitdt eine Dualitat fur

Var(g © 1) .

Nach §1 (l) bedeutet dies insbesondere, dass die Operationen auf

H © 1 , die mit den Endomorphismen von H ® 1 vertraglich sind, genau die

Term-Funktionen von H © 1 sind. Algebren mit dieser Eigenschaft kann man

in Anlehnung an die ubrigen Verallgemeinerungen primaler Algebren endo-

primal nennen.

KOROLLAR B. Jede endliche Kette ist als Eeyting-Algebra endo-primal.

2
Als nachstes Beispiel betrachten wir H_ = 2 © C , wobei £ eine

endliche Kette ist.

. n-X

Die Unteralgebren von ff sind die Ketten, die 0 und 1 , aber nicht

a , a* enthalten und alle Teilmengen, die 0, a , a* a_ und 1

enthalten. Dieselbe Analyse wie oben zeigt, dass der Automorphismus
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X

a*

, a* ,

x = a1 '

x = a"

zusammen mit e und den Retraktionen e. (i > 2) und den internen
1 i*

Isomorphismen alle internen Homomorphismen erzeugt, dabei muss e

umdefiniert werden:

1 , x > ax

0 . x < a* '

Die Identitaten auf den Unteralgebren erhalten wir durch e . n e und

[e . o a) n e und daher werden auch in diesem Fall alle internen
^ Yl

Homomorphismen von den Endomorphismen erzeugt.

THEOREM C. Ist C eine n-elementige Kette (n > 1) und

2
ist 2 © C versehen mit der diskreten Topologie und den Endomorphismen von

2 2 2
2 © C , so ist die durch 2 © C und Z~J&Jz induzierte Protodualitat

eine Dualitdt fur Var(2^

KOROLLAR D. Fur jede endliche Kette C f 0 ist 2 2 © C als

Hey ting-Algebra endo-primal.

Dies scheint aber das Ende fur endo-primale Heyting-Algebren zu sein,

wie die nun folgenden Beispiele zeigen.

3.7. WEITERE BEISPIELE

Wir betrachten nun weitere Beispiele von Heyting-Algebren H_ , die der

3edingung (S) geniigen, bei denen aber die Betrachtung echter interner

Homomorphismen unumganglich erscheint:
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BEISPIEL A. H = 2"

Die Unteralgebren von H © 1 sind {O, l}, {O, d, l}, {0, x, x*, d, 1}

(x € (a, &, e}) und H © 1 . Neben den 6 Automorphismen hat H © 1

noch die 3 Endomorphismen

2 x

y s x"

fur x € {a, fc,

und den nicht-trivialen Automorphismus y von {0, x, x*, d, 1} , der

offenbar nicht zu einem Endomorphismus von H © 1 erweitert werden kann.

Um also eine Dualitat zu erhalten, muss ^JiLi m i t d e n Automorphismen von

BEISPIEL B. ff = 2 x 3 .

Die Unteralgebren von H ® 1 sind {0, l}, {0, d, l}, {0, b, l},

{0, b, d, l}, {0, a*, a**, d, l} und ff © 1 . H © 1 hat keinen nicht-

trivialen Automorphismus und die Endomorphismen von H © 1 haben als

Urbild der 1 einen der Filter [a, l], [a*, 1] Oder [a**, l] . Wieder

lasst sich der nicht-triviale Automorphismus y v o n (0> a^j a**, d, l}

nicht zu einem Endomorphismus von H © 1 erweitern. Um eine Dualitat zu

erhalten, miissen wlr fl^*^,l, ait dem Endomorphismus von H + 1 und Y
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versehen.

BEISPIEL C. H = 1 @ 22 .

Die U n t e r a l g e b r e n von H ® 1 s i n d a l l e 0 - 1 - K e t t e n , d i e

e n t h a l t e n , {0, a, 1 } , {0, a, d, 1} und H@l .

a nicht

Die Endomorphismen von E © 1 , die nicht bijektiv sind, haben einen

der Filter [a, l], [b, l] Oder [a, l] als Urbild der 1 und als Bild

eine 3- Oder 2-elementige Kette. Die Isomorphismen zwischen

U-elementigen Ketten lassen sich also nicht immer zu Endomorphi smen

erweitern, also muss fur eine Dualitat j?J§JL mit den Endomorphi smen von

H ® 1 und dem Isomorphismus {0, b, d, 1} -*• {0, a, d, 1} versehen werden.

Wir sehen schon hier, dass die Anzahl der auf #J£)̂ 1 benotigten

Relationen rapide zunimmt, so dass bei grSsseren H die

Dualitat schnell unpraktikabel wird. So haben auch die Beispiele

und
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alle Vorhergehenden als Unteralgebren und benb'tigen deshalb eine grosse

Fiille interner Homomorphismen zur Erzeugung der Dualitat. Wir wollen

deshalb die Betrachtung von Heyting-Algebren an dieser Stelle abbrechen.

3.8. RELATIV-PSEUDOKOMPLEMENTARE HALBVERBANDE

Bisher haben wir nur Dualitaten betrachtet, die auf der Dualitat fiir

distributive Verbande Huckepack reiten. Dies hatte den Vorteil, dass im

Dual keine Operationen auftauchten und deshalb die Injektivitatsbedingung

automatisch erfiillt war. Wir wollen nun noch eine Dualitat betrachten, die

auf der Dualitat fur 0-1-Halbverbande (vgl. Hofman, Mis love und Stralka

[JO]) Huckepack reitet. Hier werden die zusatzlichen Probleme deutlich,

die man bei der Behandlung von Operationen in der zugrundeliegenden

Dualitat hat.

Sei H_ ein endlicher pseudokomplementarer Halbverband

(H, A, -*, 0, 1) , P = H ® 1 und A = HSP(P) . £ = ({0, l}, A, 0, l) ist

der 2-elementige 0-1-Halbverband und die Dualitat fiir $ = IQP(£)

erhalt man mit g= ({0, l}, A) . Wir wahlen fur a : P •+ £ die

charakteristische Funktion von {l} .

LEMMA A. Die Unteralgebren 4 c p mit A c ker(a) sind genau die

internen Isomorphismen von P .

Beweis. Ist (a, b), (a, c) € A , so folgt

( 1 , b •*• a) = (a, b) -*• (a, c) € A , also b -*• a = 1 und damit b « a .

Ebenso folgt b > a und damit b = e . Da ker(a) symmetrisch ist, folgt

aus (a, a), {b, o) € A auch a = b . D

Wir haben nun die Operation A als eine Relation zu betrachten, also

A = {(a, b, c) | a = a A b} und a (A) ZU untersuchen.

Beach'te: (a, b, 1) e O~1CA) *=* a = b =; 1 .

LEMMA B. Die Unteralgebren A_ c p mit K o " (A) sind genau die

Isomorphismen zwischen Unteralgebren von P und Unteralgebren von P .

Beweis. Ist (a, b, a), (a, b, d) € A , so auch

(l, 1, c ->• d) = (a, b, c) + (a, b, d) i A , und es folgt c « d und ebenso

d 5 o . Ist (a, b, f), (c, d, f) € A , so ist (a •*• a, b •* d, l) € A ,

also a 5 a und b S d und ebenso e 5 a und d 5 i . •
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Statt der zweistelligen Operationen auf £ , die aus Lemma B

herriihren, konnen wir auch zu einstelligen Operationen ubergehen, namlich

P-i ° 9 •> Pp ° 9 » W 0 D e i 9 e i n Isomorphismus zwischen Unteralgebren von

P und von P ist und P-\> Po : — "*" — d^e keiden Projektionen sind;

man kann sich leicht uberlegen, dass eine (partielle) Operation, die

p ° g und p o g erhalt, auch g und g erhalten muss.

p o g und p o g sind aber wieder interne Homomorphismen von P_ .

Wie bei Heyting-Algebren konnen wir wieder die Bedingung (S)

formulieren, die aus denselben Griinden bedeutet, dass

J3P(g © 1) = Var(g © 1) und ebenso wie im Fall der Heyting-Algebren folgt

auch das

LEMMA C. Ist H_ ein relativ pseudokomplementarer Halbverband, der

der Bedingung

(S): Jede subdirekt irreduzible Unteralgebra eines homomorphen

Bildes von H_ kann in H ® 1 eingebettet werden

genugt, so trennen die Abbildungen & ° g [g € End(ff © l)] die Menge

H © 1 .

Nun wenden wir uns der Bedingung (d) aus dem Theorem 2.6 zu und muss en

feststellen, dass die Bedingungen aus dem Zusatz 2.7 nicht erfullt sind.

Zusatz 2.8 sagt uns dazu, dass A_ im allgemeinen nicht unter A

abgeschlossen sein wird, also nur ein partieller 0-1-Halbverband ist und

A_ erzeugt.

Uber die Abbildung A(<p) : A^ •* £ wissen wir nur, dass sie A als

Relation erhalt, also fur x, y € A^ folgt aus x A y € A_ stets

A(<p)(x) A A(cp)(y) = A(<p)(x A y) . Wir mussen uns also ilberlegen, unter

welcher Voraussetzung sich ein A-Homomorphismus / : X •* S, von einem

partiellen Halbverband X auf den von X erzeugten Halbverband ^ 3 X

fortsetzen lasst.

Sei 7 ein Halbverband und X c Y . Fiir V <£ X definieren wir

T(V) := {x € X | 3u, v 6 V, u A V € X & u A y 5 x} ,
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r V ) = v , rn+1(7) := v{vn(v)) , v= u vn(v) .

LEMMA D. Sei Y ein Halbverband, X c Y wnd fio- endliahes V <=_ X >

€. X folge aus A i> S x (in Y ) stets x € 7 . Barm kann jede

Abbildung f : X •* S , die alle existierenden A von zwei Elementen von X

erhalt, zu einem A-Homomorphismus f : Y •* g fovtgesetzt werden.

Beweis. Sei F der Filter auf Y , der von / (l) erzeugt wird.

Wir wollen /"1(l) = F n X beweisen. Offenbar ist /'~1(l) c p n X . Sei

also x € F n X . Dann ist x € X , und es gibt ein endliches V c f (i)

mit A v 5 x in ^ . Nach Voraussetzung folgt daraus x € V , und es

b l e i b t 7 c / ( l ) zu z e i g e n . Dazu gen i ig t e s w i e d e r , f i i r V c f ( i )

auch T(7) c / (l) zu zeigen, was aber unmittelbar daraus folgt, dass /

alle in X existierenden A erhalt. D

Es bleibt also nun fur (d) zu zeigen, dass 4 E 4 d i e i n Lemnia D

geforderte Bedingung erfiillt. Sei also g , g , . . . , g , k (. A* = k(A_, P)

und

n
A a o o. 5 a o It « l/a U a(o (a)) A . . . A a[g (a)) 5 a(?c(a))

t= l t ' 1 "

<=» Va € A afe^a)) = . . . = a(

« - Va € 4 ? l ( a ) = . . . = gn(a) = 1 •> k(a) =

^ ) n ... nker(gn) c ker(fe) .

Da k ein endliches Bild hat, gibt es endlich viele vollstandig

n-irreduzible Kongruenzen 6 , ..., 6 auf A_ mit

ker(fe) = 6 n ... n 9 . Da Con(^) ein distributiver Verband ist, sind

alle 0. n-prim, also gibt es i , ..., i < n mit kerfo. ) 5 9. f{ir
j ± m v. j

j

j = 1, ..., m . Da A/Q . subdirekt irreduzibel ist, lasst sich 4/9.
3 <7
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nach (S) in P e inbe t ten , a lso gibt es fc , . .., k € A* mit

6 . = ker(k .) und daher auch ker(g. ) 5 ker(k .) fur j = 1, . . . , m . Da
3 3 ^: 3

3 m
ker(k) = ker(k ) n . . . n ker(k ) g i l t , folgt wie oben A a ° k . = a ° k

m 3=1 °
und OL o g. < a o k . . Es genugt nun, fur s = 2, ..., m-X zu zeigen,

%3 3

dass a°kA...Aa.°k €*(/!*) gilt.
1 s —

Se i a o fe A . . . A a -o k = a ° f t € ${A*) , h : A •* P . Dann i s t
x s—x — — —

f u r * = ker(ft) n k e r ( ^ s ) , £ / * ein homomorphes B i l d von k (̂ _) 5 P_ und

wegen CEP i s t A/V i n e i n homomorphes B i l d von P_ e i n b e t t b a r . Se tzen wir

uber (S) h i n a u s v o r a u s , dass jedes homomorphe B i l d von P_ in P_

e i n g e b e t t e t werden kann , so f inden wir e i n 3 : A_ •* P_ mit

ke r ( j ) = 4" = ker(?i) n k e r f k j = ker fk j n . . . n kerfk 1 und es g i l t

a ° k A . . . A a ° k _ = a ° j € $(A*) .X s —

Wir konnen die so gewonnenen Resultate nun zusammenfassen:

THEOREM E. Sei H_ ein endlieher pseudokomplementarer Halbverband

und P_ = H © 1 hat die Eigensehaft, dass sich jedes homomorphe Bild von P

in P_ einbetten Idsst. Ist ferner £ mit alien internen Homomorphismen

von P versehen, so ist die durch P_ vend £ induzievte Pvotodualit'dt

eine Dualit'dt.

Ebenso wie bei den Heyting-Algebren gilt auch hier, dass endliche

Produkte und (reduzierte) lineare Summen von Algebren P_ , deren homomorphe

Bilder sich wieder in P_ einbetten lassen, dieselbe Eigenschaft haben.

Fur lineare Summen iibertragt sich der Beweis von 3-5-A und da Con(P)

stets distributiv ist, ist jedes homomorphe Bild von P * Q_ isomorph zu

einer Unteralgebra von P' x £' , wobei P', 5' homomorphe Bilder von P

und Q_ sind und daher auch Unteralgebren von P und Q_ . Es gibt also

auch hier eine Fulle von Beispielen P , die die Voraussetzungen von

Theorem E erfiillen.

Geht man zu pseudokomplementaren Halbverbanden "ohne Null" uber, d.h.

man hat keinen Namen fur das kleinste Element, so ist fur jedes a € P die

Abbildung tp : x \—y a •*• x ein Endomorphismus mit <p (l) = [a, l] , denn
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-»• erfiillt die Gleichungen (a •* b) A (a -*• o) = a -*• {b A a) und

(a -*• b) -*• {a -*• a) = a -*• (b -*• o) , also ist automatisch jedes homomorphe

Bild von P isomorph zu einer Unteralgebra von P . Hier gilt also

Theorem E ohne weitere Voraussetzung an P .

2
Schliesslich hat P = 2 © 1 die Eigenschaft, dass jeder interne

Homomorphismus zu einem Endomorphismus erweitert werden kann, also erhalten

wir eine Dualitat, wenn wir P = (P, End(P)) wahlen. Also ist 2 2 © 1

auch als relativ pseudokomplementarer Halbverband endoprimal.

Auch Ketten slnd endoprimal als relativ pseudokomplementare

Halbverbande, was aber kein neues Ergebnis ist, da sich die Verbindung V

durch -»• und A auf jeder Kette ausdrucken lasst.
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