
NOTE SUR LΈNSEMBLE D>ADHERENCE FINE

DES FUNCTIONS ALGEBROΪDES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction.

Soit f{z) une fonction algebroϊde dans | z \ < oo definie par

(1) fn +

oύ cette equation est irreducible dans | z \ < oo . Rf est la surface de

Riemann definie par /(z) comme surface de recouvrement de \z\<oo. Elle

appartient a OG. L'ensemble d'adherence fine Cf{oo) de f{z) en oo est

defini comme suivant:

c (oo) = n W)
V<ΞV

oύ V = {v voisinage fin de oo}, vr est Γensemble le plus grand de Rf dont

la projection π{υ') —υ.

Dans [6], on a trouve que 1) Cf{oo) est total ou bien 2) il contient au

plus n elements et dans ce cas f(z) n'a pas de valeurs exceptionnelles au

sens de Picard, de Nevanlinna et de Borel; de plus si Cf{oo) ne contient

pas oo, chaque a^z) admet une limite fine finie en oo. On a suppose que

f(z) ne soit pas algebrique.

On considere dans cette note une relation entre la dimension harmonique

de Rf et le nombre d'elements de Cf{oo) dans le cas oύ il n'est pas total.

2. Lemmes.

A) D'abord, on considere le cas oύ Rf admet un seul element-frontiere

au sens de Kerekjartό-Stoϊlow.

Soit Ω un bout de Rf tel que sa frontiere est compacte et analytique,

PΩ — {̂  5 harmonique positive dans Ω et nulle continύment sur la frontiere

de Ω}. La dimension harmonique H(Ω) de Ω est le nombre minimum

d'elements de PΩ qui generent PΩ, qui est finie ou +oo .
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LEMME 1.

Soit Ωr un bout de Rf comme Ω. Alors H(Ω) = H{Ω') ([2]).

On dit que le nombre commun est la dimension harmonique de Rf et

on l'ecrit par H(Rf), qui est au plus n ([2]).

λ et μ operateurs (voir [3]).

Soit F une surface de Riemann n'appartenant pas a OP, D un domaine

de F tel que chaque composant connexe de sa frontiere se compose d'un

nombre fini d'arcs analytiques, PF = {w; harmonique positive sur F} et

PD = {u\ harmonique positive dans D et nulle continύment sur la frontiere

de D}. Pour u de PD, on met w* = u dans D et =0 dans F — D et QD =

{u u* ̂  w oύ w est un element quelconque de PF}.

On definit

λD{w) = sup u oύ u e PD tel que u^Lw,

qui est harmonique non-negative dans D;

PDW = inf s oύ s ^ u* oύ s est surharmonique sur F,

qui est la fonction harmonique majorante la plus petite de u sur F.

LEMME 2.

λD et μD sont additifs ([4]).

LEMME 3.

Pour u de QD, μD{u) est minimale dans PF si et seulement si u est minmale

dans P D ( [ 3 ] ) .

L E M M E 4.

Soit w minimale dans PF. Si λD{w) est positive, elle est minimale dans PD

(M).

LEMME 5.

Soient Dx et D2 deux domaines sur F comme D. Si Dx Π A = Φ> olors la

fonction harmonique minorante la plus grande de min^μDι{u^)9 μD2(
uz)} est 0> quand

Ui<ΞQDt, i = 1 , 2 ([3]).

L E M M E 6.

Soit E un ensemble ferme, effile en oo tel que ^E est connexe, chaque compo-

sant connexe de sa frontiere se compose d'un nombre fini d'arcs analytiques et π la
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projection de Rf sur le z-plan. Si H{Rf) = k{^ n), le nombre des composants con-

nexes de Ωo — π~x{E) est au plus k, oύ Ωo est un bout de Rf comme Ω tel que

π(Ω0) =i\z\ > r 0 ) et (\z\ = rβ) Π E = φ*

Demonstration.

II existe une suite {rn}7ι=1 telle que r n / o o , (\z\ = rn) Π E = φ pour tout

n et ro<rί ([1]). O n prend Ωn un bout de Rf tel que π(Ωn) = (\z\ > r j ,

n = 1 , 2 , 3 , . Supposons qu'il existe plus de k-\-l domaines ωί9 ω29 9<θι

( / ^ * + l) dans Ω^-π-^E).

Soit flr(f, j?) la fonction de Green de (| z \ > r0) — E, alors

lim sup g(ζ9 z) = ε > 0
5T—>• c o

parce que £" est effile en co, par consequent il existe une suite {znj telle

que zn -> oo et (̂ξ*, «J -> ε quand n tend vers oo .

Soit G(q,p) la fonction de Green de ω oύ ω = ά>! ou ω2> * o u <*>ι

Grace au principe de Lindelof, on a

= Σ n(q)G(q9p), P e α>,

parce que Σ w(^) ̂  n, oύ «(#) est Γordre de multiplicite de π en q.

L'inέgalite

(2) lim sup G{q,p) > 0 ,
P G ω

est vraie oύ j3 signifie la frontiere ideale de Rf au sens de Kerέkjartό-

Stoϊlow, parce que, pour Pn e ω tel que π(Pn) = zn9

0 < l i m sup (̂ξ ,τr(pj)
« > oo

q(Ξ ω

de sorte que Γon a Γassertion (2).

Soit Go(#,2>) ^a fonction de Green de £?0. Alors on a

pour tout ί? de ω, en particulier, si on prend p == pn tel que

lim G{q,jpn) existe et est positive

*} Le fait qu'il existe un tel r0 arbitrairement grand est grace au [1].
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et

lim GQ{q,pn) existe

quand n tend vers oo, on a

(3) Goto) = lim Goto, ί O ̂  lim Gfa, P J = G(q).
n—> oo «—> oo

D'apres um thέoreme de Harnack, GQ{q,pn) et G{q,pn) tendent vers G0[q) et

G(#) uniformέment au sens large respectivement, par consequent, Gβ(#) et

G(#) sont elέment de PΩo et de P ω respectivement et Γinegalitέ (3) est

valable pour tout q de ω. En considέrant que H(Rf) = k, on peut έcrire

= Σ3
i l

oύ /&*(#) (t = 1,2, , fc) sont minimales dans PΩ et au moins un coefficient

de Ci ne rέduit pas a 0. D'apres le Lemme 2,

= Σ
z l

et G Ξ£ 0, par consequent il existe un i0 tel que cio ^ 0 et λω(hίo) ̂  0.

D'apres le Lemme 4, λω{hio) = U est minimale dans Pω et appartient a Qω,

et puis grace au Lemme 3, μω(U) est minimale dans PΩo, qui est egale a

Le fait precedent est applicable pour tout ωi9 en consequence pour tout

i, μω{Ui) est minimale dans Pβ . Pour %Ψu ϋ n'y a pas de relation

proportionnelle entre μω (£/*) et μω {Uj) d'apres le Lemme 5. Cela veut dire

qu'il y a / fonctions minimales dans PΩo . Ce fait est contraire a Γhypo-

these, c'est-a-dire il existe au plus composants connexes dans ΩQ — π'^E).

B) Ensuite, on considere le cas oύ Rf admet (1 <) m (^ n) elements-

frontier e au sens de Kerekjartό-Stoϊlow.

II existe un nombre positif Mo tel que la partie R} de Rf sur (|z| >M0)

se compose de m domaines connexes:

m

R} — U Ωi, Ωι

0: domaine connexe tel que Ωl Π ΩJ

0 = φ pour i.ψ j .

On peut prendre chaque Ωl comme Ωo du cas oύ Rf admet un seul

element-frontiere. Soit H(Ωi) le nombre minimum d'elements de Pβt qui
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gέnέrent PQi . Dans ce cas on definit la dimension harmonique H{Rf) de

Rf comme suivant:

m

H(Rf)= ΣH(Ωl).
ί = l

Pour cette definition, qui est naturelle, on a le Lemme 6 immediatement

en considerant dans chaque Q\.

3. Theoreme.

En appliquant le Lemme 6, on a un precise du Theoreme 2 dans [6].

THEOREME.

Si H(Rf) = &(< ή), Cf{co) contient au plus k elements quand il rCest pas total.

Demonstration.

On peut supposer que C/(oo) ne contient pas oo en utilisant une trans-

formation lineaire. Chaque coefficient de (1) admet une limite fine finie

en oo. En utilisant un rάsultat de L. Naϊm ([5]), on trouve qu'il existe

un ensemble E ferme, effile en oo tel que ^E est connexe, chaque compo-

sant connexe de sa frontiere se compose d'un nombre fini d'arcs analytiques

et dans <^E chaque coefficient tend vers sa limite fine uniformement par

rapport a θ en oo quand on ecrit z = retθ.

D'apres le Lemme 6, on a

k'

ΩQ —π~ι{E) = U ωι

0 oύ ωι

0 sont connexes {i = 1,2, , kr)
i l

kf

t — π~λ(E) = U ω\ oύ ω\ sont connexes {i =1,2, , kr)

oύ kr <k si r0 est suffisamment grand.

Numerotant convenablement, on peut prendre pour tout i =1,2, , kf

comme suivant:

( U J D f t l J D i D i D ^ D D ί ϋ J D .

L'ensemble

C,(oo) = n f^π~\E) Π Ωt)
t 0
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se compose d'au plus n elements. Pour chaque i, Pensemble

Q = n f(ω\)

est un continuum ou un point parce que ω\ est connexe. D'autre part,

Cf(po) D Ciy par consequent Ct n'est pas un continuum, c'est-a-dire il se

reduit a un point. Par definition de Cf(°o)9 u C fD Cf(<χ>), de sorte que
t = l

Cf(oo) contient au plus k elements.
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