NOTE SUR L’ENSEMBLE D’ADHERENCE FINE
DES FONCTIONS ALGEBROIDES

NOBUSHIGE TODA

1. Introduction.
Soit f(z) une fonction algébroide dans |z| < oo définie par

(1) fPta@f" st a,(2) =0

ou cette équation est irréducible dans |z] <oo. R, est la surface de
Riemann définie par f(z) comme surface de recouvrement de [z]| < oo. Elle
appartient a Og. L’ensemble d’adhérence fine C, () de f(z) en oo est
défini comme suivant:

ol V = {v; voisinage fin de o}, v’ est ’ensemble le plus grand de R, dont
la projection n(v') =v.

Dans [6], on a trouvé que 1) C,(0) est total ou bien 2) il contient au
plus n éléments et dans ce cas f(z) n’a pas de valeurs exceptionnelles au
sens de Picard, de Nevanlinna et de Borel; de plus si C;(e0) ne contient
pas o, chaque ¢,(2) admet une limite fine finie en . On a supposé que
Sf(z) ne soit pas algébrique.

On considére dans cette note une relation entre la dimension harmonique
de R, et le nombre d’éléments de C (o) dans le cas ol il n’est pas total.

2. Lemmes.

A) D’abord, on considére le cas ou R, admet un seul élément-frontiére
au sens de Kerékjarté-Stoilow.

Soit 2 un bout de R, tel que sa frontiére est compacte et analytique,
Py = {h; harmonique positive dans 2 et nulle continiment sur la frontiére
de 2}. La dimension harmonique H(2) de 2 est le nombre minimum
d’éléments de P, qui générent Py, qui est finie ou +.
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LemME 1.

Soit 2" un bout de R, comme Q. Alors H(2)= H(2') ([2).

On dit que le nombre commun est la dimension harmonique de R, et
on Décrit par H(R,), qui est au plus n ([2]).

2 et p opérateurs (voir [3]).

Soit F une surface de Riemann n’appartenant pas & Op, D un domaine
de F tel que chaque composant connexe de sa frontiére se compose d’un
nombre fini d’arcs analytiques, Pr = {w; harmonique positive sur F} et
Pp = {u; harmonique positive dans D et nulle continiment sur la frontiére
de D}. Pour u de P,, on met u*=u dans D et =0 dans F— D et Q, =
{u;u*<w ol w est un élément quelconque de Pr}.

On définit

Ap(w) =sup u ol u € Py tel que u<w,
qui est harmonique non-négative dans D;
tp(u) =1inf s olt s=u* ol s est surharmonique sur F,
qui est la fonction harmonique majorante la plus petite de u sur F.

LEMME 2.
Ap et pp sont additifs ([4)).

LEMME 3.
Pour u de Qp, tp(u) est minimale dans Py si et seulement si u est minmale
dans Pp([3]).

LEMME 4,
Soit w minimale dans Pr. ST 2p(w) est positive, elle est minimale dans Pp

((4]).

LeMME 5.

Sotent D, et D, deux domaines sur F comme D. St D, N D,=¢, alors la
JSonction harmonique minorante la plus grande de min{ep,(uy), tp,(u,)} est 0, quand
u; € Qp,, 1 =1,2 ([3].

LEMME 6.

Soit E un ensemble fermé, effilé en oo tel que & E est connexe, chaque compo-
sant connexe de sa frontiere se compose d’un nombre fini d’arcs analytiques et m la
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projection de R, sur le z-plan. St H(R;) = k(< n), le nombre des composants con-
nexes de Qo —n\(E) est au plus k, ot Q, est un bout de R, comme K tel que
(o) =lz| >ry) et (|z] =7) N E=¢>

Démonstration.

Il existe une suite {r,};., telle que », oo, (|z| =7,) N E =¢ pour tout
n et 7o<<7y ([11). On prend 2, un bout de R, tel que =(2,) = (lz] >r,),
n=1,2,3,--+. Supposons qu’il existe plus de £+ 1 domaines w,, @, * * *, 0,
(l=k+1) dans 2,— = Y(E).

Soit ¢(¢,2z) la fonction de Green de (|z| >7r,) — E, alors

lim sup g(§,2) =¢>0

Z—co

parce que E est effilé en oo, par conséquent il existe une suite {z,} telle
que z,—>o et g, 2,) >e quand n tend vers oo,

Soit G(q,p) la fonction de Green de o o0l w =0, ou w,-+++ Ou ;.
Grace au principe de Lindelof, on a

9&n() = 3 n(@)Glg,p), PE o,
n(@=¢

gew

parce que (%‘, :n(q)én, ou n(g) est I'ordre de multiplicité de = en q.
n(g)=
L’inégalité

(2) hr;}ﬁ%up G(g,p) >0,

Peaw

est vraie o B signifie la frontiere idéale de R, au sens de Kerékjarts-
Stoilow, parce que, pour P, € o tel que n(P,) = 2,,

0< ﬁffi sup 9(&, 7(p4)) éﬂ(};:cn(q) 1i316§°up G(g, Px),

ge w

de sorte que l'on a l’assertion (2).
Soit Gy(g, p) la fonction de Green de 2,. Alors on a

Gog, ») = G(g, )

pour tout p de w, en particulier, si on prend » = p, tel que

lim G(g,»,) existe et est positive
n—> o0

# Le fait qu’il existe un tel 7, arbitrairement grand est grace au [1].

https://doi.org/10.1017/50027763000026763 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000026763

334 NOBUSHIGE TODA

et

lim G,(g, p,) existe

quand » tend vers oo, on a
3) Gola) = lim Gy(g,p,) = lim G(g,9.) =G(q).

D’aprés um théoréme de Harnack, G,(g, »,) et G(g,p,) tendent vers G,(q) et
G(g) uniformément au sens large respectivement, par conséquent, G,(g) et
G(g) sont élément de Py, et de P, respectivement et linégalité (3) est
valable pour tout ¢ de . En considérant que H(R,) =k, on peut écrire

Gl = 3 cor b0

ou hz(q) (l =12 -+

-, k) sont minimales dans P, et au moins un coefficient
de ¢; ne réduit pas a 0. D’aprés le Lemme 2,

. k
20(Go) = 2 Cida(h) =G =0

i=1

et G #0, par conséquent il existe un ¢, tel que ¢;;#0 et o(hy) £O0.
D’apreés le Lemme 4, Ao(h;)=U est minimale dans P, et appartient a Q,,
et puis grace au Lemme 3, #,U) est minimale dans P, , qui est égale a
By -

Le fait précédent est applicable pour tout e;, en conséquence pour tout
i, [J,,,i(Ui) est minimale dans PQo . Pour i#j, il n’y a pas de relation
proportionnelle entre ,u,,,i(Ui) et /J,L,j(Uf) d’aprés le Lemme 5. Cela veut dire
qu’il y a [ fonctions minimales dans Pg,.  Ce fait est contraire a I’hypo-
thése, c’est-a-dire il existe au plus composants connexes dans 2, —z"(E).

B) Ensuite, on considére le cas ot R, admet (1<)m(<n) éléments-
frontiére au sens de Kerékjarto-Stoilow.

Il existe un nombre positif M, tel que la partie R} de R, sur (|z| >M,)
se compose de m domaines connexes:

1

R} = U 2%, 2%: domaine connexe tel que 2{ N 2} = ¢ pour i+ j.
=1

On peut prendre chaque 2} comme £, du cas ot R, admet un seul
élément-frontiére. Soit H(Q}) le nombre minimum d’éléments de sz qui
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générent P, . Dans ce cas on définit la dimension harmonique H(R,) de

R, comme suivant:
HR,) = 3 H(2)).

Pour cette définition, qui est naturelle, on a le Lemme 6 immédiatement
en considérant dans chaque 2f.

3. Théoréme.
En appliquant le Lemme 6, on a un précisé du Théoréme 2 dans [6].

THEOREME.
Si HR,) = k(< n), C,(o) contient au plus k éléments quand il n'est pas total.

Démonstration.

On peut supposer que C,(c) ne contient pas o en utilisant une trans-
formation linéaire. Chaque coefficient de (1) admet une limite fine finie
en ., En utilisant un résultat de L. Naim ([5]), on trouve qu’il existe
un ensemble E fermé, effilé en oo tel que ZE est connexe, chaque compo-
sant connexe de sa frontiére se compose d’un nombre fini d’arcs analytiques
et dans & E chaque coefficient tend vers sa limite fine uniformément par
rapport & ¢ en o quand on écrit z = re'’,

D’aprés le Lemme 6, on a

kl
2, —nYE) = .Ul 0w ol o} sont connexes (i =1,2, .-, k)
i

D I I I T I I I I I T I I I )

kl
2, —nYE) = U o! ou ! sont connexes (: =1,2, -+, k)
i=1

ol ¥ <k si r, est suffisamment grand.
Numérotant convenablement, on peut prendre pour tout i =1,2, « « «, k¥’
comme suivant:

oiDeiDeiDwiD s DwtD ..,

L’ensemble

Cyleo) = 0 Fl&w(E) (1 2)
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se compose d’au plus » éléments. Pour chaque ¢, I’ensemble

Co= N )

=0
est un continuum ou un point parce que ! est connexe. D’autre part,
Cy(0) D C;, par conséquent C; n’est pas un continuum, c’est-a-dire il se
~ L4 ~
réduit a un point. Par définition de C (), 'U1 C; D Cy(0), de sorte que
1=

C/(0) contient au plus & éléments.
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