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I. NOTATIONS

Soit X\ ^ X2, < . . . < ^n—m + 1 < • • • < Xn—p + i < . . . < X m u n
echantillon ordonne de taille n d'une distribution dont F(x) et
T(x) sont respectivement la fonction de repartition et la fonction
de density.

Nous appelons # n _ m + \ la valeur de rang m de 1'echantillon {x\,
X2, . . . Xn).

Pour simplifier l'ecriture nous remplacerons partout l'indice
n — m + i par m.

Avec cette convention nous notons la valeur caracteristique de
rang m et Vintensiti de rang m respectivement par um et a.m [i].
Par definition on a:

F (um) = i — —
rv

n
et am = — T (um)

Notons enfin par Fm (x) et Tm (x) la fonction de repartition et
la fonction de densite" de xm pour n —> oo et m fixe.

2. INTRODUCTION

2.1. Avant de re"sumer les diffbrents points traitds dans cette note,
rappelons les particularites qui caract£risent la distribution
asymptotique de la plus grande valeur x\ d'un echantillon. On sait
que cette distribution existe si et seulement si la fonction de reparti-
tion F(x) appartient a un des trois types suivants [2]:

x) Nous avons adopts les notations de E. J. GUMBEL: ,,Statistics of
Extremes".

a) GNEDENKO: ,,Sur la distribution limite du terme maximum d'une
s6rie al6atoire" (Ann. Math. Stats 44).
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164 VALEURS EXTREMES ET EXCESS OF LOSS

a) Type I: F(x) est du type exponentiel.

Le domaine de x est illimite" vers la droite et F(x) tend vers
1 pour x —> + °o au moins aussi rapidement qu'une fonction
exponentielle.

Tous les moments de F(x) existent.

b) Type II: F(x) est du type de Cauchy.

Le domaine de x est minute" vers la droite.
F(x) est caracterise" par deux parametres:

e e"tant la borne infeYieure de x (e ^ 0)

et k de"fini par lim SJL = ck (c > 0, k > 0)
i — F(cx)

(condition de Gnedenko).

F(x) ne possede pas de moments d'ordre superieur ou 6gal a k.

c) Type III: F(x) est du type borne.

Le domaine de x est limite" vers la droite par x = w (premier
parametre). On a F{w) = 1 et F(w —• YJ) < 1 (yj > 0).

F(x) est caract^risd par un deuxieme parametre I d^fini par

lim —.—• r = cl (c > o, I > o) (condition de Gnedenko).
1 — F(x + w) v v ;X—»00

2.2. R6sura^.

a) Dans le chapitre 3 nous espeYons donner une re"ponse a une
question pose"e dans : ,,The Astin Bulletin", Vol. II, Part III,
page 314 (avril 1963) a savoir: ,,to develop the formal derivation for
the (asymptotic) distribution of m' th values in terms of the largest
value".

Nous e"tablirons pour les trois types de fonctions une expression
de Tm(x) en fonction des parametres extremes u\ et <xi.

b) En appliquant la m<§thode de Beard [1] et grace aux resultats
obtenus au chapitre 3 on e'tablira dans le chapitre 4 des expressions
simples permettant le calcul de E(S) pour les diffevents types de
fonctions F(x).

x) R. E. BEARD: ,,Statistical Theory of extreme values, and an application
to excess of loss insurance".
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F(x) etant la fonction de repartition des sinistres survenus;
(x e"tant la somme paye"e).

E(S) etant l'espe'rance mathematique de la somme S payee par
le re"assureur pendant une pe"riode de temps de reference de"terminee
(reassurance excess of loss).

On montrera en conclusion de ce chapitre que la methode suivie
revient, comme il fallait s'y attendre, a admettre pour le ,,tail" de
F(x) une fonction bien spe"cifiee, dont on estime les parametres a
partir d'un e"chantillon donne".

c) Dans le chapitre 5 enfin on e"tablira une expression plus ge"nerale
de E(S) valable pour une loi de survenance des sinistres quelconque.

3. LA FONCTION DE DENSITE Tm(x) EN FONCTION

DES PARAMETRES EXTREMES U\ ET OCi

3.1. Theoreme A.

Si F(x) est du type I, alors pour:

w—> 00

m et p fixes (et done petits par rapport a n), on a l'identite' suivante
en x:

I «m {x — um) = xp{x — uv) + Igm — lgp (3.1

(Ig e"tant le logarithme n^p^rien).

3.1.1. Remarque preliminaire.

Si F(x) est une loi exponentielle la relation (3.1) est satisfaite
pour toute valeur de n.

En effet, pour F(x) = 1 — e—Xx et done T(x) = \e—Xx on
v^rifie facilement que:

uv=^{lgn — Ig p)

um = -{lgn — Ig m)

ocp = X

Des lors, la relation (3.1) est ve'rifie'e quelle que soit la valeur de n.
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l 6 6 VALEURS EXTREMES ET EXCESS OF LOSS

On peut done s'attendre a ce que cette relation soit verifie'e
asymptotiquement pour toute loi F(x) du type exponentiel.

3.1.2. Demonstration du thiorlme A.

On peut e"crire 1'identite":

am (x — Um) =—xp(x — Up) + a.m (up — um) (3.2)

CCp

a) De'montrons que:

lim am (uP — um)=lgm — lgp (3.3)
En deVeloppant F(x) en s6rie de Taylor a partir de la valeur

caracte'ristique um on a pour um grand et x dans le voisinage
de um [1]:

F(x) = i--e-^*-^ (34)

P
Pour x = uv et en vertu de F (uv) = 1 — - la relation (3.4)

. . . n
devient:

f = m e-
a^up-u") (3.5)

d'ou on d^duit imm^diatement la relation a d^montrer (3.3).

b) De'montrons ensuite que:

lim — = 1 (3.6)
a

En deVeloppant F{x) en s^rie de Taylor a partir de la valeur
caracte'ristique uv on a pour up grand et x dans le voisinage de up:

F(*) = 1-£*-"»<*—»> (3.7)
n

m
Pour x = um et en vertu de F (um) = 1 — — (3.7) devient:

ft

V (3.8)

Des relations (3.5) et (3.8) on de"duit:

«m (Up — Um) — I = 0
\«m /

E. J. GUMBEL: ,,Statistics of Extremes" (page 168).
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et puisque pour » ^ ^ o n a « f f l (up — um) =£ o il faut n^cessaire-
a.p

ment que — = I.

c) la substitution des relations (3.3) et (3.6) en (3.2) de"montre le
the"oreme.

3.1.3. Cas particulier.

Pour p = 1 la relation (3.1) devient:

(x — um) = «i {x — MI) +lgm (3.9)

Cette relation permet done d'exprimer la variable <xm (x —
en fonction du rang m et des parametres extremes <xi et u\. -

3.1.4. Tm(x) en fonction des parametres extremes u\ et a.\.

Rappelons que Tm (x) est la fonction de densite" de xm pour
n ->• 00 et m fixe.

Si m est petit par rapport a n on sait que [1]:

Tm (x) = a.m -. ry exp — mxm {x — um) —

Dans cette expression de Tm (x) les parametres <xm et um depen-
dent de F(x) et du rang m.

II en r6sulte que les expressions de Tm {x) ne sont connues
analytiquement que pour autant qu'on puisse determiner pour
chaque valeur de m les parametres correspondants am et um.

Si F(x) n'est pas connu (ce qui est souvent le cas en pratique),
mais si on sait que F(x) est du type exponentiel et si en plus on
connait les parametres extremes ai et u\, on peut appliquer (3.9)
et des lors (3.10) devient:

Tm (x) = ai , _ ,,- exp | — wax (x—«i) — e~"»(*—«i

Dans cette expression de Tm (x) interviennent le rang m et uni-
quement les parametres extremes ai et u\.

*•) E. J. GUMBEL: ..Statistics of Extremes" (page 187).
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i68 VALEURS EXTREMES ET EXCESS OF LOSS

Pour m = i (3.11) devient:
Ti {%) = «i exp [— ax (x — Mi) — c-«i<3-«i)]

et on retrouve l'expression connue de la fonction de densite" de la
plus grande valeur x\.

3.2. Theoreme B.

On a pour:
n—> 00

m et f fixes (et done petits par rapport a n):

(3-12)

(3-13)

« ,

II

w-

— s = ('

- « » = (

ipy/k

Imyii

si F{x) est du type II

et

si F(x) est du type III.

(e, k, w, I sont les parametres d^finis en 2.1).

3.2.1. Demonstration du theoreme B.

On a pour um grand et x dans le voisinage de um:

Fix) = 1 — —v ' n \ x — s (3-14)

si F(x) est du type II.

Par contre, si F(x) est du type III, on a pour um proche de w et x
dans le voisinage de um:

F(x)
m I w — x \l
n \w — i

(3.15)

Pour x = Up et en vertu deF(wj,) = 1 —-les relations (3.14) et
ft

(3.15) prouvent imme"diatement le theoreme B.

3.2.2. Cas particuliers.

Pour p = 1 les relations (3.12) et (3.13) deviennent:
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/I\l/*
— («!—)«

(F(x) du type II).

et 1» — Um = (w — Mi)

(3.16)

(3.17)

(F{x) du type III).

Ces deux relations permettent d'exprimer la valeur caracte'risti-
que de rang m en fonction du rang m, de la valeur caracte'ristique
extreme u\, et des parametres k, s (w, I) inde"pendants du rang m.

3.2.3. Tm(x) en fonction du parametre extreme

Si m est petit par rapport a n on sait que:

k mm /um — s\km+i —%

W

/ W—X \l

—X\lm-l —m[w_uJe)

si F(«) est du type II

I
mv ; w — um (m—i)l \w — um)

si F(x) est du type III.

Dans ces expressions de Tm(x) interviennent d'une part les
parametres k, s (/, w) dependant uniquement des proprie'te's de
F(x) et d'autre part le parametre um dependant de F(x) et du rang m.

En appliquant (3.16) et (3.17) les expressions de Tm(x) (3.18) et
(3.19) deviennent:

(3-20)
Mi — s ' (m—1)!\# — e

si F(x) est du type II

et Tm(x) =
I

w—Mi (m—1)! \w—Mi/

, w—x\l
w — x\lm—i — \w^

I e (3-21)

si F(x) est du type III.
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Dans ces expressions apparaissent, a part le rang m et les para-
metres k, s (/, w), uniquement la valeur caracte'ristique extreme u\.

Pour m = 1 (3.20) et (3.21) deviennent:

Ti(x) = e
w «i — z\x— s

si F(x) est du type II

1 I w — x \
et Ti{x) = — —

W U\\W Ml/

. w—x\l
l-l -{W^

e

si F(x) est du type III.

On retrouve ainsi les expressions connues des fonctions de
densite" de la plus grande valeur x\.

En conclusion de ce chapitre rappelons que ge'ne'ralement les
expressions de Tm(x) donne"es par (3.10), (3.n), (3-i8), (3.19),
(3.20) et (3.21) ne sont valables que pour autant que m soit petit
par rapport a n.

4. APPLICATION DE LA THEORIE DES VALEURS EXTREMES
A LA REASSURANCE EXCESS OF LOSS

4.1 . Position du probl&me.

Dans une cate"gorie de risques de'termine's le re"assureur prend a
sa charge, la partie de chaque sinistre qui d6passe la valeur L
(excess-level).

Appelons S la somme totale paye"e par le re"assureur pendant une
p6riode de temps de re'fe'rence de'termine'e.

Nous nous proposons de calculer pour la pe"riode de temps de
re'fe'rence l'esp^rance math6matique E(S)a de la somme totale S
paye"e par le re"assureur dans les hypotheses suivantes:

a) La fonction de repartition F(x) des sinistres survenus (x e"tant
la somme paye"e) n'est pas connue, mais ne subit aucune modifica-
tion dans le temps.

b) On a observe" N series inddpendantes consicutives chacune de n
sinistres indipendants (n et N suffisarnment grand).

Toutefois comme materiel statistique nous disposons uniquement
pour chaque se"rie conside're'e du montant du sinistre le plus eleve\

Soit x^, x^ . . . x^ les montants des N plus grands sinistres.
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4.2. Remarque prdliminaire.

En admettant que F(x) appartienne a un des trois types de
fonctions mentionne"s au chapitre 2, l'^tude de l'e'chantillon
{xi<V, î<2) . . . xiW) nous permettra ge"ne"ralement de decider a
quel type de fonction F(x) appartient et d'estimer par l'un ou
l'autre proce'de' les parametres:

ai et Mi si F(x) est du type I

k, z et MI si F(x) est du type II

/, w et Mi si F(x) est du type III.

(cfr Statistics of Extremes — E. J. Gumbel).

4.3. Calcul de E(S)a par la mdthode de Beard.

Dans sa note „ Statistical theory of extreme values and an appli-
cation to excess of loss reinsurance", Beard trouve le re"sultat
suivant:

Dans cette expression de E(S)a interviennent uniquement L et les
parametres ai et MI estime's a partir de l'6chantillon (x^\ x^ .... x[N)).

Les r^sultats obtenus au chapitre 3 de cette note nous permet-
tent de confirmer ce re"sultat pour toute loi F(x) du type I et de
trouver des expressions simples de E(S)a dans les cas ou F(x)
serait du type II ou du type III.

4.3.1. F{x) est du type I.

On peut e"crire:
+»

E(S)a = [ {t — L) P{t) dt

L

ou P(t) dt est la somme des probability que les variables x\, #2,
. . . xm, . . . prennent une valeur comprise entre t et t + dt.

Cette somme est donne"e par:

p(t) * = V r B (t) dt (4.1)
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172 VALEURS EXTREMES ET EXCESS OF LOSS

Comme F(x) est du type exponentiel on peut exprimer Tm( par
(3.11) et des lors (4.1) devient:

P(t) dt =
—1)!

exp \-tnx! (t — «i) — - V \ dt.

Cette derniere expression se re'duit a:

P(t) dt = ai e - V
Des lors:

+«

E(S)a = I" (< — L) ai «

Apres calculs on trouve:

(4-2)

E(S)a = -
ai

(4-3)

4.3.2. F(x) est du type II.

Dans ce cas en appliquant (3.20), (4.1) devient:

P{t) dt =

ce qui donne:

et des lors:

Z J \Mi —
m - 1

«!—B\*

Ml S \ t
dt

E(S)a =

(4-4)

(4-5)

forme valable pour k > 1.

4.3.3. F(z) eŝ  ^M type III.

En appliquant (3.21), (4.1) peut s'e'crire:

P(t)dt
W

yi / I \ I / W—t \lm—l

Z J \W — Mi/ ' (m — i)! \w — Mi/

w—t \i
)
dt (4).6
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d'ou

P(t) dt = dt (4.6)
W W Ml \W Ml/ ^ '

et des lors:
- - - -

(47)E(S)a == — ^ - (—-—) (w —
V ' I + I \W Ml / V

4.4. Conclusions.

a) Les expressions de £(S)a donne"es par (4.3), (4.5) et (4.7) ont
e"te" e"tablies en introduisant dans les calculs les fonctions de density
asymptotiques Tm(x).

Comme on a d6ja fait remarquer en conclusion du chapitre 3 les
expressions asymptotiques de Tm(x) ne sont ge"ne"ralement valables
que pour m petit par rapport a n.

On peut constater que l'expression (4.1) de P(t) dt contient une
se"rie de termes pour lesquels m n'est pas petit par rapport a n.

Admettre (4.1) comme exact pour le calcul de E(S)a revient a
admettre que les proprie'te's asymptotiques de F(x) sont valables
dans tout le domaine x > L et des lors a admettre pour F(x) une
fonction bien specifi^e dans le domaine x ^ L. La me'thode
employee consiste done dans le fond a estimer a partir de l'^chan-
tillon (^{1), x^ . . . x[N)) les parametres de cette fonction.

On de'montrera ci-apres que les expressions (4.3), (4.5) et (4.7) de
E(S)a sont exactes, si F(x) prend pour x ^ L respectivement les
formes suivantes:

Fix) = 1 — - «-"!(*-•,) et done Tlx) = — e-W-vJ (4.8)
v ' n v ' n ^ '

pour le type I
1 /wi — sU v k 1 /«i — e \ * + 1

F(x) = ! — -[- e t7> = (— 4.9)
v / n \x — s / v nui — e \ ^ — e / ^ y/

pour le type II

F{x) = T _ I (Z=JLY et T{x) = l~ -±- (^^V-1
 (4.I0)

n \w — Mi/ n w — Mi \w — Mi/

pour le type III.
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En effet, la somme Q(t) dt des probability's que n variables x\,
xi... xn prennent une valeur comprise entre t et t + dt est donne"e
par:

Q{t) dt = n T(t) dt

Pour le type I on a en vertu de (4.8):

Q(t) dt = ai e-"i('-«i) dt et done Q(t) = P{t) pour t > L.

Pour le type II on a en vertu de (4.9):
k lux — e\*+i

Q(t) dt = et done Q(t) E= P(t) pour t > I .

Et enfin pour le type III en vertu de (4.10) on a:
I I w — t \ 1—1

Q(t) dt = et done Q(t) = P(<) pour t > L.
\ /

II s'ensuit que pour les trois types:
+ 00 a

E(S)a = j(t — L) Q(t) dt^j (t — L) P(t) dt
L L

et on retrouve done les expressions (4.3), (4.5) et (4.7), sans faire
appel aux distributions asymptotiques Tm(x).

b) Compte tenu des hypotheses admises ci-dessus on montrera
dans le chapitre 5 que les valeurs calcul6es de E(S)a sont valables
pour une p£riode de temps, pour laquelle on a:

E{i) = n

E(i) e"tant l'esp^rance mathe"matique du nombre de sinistres i
survenus pendant la pe"riode de temps.

Remarque:

On peut constater [1] que (4.8), (4.9) et (4.10) sont les deVeloppe-
ments de F(x) et T(x) a partir de u\, valables asymptotiquement
et dont nous acceptons done la validity dans tout le domaine x ^ L.

5. THEOREME GENERAL RELATIF AU CALCUL DE E(s)

5.1. Position du probleme.

a) Pour une periode de temps de re"fe"rence choisie nous disposons
x) E. J. GUMBEL: ,,Statistics of Extremes" page 162.
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de la loi de survenance des sinistres [1] c'est-a-dire que nous con-
naissons pour la periode de temps choisie les probability's:

qo <7i . . . qi . . . qu'il survienne

0 1 . . . i . . . sinistres

avec y qt = 1.
i-a

b) la fonction de repartition F(x) des sinistres survenus (T(x)
etant la fonction de density) n'est pas connue mais demeure in-
change"e dans le temps.

c) Nous disposons comme au chapitre 4, uniquement de l'echan-
tillon (x^\ x^ . . . x[N1) extrait de N series de n sinistres.

Compte tenu de ces hypotheses on se propose de calculer E{S)
pour la p6riode de temps de re"fe"rence choisie (S e"tant la somme
totale pay£e par le re"assureur pendant cette pe"riode).

5.2. Theoreme.

On a pour la p^riode de temps de re'fe'rence:

E(S)=E(i)j(t-L)T(t) dt (5-1)

avec E(i) = N iq% c.a.d. l'esp^rance math^matique du nombre de
( -0

sinistres i survenus pendant la peYiode.

L: l'excess level.

Cette expression permet le calcul de E(S), soit analytiquement,
soit num^riquement, des qu'on dispose d'une ..estimation" de
T(x) dans le domaine x ^ L.

5.2.1. Demonstration du theoreme.

Comme la loi de survenance des sinistres de"finit une se"rie infinie
d'e"ve"nements contradictoires on peut 6crire:

x) ED. FRANCKX: "Sur la fonction de distribution du sinistre le plus
eleve" (,,The Astin Bulletin, Vol. II, Part III, avril 1963, page 415).
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E(S) =

E(S)/{ de"signant l'esperance mathematique de S si le nombre de
sinistres survenus pendant la pe"riode de temps choisie est ex-
actement i.

Or:

et des lors:

ce qui d^montre le th^oreme.

= i (t — L) T(t) dt

(t — L) T(t) dt

5.2.2. Cas particuliers.

Si on admet que les expressions (4.8), (4.9) et (4.10) de T(x) sont
valables dans le domaine x ^ L, alors (5.1) devient:

E(S) = ~ f {t~
L

pour le type I.

dt

U\ — e \ t — e
at

pour le type II

et
w

pour le type III.

Ces trois expressions se re'duisent a:

(5-2)
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E(S)a e"tant donne" par:

(4.3) pour le type I
(4.5) pour le type II

et (4.7) pour le type III.

a) Si pour la peYiode de temps conside're'e on a

E(i) =n
alors (5.2) devient:

E(S) = E(S)a

ce qui justifie la remarque faite au 44-b.

b) Si la loi de survenance est binomale on a

H = ci Pi (1 — P)71'-1 * = 0, 1, . . . «'
alors E(i) = n'f et (5.2) devient:

n'i>
E(S) =-f E(S)a

c) Si la loi de survenance est la loi de Poisson de parametre X on a:

alors E(i) = X et (5.2) devient:

5.3. Conclusions.

Si l'expression (5.2) donne une valeur E(S), qui peut th^orique-
ment servir comme valeur de base pour le calcul d'une prime de
reassurance, il est toutefois Evident que l'application pratique de
cette formule ne"cessite encore:

a) la mise au point de proce'de's pratiques permettant l'estimation
des parametres intervenant dans l'expression de E(S).

b) l'e"tude des corrections a apporter dans le cas oil le materiel
statistique disponible ne serait pas exactement celui employe" dans
le modele the"orique e"tudie\

* *
*Je tiens a remercier Monsieur le Professeur Ed. Franckx de

l'Ecole Royale Militaiie et Monsieur P. Gennart, charg^ de cours
a l'Ecole Royale Militaire, pour leurs precieux conseils.

https://doi.org/10.1017/S051503610001045X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S051503610001045X



