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THÉORÈMES DE CONVERGENCE LOCALE POUR 
LES RÉSOLVANTES ET LES PROCESSUS ABÉLIENS 

À PLUSIEURS PARAMÈTRES 

DANIEL BOIVIN 

1. Introduction. En démontrant un lemme ergodique maximal pour 
une famille résolvante de contractions positives et propres de L (a) [5], 
D. Feyel a obtenu, entre autres, des théorèmes de dérivation pour les 
processus abéliens [7]. Grâce à un théorème taubérien, il peut déduire un 
théorème de convergence locale pour les processus additifs. Le but de cet 
article est de montrer que le lemme ergodique maximal de D. Feyel et 
une technique de réduction des paramètres, introduite par Dunford-
Schwartz [4] et développée par Terrell [13] et Akcoglu-del Junco [1] 
permettent d'obtenir des théorèmes de dérivation pour les familles 
résolvantes à plusieurs paramètres. C'est ce qu'on fait à la Section 2. Le 
premier théorème ergodique local pour les semi-groupes de contractions a 
été obtenu par Krengel [10] et Ornstein [12]. A la Section 3, nous 
considérons les processus abéliens associés aux processus additifs qui ont 
été introduits dans [2] par Akcoglu et Krengel et dont les résultats 
ont ensuite été généralisés par Terrell [13], Akcoglu et del Junco [1], 
Emilion [5]. Comme dans le cas à un paramètre, à la Section 4, nous 
retrouvons un théorème local pour les processus additifs. 

2. Familles résolvantes à plusieurs paramètres. Dans ce qui suit, F̂  sera 
l'ensemble des vecteurs de Rn dont chaque coordonnée est strictement 
positive. Soit X = ( \ j , . . . , \n), un vecteur de RtJ alors m(K) = Xx . . . X„, le 
produit des coordonnées de X. Soient À, /x e 1 ,̂ X/v//x signifiera que pour 
tout /', 1 ^ / ^ n, Vj = Xz ou v7 = [it et v| sera le nombre de coordonnées 
de v égales à la coordonnée correspondante de /x, c'est-à-dire, 

vl̂  = #{/:v, = /v} . 

Définition (2.1). Une famille d'opérateurs linéaires ( ^ ) \ G p dans un 
espace de Banach B est une famille résolvante à «-paramètres si elle vérifie 
l'équation résolvante: 

m(X - / i ) ^ = ( - 1 ) " 2 ( ~ 1 ) V H 
A/V/JU 
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pour tous A, fi G Pn, m(X — /x) ^ 0. ( ^ ) \ G p est une famille résolvante de 
contractions dans B si de plus elle vérifie: 

||m(A)^|| â 1, pour tout A e P„. 

Considérons n opérateurs linéaires fermés At\ 1 = i = n dont le 
domaine 0(^4,-) est dense et vérifiant: 

a) pour tout A > 0 et i, 1 S / ^ «, (A — At)~
x existe 

b) ||\(X - ^ r 1 ! ! ^ 1, pour tout z, 1 ^ / â n 
c) pour 1 ^ i,j ^ n et pour X, ju > 0, 

(A - At)-\ti - Aj)-X = (fi - Aj)-\\ - A,)-\ 

Dans ce cas 

% A„) = (*, - ^ 1 ) - ' . . . ( x „ -A„yl 

vérifie l'équation résolvante. 
Remarquons que dans le cas n = 1, on retrouve la définition habituelle 

d'une famille résolvante ( A J ^ > 0 vérifiant 

V\ ~ V^ = -fr ~ ÛVxVp pour tous A, /x > 0. 

Dans les démonstrations qui suivent nous utiliserons à plusieurs reprises 
l'observation suivante: V^f —» 0 dans B si pour au moins une des 
coordonnées, A- —» oo. Dans tout ce qui suit (P^Aep e s t une famille 
résolvante de contractions. 

PROPOSITION (2.2). Posons 

^ = A U , F X ( B ) . 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 
( 1 ) ê est dense dans B 
(2) lim m(X)V^x = x pour tout x dans B. 

À ^ o o 

Lorsque (Vx)x^p satisfait (1) on dit qu'elle est fortement continue. 

Démonstration. (2) implique (1) est immédiat. D'autre part soit 
x = Vay, a e P ,̂ alors 

m(X) 

(A - . 

lorsque X —» oo puisque Vvy —> 0 lorsque X —> oo pour tout v, X/v/a sauf 

m(X — a) x/v/a 

Rappelons que (Pt)tŒ^ /t^o est un semi-groupe de contractions forte­
ment continu dans B si pour tous vecteurs u, v = 0, 

PUB^B, \\PU\\ ^ 1, PUPV = Pu+V et HP̂ c - /Jxll - * 0 
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lorsque u —» v pour tout x e B e t exigeons aussi que P,0 0)
 = ^ (l'identité 

dans B). Nous avons cette généralisation du théorème de Hille-Yosida 

[ni. 
THÉORÈME (2.3). Les familles résolvantes de contractions fortement 

continues, les semi-groupes de contractions fortement continus et la classe des 
opérateurs (Ai9 DC*4;) )i^/^« satisfaisant les conditions a) — c) se 
correspondent un-à -un. 

/

'oo /*oo 

o • • J o e~X'P>xdt 

(limite des sommes de Riemann dans B), 
vx = {\ -Aly

i...(K-A„yl 

et (Ah D ^ , ) ) sont les générateurs infinitésimaux des semi-groupes 

^0,.. . , / , 0)-

Démonstration. Si (Pt) est un semi-groupe de contractions fortement 
continu à n paramètres, Pt = P^t 0 0) . . . 7J0,. ,o,/ )» ^e produit de n 
semi-groupes à 1 paramètre dont les résolvantes respectives sont 
V{(, . . . , V\ . Alors 

^ = Vl • • • V'k 

est une famille résolvante à n paramètres et est la transposée de Laplace de 
(Pt). D'autre part soit (J^) une famille résolvante à n paramètres. Posons, 
pour /', 1 ^ / ^ «, 

V'xx= lim « " - % À„.„a)x. 
a—>oo 

D'après l'équation résolvante ces limites existent et 

Vx=v[t... v'{. 

Ce sont n familles résolvantes qui commutent entre elles puisque 
V\K, = K^x- Elles sont donc associées à n semi-groupes fortement 
continus par le théorème de Hille-Yosida. Et le reste est facile. 

Rappelons maintenant certains résultats de l'étude des exposants 
fractionnaires d'un générateur infinitésimal. Ceci nous permettra d'énon­
cer le résultat principal de cette section de façon concise. Nous suivrons 
l'exposé de Balakrishnan [3]. 

Supposons toujours dans la suite que A est une opérateur linéaire fermé 
dont le domaine T>(A) est dense dans B. Supposons aussi que (A — A)~ 
existe et que 

||\(X - A)-\ S 1. 

Soit x e D(>1), alors pour 0 < a < 1, l'intégrale 
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/ ; 

CO 

0 Xa~x(X - A)~lAxd\ 

converge dans le sens absolu. Posons a = 1/2 et définissons un opérateur 
linéaire Jx/2 par 

Jx/2x = - / X 1/2(X - A) \-A)xd\ pourx <= D(^) . 

Notons par (— A)l/2 le plus petit prolongement fermé de Jx/1. Cette 
notation est motivé par le fait que 

(-A) = [{-A)u\-Af\ 

le plus petit prolongement fermé de (— A)x/2( — A)x/ . (—A)]/2 est le 
générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement continu S]/2(0 
défini par 

1 f°° /— 
S]/2(t) = - / (A - A)~x sin VXtdX. 77 

Cependant 
Too 

(\-A)-l= l0 e~AsPsds. 1 _ f° ,-Xs 
J 0 

Nous avons donc, 

s\/i(t) = ~ /n (A - ^ ) _ 1 sin VXtdX 
ITT J V 

e~Xs sin VXtPdsdX 
1 C°° f°° 
~ J o J o 

/

OO 1 /*CX 

0 ~ J 0 

/ ; 

OO _ 

e'^sinVXtdX • PJs 
77 

1 s~V2e~,hAspds_ 
0 2 ^ 

C'est la transformation que nous utiliserons pour faire la réduction des 
paramètres. 

LEMME (2.4). Soient (A, B(A) ) et (B, D(£) ) les générateurs infinitési­
maux d'un semi-groupe de contractions fortement continu à 2 paramètres. 
Alors 

D = (X - Ayx(fx - B)~XB 

est indépendant de À, jix > 0 et est dense dans B. 

Démonstration. Pour Àj, À2, /il5 JU2 > 0> 
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(X, - A)-\X2 - B)]B = (À, - A)~\ix2 - B)~]B 

= 0*2 - B)'\XX - A)-]B 

= (jix ~ Ay\ii2 - B)~XB. 

LEMME (2.5). Soit Vx = (X{ - A)~\X2 - B)\ Xu X2 > 0 une 
résolvante fortement continue, alors le plus petit prolongement fermé de 
(—A) + (-B) ~ est le générateur d'un semi-groupe de contractions 
fortement continu à 1 paramètre. 

Démonstration. D'après [4] et ce qu'on a vu plus haut, ( — A) ' et 
(-B) sont les générateurs de semi-groupes fortement continus, disons 
(Pt) et (St) respectivement. Puisque (X — A)~l et (/x — 2?) - 1 commutent 
pour tous X, jii > 0, 

(A -(-A)U2y' et (ju - ( - i ? ) 1 / 2 ) - ' 

commutent. Donc Pt et St commutent aussi pour tous /, s = 0. 
Pour t ^ 0, posons i?r = JFJ5r /£, est un semi-groupe de contractions 

fortement continu et pour i e D, 

Cx = lim r\Rt ~ I)x = P0(-A)]/2x 4- S 0 ( - f l ) 1 / 2 x 

= (~A)V2x + (-2?)1 /2x. 

Et puisque D est dense, et RtD c D, pour tout x e D(C), il existe */7 e D, 
x,? —» x et 

Cxn = ( - / l ) 1 / 2 x + ( - £ ) 1 / 2 J C -> Cx 

[12, p. 241]. Donc C est le plus petit prolongement fermé de ( — A)]/2 -f 
( - 5 ) l / 2 -

Dans ce qui suit, une famille résolvante sera une famille résolvante de 
contractions positives et propres dans Lj(S2, J^ a), où a est a-finie. 
C'est-à-dire que si / e L b / â 0 p.p. alors J^/ = 0 p.p. et qu'il existe 
<ï> > 0 p.p., O G L, et a G ^ tels que P^$ > 0 p.p. On peut alors énoncer 
le théorème suivant presque comme dans [6, Théorème 4]. 

THÉORÈME (2.6). Pour toute f <E L,(Q, J^ a), // existe f e L , ( a , ^ a) 
te/fe gw^ m(X)V^f —-> / fortement quand X —» oo daws F̂ 7. ï ^ / = Vaf pour 
tout a & Pn. Cet opérateur est noté P0, P0f = f. 

Démonstration. Soit M le sous-espace linéaire de Lj engendré par 

^ = X U ^ A ( L , ) 

et soit M, sa fermeture dans la topologie forte. Alors m(X)Vxf —» f 
fortement pour tout / e M. De plus M est faiblement fermé. La 
démonstration dans [6] est donc valide. 
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Si nous considérons la famille (J^) dans M. C'est une famille résolvante 
fortement continue. Et d'après le théorème précédent, on voit qu'on peut 
supposer sans perte de généralité que (Vx) est fortement continue. Nous 
pouvons donc associer à cette résolvante un semi-groupe fortement 
continu. 

PROPOSITION (2.7). Soient a <= Pn et f dans Lj(a). Alors la fonction 

ess sup m(X)Vxf 

est finie presque partout. (X — (À, . . . , X) et a = (a, . . . , a) ). 

Démonstration. Il est suffisant de faire la démonstration pour n = 2. 
Soit (Pt)t€zp le semi-groupe associé à la résolvante (Vx). Alors dans [4], [12] 
on montre que si 

4>v(0 = -4=r3 /V*2 / 4 ' , x, * >o, 
2V^ 

/
oo /*oo 

0 ) Q $x(Wx(s)P(ls)fdtds 
est un semi-groupe de contractions positives fortement continu puisque 

H^/-Wïl^o 
lorsque x —> 0 + pour toute / . Soit (W\)x>o la résolvante de (Sx)x>{). 

/

oo /"oo /*co v 2 -, 9 

477 

Mais 

/

'oo % 1 1 foo ~X2/4u 

2\A J ° \MW + ^) 
1 r°° V * * " X 2 Y / 4 , 

^ÛLX 

1 + ^ x ) 2 

i r°° A 

2VTT J o ( 

1/1 1 
où ,4 = - - + -

4W 5, 

donc 

/-oo Too / / ç \ - 3 / 2 | /-oo .fxp-^x/A 
Wxf= L L — - - 7 = /n — -2dxRls)fdtds 

KJ Jo Jo 477 2 y W ° (1 + ^ x ) 2 ( , ) 

Fixons a > 0. Nous allons montrer qu'il existe un 5 > 0 tel que pour toute 
/ e L„ / ^ 0 et pour tout X > a, XW^/ ^ ôA 2^/ . 
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V ï f dx g / ^ - ^ 4 - 2 ^ ^ = ! 
0 (1 + Axf 

puisque 

1 

1 +y 

Posons 

e ' pourj> i£ 0. 

À2 , f°° Vu -udu 1 73 \ 
B = — + 2A, u = Bx, I = I -^=e "— = - r ^ T - . 

4 J ° VB B B \2' 

Il faut montrer qu'il existe 8 â 0 tel que pour tous (, J = 0 et pour tout 
X > a 

3/2 

^ 5 • X V M ' J ) ^ c . X2-A(/+s) 
B 3 / 2 

Or 

(^ )~ 3 / 2 1 2V2 

Montrons donc qu'il existe 8 > 0 tel que pour tous /, s ^ 0 et pour tout 
A > a, 

1 ^ S X * " * ' ^ . 
(A2^ + 2(f + s) ) 3 / 2 

Lorsque /, s ^ 0, et f + s ^ 1, A2/s + 2(/ + s) ^ A2 + 2. Donc, 

^( '+•0 l 

X(X2te + 2(f 4- s) )3 / 2 = A(A2 + 2)3/2 

et il existe un 8 > 0 tel que pour tout A > a, 

— l — >8 
X(X2 + 2)3/2 

Lorsque t + s iï 1, puisque ts = (t + s) et (t + s) = (t + s)", 

eX(,+s) ^ X4(t + s)4/24 

X(X2ts + 2(t + s) ) 3 / 2 MA2 + 2)v2(t + sf 

1 X\t + s) ^ 1 À3 

24 (X2 + 2)3 / 2 24 (X2 + 2)3 / 2 
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qui est une fonction continue et positive dans [a, oo) et elle converge vers 
1 quand X —> oo. Ce qui montre l'existence d'un 8 > 0. 

Pour terminer la démonstration on n'a qu'à utiliser [6, Proposition 9]. 

ess sup m(X)Vxf ^ -ess sup XWXJ < oo p.p. 
\>a 8 \>a 

Etablissons maintenant la convergence p.p. de m(X)VxJ pour 

/ e < f = ^ U , KX(L,). 

Rappelons la définition de [6]: gx converge vers g pour l'ordre signifie 
que 

lim ess sup gx = inf ess sup gx = sup ess inf gx 

= lim ess inf gx = g. 
À—>oo 

Notons X = (A, . . . , X) et a = (a, . . . , a) G F .̂ 

LHMMI: (2.8) Soit f <E <£ ,4/ors m(X)Vxf converge vers J pour l'ordre 
quand X —> oo. 

Démonstration. Soit / = Vag. Alors 

m ( A — a) \/y/a 

pour l'ordre quand X —> oo puisque l^g décroit (si g est positive) lorsque 
X —> oo et Ĵ ,g converge vers 0 en norme, sauf pour v = a. 

THÉORÈME (2.9). Soit f e L,(a). Quand X —» oo, m (X)Vxf converge vers 
f pour l'ordre, où j = /Q/ . 

Démonstration. Si / e s t de la forme J-̂ g, g ^ 0, a G ^ on a 

m(X)Kx /= (m(X) - m(X - a))KA / + ( - 1 ) " 2 ( - l ) l H s -
A/v/a 

Posons /? = max ar alors 

(m(X) - m(X - a) )KÀ/ g (m(X) - m(X - 0) )*£/ 

qui converge vers 0 pour l'ordre quand X —> oo. Les autres termes, sauf 
Vag, sont des fonctions décroissantes dont la norme converge à 0. Donc 
m(X)Vxf"converge vers / p o u r l'ordre. 

D'après le principe de Banach [9] et le lemme maximal, nous obtenons 
la convergence pour toute / <E M. Et puisque Vxf = Vxf pour tout 
X > 0 où m(X)Vxj '—» /fortement la démonstration est complète. 
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3. Processus abéliens à plusieurs paramètres. Les notations sont les 
mêmes qu 'à la section précédente. 

Définition (3.1). Nous appellerons processus abélien à n paramètres une 
famille de fonctions (ux)x^p de Lj(a) satisfaisant les deux conditions 
suivantes: 

a) sup||ra(A)wJ| ^ M < oo 
ÀeP„ 

b) m(X - v)Vxu = ( - 1 ) " 2 ( - i y ' % pour tous A, /* e p r 
X/v/ju 

Le processus abélien est dit absolument continu s'il est de la forme 
u\ = V\fvour u n e / G L] . Nous avons cette généralisation du théorème 
de [7] dont la démonstration est facilement transposée. 

Pour g e Lj et a > 0, 

vx = ( / - (A, - a)V{)V\2g et 

wx = (I - (A, - a)V]
X])(I - (A2 - a)V2

X2)g 

sont des exemples de processus abéliens à deux paramètres. 

T H É O R È M E (3.2). L'espace vectoriel des processus abéliens, s/, est 
complètement réticulé en ordre naturel. Le sous-espace s/c des processus 
absolument continus est une bande dans s?, et Fon a les équivalences: 

a) le processus (ux)x^P est absolument continu 
b) la famille (m(X)ux)x&p est faiblement compacte dans L, 
c) m(X)ux converge fortement quand A —> oo. 

Un sous-ensemble / de Pn est un interval s'il est le produit cartésien 
d'intervals bornés de Pj. Jn la classe de tous les intervais de P/r Comme 
dans [1] nous dirons qu 'un processus (F(I) )J^J est additif s'il vérifie: 

a) F(I) G L, pour tout / e Jn et 

sup - j - • \\F(I) || ^ M <a 

b) PUF(I) = F(I + u) pour tous « G ^ e t / G Jn 

c) Pour / b . . . , Ik e Jn disjoints deux à deux et 

.U f = / G J^, F ( / ) = 2 F ( / , ) . 

Notons fé7, l 'espace vectoriel des processus additifs et c€c le sous-espace 
des processus de la forme 

m) = f, pjds. 
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Démontrons maintenant le résultat principal de cette section qui est une 
généralisation de [7, Théorème 7]. 

THÉORÈME (3.3). La transformation 

ux = fp e~XtF{dt) 

est un isomorphisme bi-croissant de fé7 sur stf. Il s'ensuit que *£ est 
complètement réticulé. L'image de cêc est exactement s$c, donc c€c est une 
bande dans *$. 

Démonstration. Soit (F(I) ) / € E P un processus abélien. Alors 

||Wx|| g M I e~Xtm(dt) = M/m(X). 

^ = i„ i„ ^X'-^PtF(ds)dt = j ^ /;°° e-X'-»« + >"F(du)dt 

= i II e(il-X)tdte-^F{du) 

k 
(fr-XOiij _ 

Il ^ - —^e-^F{du) 
/ = l (M/ ~ A,-) 

( ir 2 (-\y\. 
m(fi — À) ^/y/x 

Donc (ux) est un processus abélien. Montrons qu'elle est surjective. Soit 
(ux) un processus abélien. Faisons la démonstration dans le cas n = 2 pour 
simplifier les notations. Pour À fixe, w(Xju) est un processus abélien. 
En effet, 

OL — A 

et en faisant a —» oo, 

Nous avons aussi l'identité élémentaire suivante qui généralise [6, 
P- 150], 

D'après [6], l'hypothèse de propreté pour (Vx) implique que (Pt)t^p est 
continu à l'origine, c'est-à-dire qu'il existe P0 tel que \\Ptf — P0f\\ —* 0 
lorsque t —> 0 pour tout / G L J . Considérons les processus (ux)X(=P défi­
nis par 

u% = m(a)Vaux = m(a)Vxua. 
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Posons 

Ga(i) = [ m(a)Psuads. 

Les processus Ga(I) sont additifs et 

k -\t, i -x/„ 
Jp e MG"(dt) = Jp e "m{a)Ptuadt = m(a)Vxua = ua

x. 

Pour I X J G J2 fixés, on a 

\\G(aS\l X y) - G (aA>(7 X 7) || 

= Wi Jj^Wh^ù ~ aPlH2PJu(a/ii)dtds 

II/* Il 

ë a»t(/)|| j^tf, - &)(/ - ^Vltfu^dtl 

= am{I) IK/3, - yS2)(/>2 - i f y r j ^ g }|| si J = (*„ r2) 
' 2 < l y ^ 2 

2M 

0 lorsque a, /? —» oo. 

â a*i(/) • |p\ - &I 
P2 " «Pi 

= m(I) • 2M • \— - — - » 0 . 
'ft ft1 

Donc 

||G(«.,«2)(/ x / ) - G ( / Î , A ) ( / X / ) | 

Soit G(I X / ) e Lj la limite. On a 

||G(/)||/m(7) ^ M < oo pour tout / e J2 

et par passage à la limite, nous établissons la relation d'additivité. Le 
théorème de Lebesgue de convergence dominée permet de calculer la 
transformée de Laplace de G(I). C'est la limite des w" = m(a)Vaux 

quand a —» oo c'est donc ux = P0ux. 
On peut terminer comme dans [7]. Si les (ux) sont = 0, les Ga(I) le sont 

aussi, puis les G(I) par passage à la limite. Enfin on a bien 

W=i e~XtF(dt) 

si 

L* F(D = Jr P,fdt. 

On note ^ , la bande étrangère à ^.: c'est la bande des processus singuliers 
et elle correspond à s/s. 
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THÉORÈME (3.4). Soit (ux)x<EP un processus abélien associé à une 
résolvante propre. On a les propriétés suivantes: 

a) m(X)ux converge essentiellement quand À —> oo vers une f e L, 
b) le processus ( J ^ / \ G P est la partie absolument continue de (ux). 

Démonstration. D'après [1, p. 766] et le théorème précédent, (ux) est la 
somme d'un processus abélien absolument continu et d'un processus 
singulier, 

u\ = v\f + v\ où v\ G K 
Or nous savons que m (À) Vxf converge essentiellement vers P0f. Montrons 
que m(X)vx —> 0 essentiellement lorsque X —» oo. Supposons que vx est 
positif. D'après le théorème précédent, il existe (G(I) ) e fës dont (vA) soit 
la transformée. De l'existence d'un processus (F(I) ) e c£s de dimension 
inférieure à n [7] et de calculs comme à la Section 2, on montre qu'il existe 
une résolvante (WX)XGP , un processus singulier (W À ) X G P , m < n et un 
8 > 0 tel que 

ess sup m(X)vx â -ess sup m(X)wx. 

Nous pouvons donc conclure la démonstration par induction; le cas 
n = 1, étant le théorème de [7, Théorème 4]. 

4. Nous pouvons maintenant retrouver un résultat de converge p.p. 
pour les processus additifs. 

THÉORÈME (4.1). Supposons la résolvante (ou le semi-groupe) propre. Soit 
(G(I) )IÇzj, un processus additif. Alors, 

a) Quand e -> 0 + , 

~G{tx + . . . + tn^e) 

converge essentiellement vers une limite/ e Lj qui est la même que celle de 
m(X)ux quand X —» oo, X = (À, . . . , À). 

u b) F(l) = / /J/ii/ es/ la partie continue de G(I). 

Démonstration. Remarquons que pour tout borélien B c Pn, on peut 
définir F(B) de façon telle que \\F(Bi) — F(B) || —> 0 lorsque / —> oo si 
m(B^B) —> 0 lorsque / —> oo. Ainsi, G(tl + . . . H- /;/ â « ) e L, est bien 
définie pour tout w = 0. De plus, 

/(A) = j £ e~A'> ' ' ~X'-G(dt X . . . X <//„) = f™ e-X'da(t) où 

«(f) = G(t, + ... + / =i ?). 
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a(t) est lipschitzien et croissant. Il peut donc être redéfini en un processus 
dont, pour presque tout x G fi, a(t)(x) est une fonction croissante de t. Et 
puisque, Xnf(X)(x) converge lorsque X —> oo, pour presque tout x, le 
résultat est un cas particulier du théorème taubérien de Karamata [13]. 

b) découle de la décomposition correspondante de 

"A = i e~X'G(dt). 
Nous concluons avec un résultat partiel pour les processus sur-abeliens. 

Rappelons la définition de [8]. 

Définition (4.2). Une famille (ux\>0 de fonctions mesurables est un 
processus sur-abélien à un paramètre (par rapport à une résolvante positive) 
s'il vérifie: 

a) ux â Up + (/x + X)VpUx pour tous 0 < X = \x 

b) HAŵ ll ^ M pour tout X > 0 où M < oo. 

Définition (4.3). Une famille (w\)\Gp de fonctions mesurables est un 
processus sur-abélien à n paramètre ( J \ ) \ e p si c'est un processus 
sur-abélien à un paramètre pour chaque coordonnée par rapport à la 
résolvante {V^)x.>(). 

LEMME (4.4). Soient (gk)k^x telles que gk e L,, gA ^ 0, ||gA.|| ^ 1/A" 
et gk i^ g^ + i- Soient ak, 0 ^ ak ^ kn~x alors 

SUP fl*ftt 0 lorsque N —> oo. 

Démonstration. Fixons K et N, K > N. Construisons ^ G «^ disjoints 
tels que 

s u p ^ / < * û,-g,- = akgk sur /1A. 

Nous avons 

/

K r K r 

SUp Ufa = 2 / £!,•&• = 2 Û/X/ OÙ X,- = / g,. 
Alors la borne supérieure recherchée est inférieure au maximum que la 
fonction 

peut atteindre dans la région: 

xk ë \/K" 

x A _, + xk g \/(k - 1)" 

. . . * A _ , +.VA g 1/tf" 
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On voit que le maximum est atteint lorsque 

xk = \IKn et xk_i = \/(K - if - \/(K - / + 1)" 

pour \ ^ i ^ K - N. 

D'où 

sup agi 
N^i^K 

K-\ 
(/ + D"-^"\ , 

,~N \ i"a + \y r ' + K" 

N l"(i + 1)" 

K-\ 

^n 2 
1 

+ 
N /(/• + 1) Ka 

"2i-
N / 

T H É O R È M E (4.5) Soit 

un processus sur-abélien positifde fonctions intégrables. Alors pour chaque y, 
0 ^ y < «, 

lim ess sup Xyux 0 quand X —* oo. 

Démonstration. Puisque (ux)/M est décroissant et que 

A  
M 

le résultat découle du Lemme (4.4). 
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