Canad. Math. Bull. Vol. 20 (1), 1977

UNE APPLICATION DE LA THEORIE DE
L’INTERPOLATION-(0, 2)

. PAR
C. COTE ET R. GERVAIS

1. Donné (n+2) points dans ’intervalle [—1, 1],

(1.1) 1=y <Yan1 < <y <y;=+1

L. Fejér a montré ([3]) qu’il existe toujours un polyndme P;¥,;(x) de degré
inférieur ou égal a n+1 tel que

(1.2) |PEa(y)l=1, k=1,2,...,n+2,
et

log(n+1)_logn
1.3 * > > .
(13 _max Prnl==13 12

D’autre part soient

(1.4) 1S Xy < X1 < <Xp2<Xp1=1

les zéros de T,(x), le n-iéme polyndme de Tchebycheft de la premiére espece,
(1.5) T,.(x) = cos(n arc cos x), xe[—-1,1];

si P,.1(x) est un polyndme quelconque de degré inférieur ou égal a n+1
satisfaisant aux conditions

(1.6) !Pn+1(xn+2,k)|51, k=1, 2,...,n+2,
alors P,.;(x) satisfait aussi a I'inégalité

(1.7) _max |Pa(x)|=cilogn

ol ¢; (et plus loin ¢,, c3, ...) est une constante absolue.

Le résultat de Fejér cité plus haut montre que I'inégalité (1.7) est la
meilleure possible en ce qui concerne I'ordre de grandeur de n. Pour montrer
cette inégalité, on remarque tout d’abord que, si on note par

T.(x)
T (X g ) (X = X i)

les fonctions fondamentales de la formule d’interpolation de Lagrange, alors il

(1.8) La(x)= k=1,2,...,n
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54 C. COTE ET R. GERVAIS [March

est connu que ([S])
(1.9) i |Lk(x)|=<c, log n.
k=1

Maintenant, on peut écrire

n+2

(1.10) Poii(x)= 2 Posr(Xnszi)buszi(x)
k=1

et sous les conditions (1.6), on tire facilement de (1.10) et (1.9) la conclusion
(1.7).

2. Dans les pages qui vont suivre, on veut étudier I'importance du fait qu’un
polyndme de degré inférieur ou égal a n+ 1 soit borné par 1 précisément aux
zéros du polyndéme T,.,(x), et que cela entraine la conclusion (1.7), i.e. on
veut voir si la conclusion (1.7) demeure vraie si le polynéme est supposé borné
par 1 sur un autre ensemble de points situés dans intervalle [—1, 1], cet
ensemble de points ayant une distribution, dans cet intervalle, qui ressemble
beaucoup a celle des zéros de T,.»(x). Par exemple, on se demande si la
conclusion (1.7) demeure vraie si on suppose que

(21) an+1(xn,k)lsl7 k=1’2"-'>n7

ou, cette fois, les x,, k=1,2,..., n, sont les zéros de T,(x), et si on remplace
les deux conditions manquantes par les conditions

(2.2) |Paei(£D)]=1.

Ce probléme serait résolu si on pouvait savoir si

n+1

(2.3) max ), |h(x)|

—1=x=1 k=0

log n
reste borné ou non lorsque n devient grand; ici

(1-x*)T.(x)

@ ) S e T oy © B2
(2.5) lo(x)=(1+x;Tn(x),

et

(2.6) l,,+1(x)=(_1)"(1_x)T"(x)_

2
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En effet si (2.3) est borné par c;, comme on a

n+1
@7 Poi(®)= X Posa(tni)h(x)
k=0
ol x,0=1 et x,,+.1=—1, on tire de (2.7), (2.1) et (2.2)
n+1
(2.8) max |P,.(x)|< max Y [l (x)| = cs log n.
—-1=x=1 —1=x=1 k=0

Par contre si (2.3) n’est pas borné, alors donné M >0 quelconque, il existe un n
et un xo€[—1, 1] tels que

n+1 n+1

(2.9) Mlogn< Z |l (x0)| = max Z [ (x)],

—1=x=<1 k=0

et pour le polynéme P,,+1(x) défini par

n+1
(2.10) Pffl(x)= Z il (x)

k=0
ou & est choisi tel que
(2.11) il (x0)=|lk(x0)I, k=0,1,...,n+1,
on a

n+1

(2.12) max |PF¥ (x)|=|P¥E (x0)| = Z |l (x0)|> M log n

—1=x=1

par (2.9), et comme M peut étre arbitrairement grand, la conclusion (1.7) ne
peut pas étre vraie. Il semble bien difficile de montrer si (2.3) reste borné ou
non, et donc il n’est pas possible pour le moment de voir si les conditions (2.1)
et (2.2) entrainent la conclusion (1.7). Cependant, nous démontrerons que la
conclusion (1.7) reste vraie si on remplace les deux conditions (2.2) par

(2.13) |P; 1 (£1)|<An’logn
ou méme par
|P21(£1)|< An*log n.

La preuve de ces résultats a été motivée par I’étude des articles de M. P.
Turan écrits en collaboration avec différents mathématiciens sur la théorie de
I'interpolation-(0, 2) et aussi par I’audition d’une série de conférences données
par M. Turdn lui-méme pendant I’été 1975 & I’Université de Montréal. Une
conséquence intéressante de cette étude est le résultat suivant.

COROLLAIRE 1. Soit P,.1(x) un polynéme de degré inférieur ou égal a n+1 qui
satisfait aux conditions

(214) IPn+1(xn,k)lS 1, k=1,2,...,n,
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ou les x,1, k=1,2,...,n, sont les zéros de T,(x) le n-ieme polynéme de
Tchebycheff de la premiére espéce. Alors on a que

(2.15) |PYa(x)|<csnlogn
si et seulement si
(2.16) |Pr1(£1)|<An’logn,

ol A est une constante.

Ce résultat doit étre comparé avec le théoréme suivant de R. J. Duffin et
A. C. Schaeffer ([2]).

THEOREME A. Soit P,.1(x) un polynéme de degré inférieur ou égal a n+1 tel
que
(2.17) |Pri(xha =1

ou

kw
*
n = b = b LR + ki
Xn+1,k cos(n+1) k=0,1 n+1

sont les extremas de T,.,(x) dans Uintervalle [—1, 1], alors on a que

218 max |P(nj= B D 2D f(z(;(;'l_i)l FoemD)

p=12,...,n+1.

Notons que les hypothéses, dans ce théoreme de Duffin et Schaeffer, de-
mandent que le polyndme P,.(x) soit borné par 1 en n+2 points, tandis que
dans le corollaire 1, P,.;(x) ne doit étre borné par 1 qu’en n points et on
obtient des conditions nécessaires et suffisantes qui conduisent a un résultat
similaire au théoréme A de Duffin et Schaeffer.

3. Voici maintenant les résultats qui seront démontrés.
THeEOREME 2 (Formule d’interpolation). Soient P,.1(x) un polynéme de degré
inférieur ou égal a n+1 et a un nombre dans Uintervalle (0, 1] tel que

(3.1 THa)#0 et Ti(a)+2T.(a)#0,
alors on a
(62 Pues)= 3 Passlius a0+ T () (A + BT+ T, )

X [P,’{“(a)(Cx +D)+ P,/:+1(— a)(— 1)"“(Cx - D)]
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ou
=)+ (=)l (-a) @)+ (=)' (-a)
(3.3) A= 2eT!(a)+2T () B, = 2T (e) ’
k=1,2,...,n,
(3.4) C 1 1

ST 2T@) D 2Ti@)

Les deux restrictions (3.1) sur a ne sont pas tellement exigentes car elles
éliminent au plus n— 1 points pour les choix possibles de a. De plus, si a est un
zéro de T,(x) ou de T,(x), il est facile de voir, en utilisant I’équation
différentielle satisfaite par T,(x)

(3.5) (1-x)TI(x)-xT.(x)+n’T.(x)=0

et le fait bien connu que les zéros de T *P(x) séparent les zéros de T(x),
k=0,1,2,...,n-2, que, dans ce cas, a satisfait aux conditions (3.1). De
méme, on vérifie aisément que a =1 satisfait aux conditions (3.1).

THEOREME 3. Soit P,.1(x) un polynéme de degré inférieur ou égal a n+1 tel
que

(36) |1:’n-l»1(xn,k)|S 15 k= 1’ 21 RN ()
et
3.7) [Py (£ a)|<An’logn,

ou X1, k=1,2,...,n, désignent les zéros de T,(x), le n-iéme polynome de
Tchebycheff de la premiére espéce, A est une constante et a est un zéro positif de
T.(x), alors on a

(3.8) max [Pps(x)]<cs 218",
[¢3

—1=x=1

THEOREME 4. Soit P,.1(x) un polyndme de degré inférieur ou égal a n+1 tel
que

(3-9) an+1(xn,k)|51’ k=17 27-- PR (P
et
(3.10) |P%, (£ a)|< An?log n,

ol Xy, k=1,2,...,n, sont les zéros de T,(x), A une constante et a un zéro
positif de T,(x), alors on a

1
(3.11) max |Poii(x)| =< ce —2r.
1 a

—1l=x=
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THEOREME 5. Soit P,.1(x) un polynéme de degré inférieur ou égal a n+1 tel

que

(3.12) |Ppi(ni)|=1,  k=1,2,...,n,
et

(3.13) |P71(£1)|=< An*logn,

ou X, k=1,2,...,n, sont les zéros de T,(x) et A une constante, alors on a

(3.14) max |P,.;(x)|=<c;logn.
—1=x=1

On remarque que, dans le Théoréme 4, lorsque « tend vers 1 par les zéros
positifs de T7(x), la borne (3.11) tend vers la borne (3.14) du Théoréme 5 (2
une constante multiplicative pres).

Le Corollaire 1 découle directement du Théoréme 5 et de I'inégalité de
W. A. Markoff (1], p. 91).
Enfin on a aussi le résultat suivant.

THEOREME 6. Si P,.(x) est un polynome de degré inférieur ou égal a n+1
qui satisfait aux conditions

(3.20) [Pocr(oi)|=1, k=1,2,...,n,
et
(3.21) | P)1(@)|= An*log n,| Py, 1(B)|= An®logn,

on w=e™M™ k=1,2,...,n, et a; et B sont deux nombres complexes
différents tels que

(3.22) la|=|B]=1,

et A est une contante, alors on a

(3.23) max |P,.1(z)|<cg logn
|z|=1 |(1 - B'

4. Preuve du Théoreme 2. D’abord montrons I'unicité d’un polyndme qui
prend des valeurs données aux points x,., k=1,2,...,n, et dont la dérivée
seconde prend des valeurs données aux points £« ou « est un nombre dans

Iintervalle (0, 1] qui remplit les conditions (3.1). Supposons donc que

(41) Pn+1(xn,k)=0’ k=1,27'--,n’
et
4.2) Pyii(xa)=0.
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Alors par (4.1) on peut écrire
(4.3) P,.1(x) = T,(x)(Ax+ B);

utilisant (4.2) et le fait que T,(x) est une fonction paire ou impaire suivant que
n est lui-méme pair ou impair, on obtient le systéme linéaire homogéne

A(aT)(a)+2T,(a))+B(T)(a))=0
(4.4) A(aTy(@)+2T;(a)) - B(T¢(a)) =0

dont la seule solution est la solution triviale sous les hypothéses (3.1), et donc
P,.1(x)=0 dans (4.3).

Montrons maintenant I’existence d’un polyndme de degré inférieur ou égal a
n+1 qui prend des valeurs données aux points x,x, k=1, 2, ..., n, et dont la
dérivée seconde prend des valeurs données aux points =+ a. Pour cela, trouvons
d’abord des polyndmes r,;(x) de degré inférieur ou égal a n+1, k=1,2, ...,
n, tels que

4.5) Tk (Xn,j) = Ok js i=1,2,...,n,
et

(4.6) 7 (£a)=0.

Par (4.5), 1, (x) est de la forme

(4.7 Tge(X) = bk (x) + T (x)(Ax + B)

et maintenant, utilisant (4.6), on obtient le systéme linéaire
@8 Ar(aTy(a)+2T,(a)) + Bu(Ti (@) = — It i (a)
' Ax(aT(a)+2T;(a)) — Bi(Tr (@) = (- 1)"I7x(a)

et ce systtme admet la solution unique (3.3) sous les hypothéses (3.1).
Trouvons maintenant deux polyndmes p, . (x) et p,_.(x) de degré inférieur ou
égal a n+1 tels que

(4.9) Pra(Xni) = Pr-a(Xni) =0,  k=1,2,...,n,
et

(4.10) prala) =1, Pra(—a)=0,
(4.11) pr—ala)=0,  ph-o(—a)=1.

Par (4.9), pn«(x) prend la forme

(4.12) Pra(x)=T,(x)(Cx+D);

utilisant (4.10), on obtient le systéme linéaire
C(aT)(a)+2T,(a))+ D(T)(a))=1
C(aTy(a)+2T,(a))— D(T(a))=0,

(4.13)
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et, sous les hypotheses (3.1), la solution unique de ce systeme est donnée par
(3.4). De la méme fagon on trouve p,_,(x) et on obtient

(414) pn,—a(x)=(_1)n+lTn(x)(Cx—D)

ou C et D sont donnés par (3.4).
Enfin, par I'unicité du probléme, on peut écrire tout polynome de degré
inférieur ou égal a n+1 sous la forme

(4'15) Pn+1(x) = i Pn-l-l(xn,k)rn,k(x)+Pr,tl+1(a)pn,a (x)+ Pr/l./+1(~ a)pn,u (x)

k=
ce qui donne la formule (3.2). C.Q.F.D.
5. Dans cette section, nous allons montrer le lemme suivant.

LeMME 5.1. Avec la méme notation adoptée depuis le début, on a

n 2
(5.1) Y ()| = o log n
k=1

1_x2 ’

xe(—1,1).

Preuve. Prenons x, fixe dans (—1, 1) et posons

n

(5.2) Poy()= 2, exluic(x)

k=1
ou g est le signe de I, (x), k=1,2,...,n Utilisant l'inégalit¢ de S.
Bernstein ([1], p. 91) on obtient

n

Z 8kl’f,k(xo)

k=1

(n—=1)c,logn

= |P_1(xo)| = (1-x2)"?

63 Y Mao)l=
k=1

Mais comme x, est arbitraire dans (—1, 1) alors on a
(5.4)  (1-x)"2 ) |[lL(x)|=(n—1)czlogn pourtout xe[1—1,1].
k=1

Soit de nouveau x, fixe dans (—1, 1) et soit

n

(5.5) Qu-a(x)= 2, sibiadx)
k=1
ou g est le signe de I, (x0), k=1,2,...,n
Q. I. Rahman a montré ([4]) que si p,(x) est un polyndme de degré inférieur
ou égal a n tel que

(5.6) P ()|=(1-x»"* pour —-1=x<I1,

alors on a

(5.7) max |p.(x)|=2(n—-1).
—1l=x=1
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En appliquant ce résultat au polynéme (1-— x%)Q,_2(x) et en utilisant (5.4), on
tire

d ” >
(5.8 a[(l —x7)Qu2(x)]|=2(n—1)’c;log n

d’ou, avec 'aide de (5.5),

(5:9) (=3 % [ueol= (13 Ofox0) = 2= 1cs log n+2 3. o (ao)

=2(n—1)’c;logn+2n’c,logn
la derniére inégalité étant justifiée par l'inégalité de Markoff. Comme x, est
arbitraire dans (—1, 1), le lemme est démontré. C.Q.F.D.
Preuve du Théoreme 3. Estimons les quantités Yy |Aclet Yi—1|Bi| ou

Ay et B, sont donnés par (3.3), k=1,2,...,n.Ona

3 -3 (@) + |l (—a)| _ con’logn
(5-10) kgl A T2 2]aT(a)+2T(a)” 1-a?) |aTi(a)+2T;(a)|

par le Lemme 5.1

con’logn
= I-T'(QaTZg—az) par (3.5) et le fait que T,(a)=0,

=conlogn car|T.(a)|=n.

D’autre part, on a

™ > (@) + |l (= o) con’logn
5.11 B S 2 > s 1 L .
( ) kg,ll k| kgl 2 [T/ ()| 1=a?) |TH@)] par le Lemme 5.1
con’logn
= 2 Tl ()] par (3.5) et le fait que T.(a)=0
Sc_g_n_!_q_g_r_t car |T,:(a)|2 n.

Si C est donné par (3.4), alors on a I’estimation

1 1-a? 1

(5.12) ICl=5 laTi(@)+2Ti(@)] 2-ad)[Ta(@)] 1’

et si D est aussi donné par (3.4), on a

1 1-a® _1
2|Ti(a)| «|Ti(a)] na’

(5.13) ID|=
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Si on utilise (3.2), (3.6) et (3.7), on obtient
IPes]= X s +T 00 Y, (A4l + B +2 1T, )] Anlog n(Cl+ D)

nlogn
«

=C4

par (1.9), (5.10), (5.11), (5.12), (5.13) et le fait que |T,(x)|<1 pour
-1=x=1. C.QF.D.

6. Preuve du Théoréeme 4. On procede de la méme fagon que dans la
preuve du Théoréme 3. On a pour Ai donnés en (3.3) que

N *logn par le Lemme 5.1 et le
(6.1) Al=—20 080 \
kgll el a(l1-a?) |T/(a)| fait que T, (a)=0
_Cologn

par (3.5) et le fait que |T,(a)|=1.

De méme, on a pour B, donnés en (3.3) que

\ ’logn cologn
(6.2) By|=—2" =2
k;l 8 a(1-a’)|Ti(a)] @

D’autre part, on a pour C donné en (3.4) que

11—’ 1
2a|THa)] 2an® ™ 2an*’

(6.3) |C|

et pour D donné en (3.4)

1 1-a% 1
> ="3.

€4 o= e~ 2 =

D’ou, par (3.2), (3.9) et (3.10), on peut écrire

|Prsa(x)|= kgl 1ok (x)| +k; (|Ak|+|Bi])+2An? log n(|C|+|D])

log n
<cs g
o

par (1.9), (6.1), (6.2), (6.3) et (6.4). C.Q.F.D.

7. Preuve du Théoréme 5. Montrons tout d’abord I'inégalité suivante:

(7.1) Z |l,’,’,k(x)|sc10n4log n, -1=x=1.
k=1
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Soit xo un point fixe dans 'intervalle [—1, 1] et soit

(7.2) Pua(x)= Z Eichn ()

k=1

ou g est le signe de I/, (xo). Par I'inégalité (1.9) et 'inégalité de Markoff, on a

= |Py_1(x0)|= cion’ logn

(7.3) 5 (o)l = ’ S el (xo)
k=1 k=1

et comme X, est arbitraire dans [—1, 1], (7.1) est démontré.
Si A, est donné par (3.3) avec a=1,0n a

cion*logn

mm+2rm P

(7.4) Y A=
k=1
_ cion® log n
n*(n*-1)
3

=c¢y, log n.
+2n?

De méme si By est donné par (3.3) avec =1, on a
4
_ 1ot log n

(1.5) Y 1B =
k=1 ) (3 1)

par (7.1)

=C11 log n.

Pour C et D donnés par (3.4), on a les estimations

1 C
(7.6) |C|= 2.2 5_1:
n“(n“—1) n
2(2=D, )
1 c
(7.7) |D|=——5— -%
) (3 1)

Comme précédemment si on utilise (3.2), (3.12) et (3.13), on a
IPaci()|= 2 b+ 2 (Al +|Bi])+2An* log n(|C|+|D))
k=1 k=1

=cglogn

par (1.9), (7.4), (7.5), (7.6) et (7.7). C.Q.E.D.

8. Avant de prouver le Théoréme 6, on va établir une formule d’interpola-
tion analogue a (3.2).

LemmMe 8.1. Si o, k=1,2,...,n, a et B sont tels que donnés dans le
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Théoréme 6, alors on a

(81  Pual(z)= i Ppor(@i)h(z)+ i Povi(wd)(1-2")(Axz + By)
k=1 k=1

+ Pl i(2)(1-2")(Cz+ D)+ Pl(B)(1-z")(Ez +F)

N

ou
(8.2) =2 o,
n(z —wy)

_ —B"H(e) +a" K (B) _ " HB)+ 8" TH )

(8.3) Ak - n(n + 1)(1"_26"_2((1 _ B)’ k — n(n _ 1)an—26n—2(a _ B),
1 k=1,2,...,n,

i _ B B

@4 C= e a=p) P Da )
1 -

B35 E= 5 e g P - DB @B

Preuve. Montrons d’abord I'unicit¢ d’un polynéme P,.;(z) de degré
inférieur ou égal a n+ 1 qui prend des valeurs données aux points w;, k=1, 2,
.., n, et dont la dérivée seconde prend des valeurs données en a et B.
Supposons donc que

(8.6) P,.1(w)=0, k=1,2,...,n
et
(87) Pr,l,+1(a)=Pr,1/+1(B)=0‘

Par (8.6), on peut écrire
Po(2)=(1-2z")(Az+B)
et en utilisant (8.7) on trouve que
A(n(n—1)+2n)a"'B" 2+ B(n(n—1))a" 2" 2=0
A(n(n—1)+2n)a" 28" '+ B(n(n—1))a" 2" 2=0

et ce systtme n’admet que la solution triviale si a# B et I'unicité est ainsi
démontrée.

Montrons maintenant la formule (8.1). Comme dans le Théoréme 2 trouvons
des polynémes r.(z) de degré inférieur ou égal a n+1 tels que

(8.8)

(89) rk(w,-)=6k,,«, j=1,2,. .., N
” ” k=1,2,...,n.
(8.10) r(a)=r(B)=0
De (8.9) on a la représentation
(8.11) r(z)=h(z)+(1-2z")(Axz + By)
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ol [(z) est donné par (8.2). De (8.10) on obtient le systeme linéaire suivant
A(n*+n)a" '+ Ben(n—1)a" > = - If(a)

(8’12) 2 n—-1 n—2

Ar(n“+n)B" "+ Bn(n—1)B" "= —IX(B)

qui admet I"'unique solution (8.3) si a# B.
Maintenant trouvons deux polyndmes p,(z) et pg(z) de degré inférieur ou
égal a n+1 tels que

(8.13) Pe(@i) = pa(wi) =0, k=1,2,...,n
et

(8.14) pa(@)=1,  pi(B)=0

(8.15) pa(@)=0,  pg(B)=1.

Par (8.13) on a la représentation

(8.16) p(2)=(1-2z")(Cz + D)

et par (8.14) on obtient le systeme linéaire
C(n*+n)a" '+Dn(n—1)a"?*= -1

(8.17) ) ) >
C(n“+n)B" "+Dn(n—-1)"*=0

qui admet 'unique solution (8.4) si a# B. On trouve de méme pg(z) et on
obtient que

P..1(2)= Z Pn+1(wk)fk(l)+Pr'.'+1(a)Pa (Z)+P:+1(B)PB (2)
k=1
qui n’est rien d’autre que la formule (8.1). C.Q.F.D.

Preuve du Théoreme 6. Il est connu que
(8.18) max ), |k(z)|=<cislogn
Jz]=1 k=1

et par un argument semblable a celui utilisé au début de la preuve du
Théoréme 5, mais en employant I'inégalité de Bernstein ([1], p. 91) plutét que
celle de Markoff, on obtient

(8.19) max Z [lZ(z)| =< c13n* log n.
lzl=1 k=1

Maintenant si on utilise la représentation (8.1) et les hypothéses (3.20) et
(3.21), on obtient pour |z|=1,

(8.20) |Puss(2)|= ), Ilk(2)|+2kz (|Axl+|Bi|) +2An*log n(IC| +|D|+|E|+|F))
=1

k=1

5
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Utilisant (8.3) et (8.19), on a

S 2cizn’logn _cialogn
(821) A = 13 = 14

kzll « n(n—1)|a-g|  |a-8|

3 2ci3n’logn _cialogn
(8.22) B.l= 13 = .

B a1 e

Enfin de (8.20), (8.18), (8.21), (8.22) =t (8.5), on tire

cglogn
Poi(2)|=—7rt
B I=1,

qui est le résultat cherché. C.Q.F.D.

9. Avant de terminer, il serait bon de mentionner qu’en utilisant une
méthode similaire a celle qui a été utilisée dans les preuves du Théoréme 2 et
5, on peut montrer que la conclusion du Théoréme 5 demeure inchangée (a
une constante multiplicative pres) si on suppose que

|Pi1(£1)|<An’logn

plut6t que (3.13).

Enfin, nous tenons a remercier ici M. Q. I. Rahman qui nous a proposé ce
probléme et qui nous a accordé de nombreuses consultations lors de la
rédaction de cet article.
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