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IDENTITE ENTRE L'ENSEMBLE DES FONCTIONS 
DE BAIRE ET L'ENSEMBLE DES FONCTIONS 

BORELIENNES 
PAR 

GILLES FOURNIER* 

Il est bien connu que l'ensemble des fonctions de Baire de R dans IR est égal à 
l'ensemble des fonctions boréliennes de IR dans R. Dans cet article, nous géné
raliserons ce théorème de deux façons: premièrement, en étudiant plutôt des 
fonctions de X à Y, deux espaces topoiogiques normaux; et deuxièmement, en 
utilisant les suites généralisées de cardinalité donnée. 

Nous donnerons une condition nécessaire et suffisante sur l'espace Y pour 
obtenir l'identité entre l'ensemble des fonctions de Baire de X à F et celui des 
fonctions boréliennes de X à Y, pour tout espace topologique X normal possédant 
une base de cardinalité donnée. 

Dans cet article, tous les espaces topologiques seront séparés. 
L'auteur tient à remercier M. N. Schlomiuk pour de fructueuses discussions. 

1. Définitions et énoncé du théorème. Soit rj un cardinal non-fini et soit fi le 
plus petit ordinal de cardinalité strictement supérieure à r\. Définissons maintenant 
nos principaux outils. 

DÉFINITION 11. Soient Xet F deux espaces topologiques, l'ensemble des fonctions 
de classe 0 (de Baire) de X à Y, noté C0(X, Y), est l'ensemble des fonctions con
tinues de X à Y. L'ensemble des fonctions de classe a (de Baire) de X à Y, pour 
a < ^ , noté Ca(X, Y), est l'ensemble des fonctions limites de suites généralisées, 
de cardinalité au plus rj, de fonctions de classes précédentes. L'ensemble des 
fonctions rç-Baire d e J à 7 , noté Bn(X, Y), est l'ensemble des fonctions appartenant 
à une classe a pour a < ^ . 

DÉFINITION 12. Soient rj un cardinal et X un ensemble, une ^-algèbre sur X 
est un ensemble ~£ de parties de X vérifiant: 

(1) l e d 
(2) si A G J( alors ^AeJ( 
(3) si A = \JieI Ai où Ai G J(, pour tout i e I, et card(/)<^ alors A e Jt. 

Reçu par les rédacteurs le 8 Mars 1974; version revisée reçue le 21 Octobre 1974. 
* Cette recherche fut supportée en partie par le C.N.R. et en partie par une bourse d'action 

concertée du Ministère de l'Education du Québec. 
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DÉFINITION 13. La classe des ensembles rç-boréliens de X est la ^-algèbre 
engendrée par l'ensemble des ouverts de X. Et une fonction ^-borélienne de X 
à F est une fonction dont l'image inverse de tout ouvert de F est un ensemble 
77-borélien de X. Notons B'n(X, Y) l'ensemble des fonctions ^-boréliennes de Xk Y. 

DÉFINITION 14. Nous dirons qu'un espace topologique est de type rj s'il possède 
une base de cardinalité inférieure ou égale à r\. 

DÉFINITION 15. La condition de Baire pour un espace topologique Y s'énonce 
comme suit: pour toute suite finie {Vl9... , Vn} d'ouverts non-vides de F, il 
existe A, une partie connexe par arcs de Y, telle que A n Vi 5̂  0 pour / = 1, . . . , n. 

Si Y est connexe par arcs, alors il vérifie la condition de Baire. 

THÉORÈME 16. Soit jV*n la classe des espaces normaux de type r\ et soit Ye J/%
n 

alors Bn(X, Y)=B'n{X, Y) pour tout XeJr
n si et seulement si Y vérifie la con

dition de Baire. 

Remarquons que si ^ = ^ 0 ? c e théorème devient: soit JV\ la classe des espaces 
métriques séparables et soit 7 e / 0 , alors l'ensemble des fonctions de Baire de 
X à F est égal à l'ensemble des fonctions boréliennes de X à Y pour tout X e JV0, 
si et seulement si F vérifie la condition de Baire. 

2. Démonstration de la suffisance. 

PROPOSITION 21. Soit Xquelconque, si Y e JV\ alors Bn(X, Y) aB'n(X, Y). 

DÉMONSTRATION. Adaptation directe du cas classique. 

PROPOSITION 22. Si X e Jr
n alors la fonction caractéristique de tout ensemble 

rj-borélien de X est rj-Baire de X h [0, 1]. 

DÉMONSTRATION. Adaptation directe du cas classique. 

PROPOSITION 23. Si X e Jr
n et si Y vérifie la condition de Baire alors B'n(X Y) c 

Bn(X, Y). 

DÉMONSTRATION. So ien t /e i^ (X, Y) et & une base de F telle que card((5)<7y. 
Soitj G SP f{(S), on a alors que card (&f (&))<?]. Soit <pv la fonction caractéristique 
de/~ 1( t / ) pour tout U ej; elle est 7y-Baire par la proposition 22, car f~x(U) est 
un borélien de X. Choisissons un ordre sur y, disons j={Ul9 . . . , Un} et con
sidérons la fonction 

Vi = i ( i )W*-^[o, i ] 

c'est une fonction ??-Baire comme somme de produits de fonctions ?y-Baire, et, 
les valeurs des cpjj étant 0 ou 1, on a, pour tout i=l, . . . ,n et pour tous 
x,yeX9 cpu.ip^^cpjj.iy) entraîne que yfj(x)j^y>j(y). Maintenant considérons la 
suite finie {f\uek ^ I ^ G ^ 0 " ) e t fluefc U^0}. Comme F vérifie la condition de 
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Baire, il existe A une partie connexe par arcs de Y rencontrant chaque élément 
de la suite ; il existe donc un arc gj : [0, 1 ]-> Y tel que 

g*( I (ïAenu si nu*0 et ke0>(j). 
\{i\ Uiek} 1 Uek Uek 

Montrons enfin que lim^fiC))gjip—f. En effet, soient x e Xet F u n voisinage de 
/ (*) , il existe U0e(P tel que/(x) eU0c:V. Soit j0={U0} alors sij0czj, on a que 
k={U ej \f(x) e U}y£0 car il contient U0. Donc on a: 

?,(*) = ! (fi W*) = 2 (fi' = I (fi' 
t= l { i | / (a)e£7i} {i I t/iefc} 

Ainsi gjWii^^SiŒ^u^} (fiO G f W U, car, cette intersection contenant/(*), 
est non-vide. D'où gjip^x) e U0c:V; c'est-à-dire si, pour tout x e Xet tout voisinage 
V de/*(x), il existe j0 tel quey0 czj alors g^j{x) eV. D 

3. Démonstration de la nécessité. 

LEMME 31. Soient X et Y deux espaces topologiques et {V0,. . . , Vn} une suite 
finie d'ouverts de Y. Si f=]imIfi, où fi fi'.X->Y et si f{X) n V^0 pour tout 
j= 1, . . . , n, alors il existe k e I tel quefk(X) n V^0 pour tout j= 1, . . . , n. 

DÉMONSTRATION. Sinon soit x5 G X tel que f(x3) e Vi pour tout y = 0 , . . . , n. 
On a qu'il existe iô e I tel que ij<k entraîne que/fc(;*:,•) G Vj9 car \\mIfi(x0)=f{xJ). 
Mais il existe k G I tel que k>ij pour t o u t y = 0 , . . . , « , car / est filtrant à droite. 
D'oùfk(x3) G Vi pour t ou t7=0 , . . . , n etfk(X) n Vs^0 pour tout y = 0 , . . . , n 
ce qui est une contradiction. D 

PROPOSITION 32. Soient X et YG Jf\ et soit {V0,.. . , Vn} une suite finie d'ouverts 
de Y. Si pour toutfe C0(X, Y), il existe jf telquef(X) C\Vj—0 alors, pour tout 
g G Bn{X, F), // existe jg tel que g(X) n Vjg = 0. 

PROPOSITION 33. Soit jVn la classe des espaces normaux de type rj, et soit Y e JV^ 

Si Bn([0, 1], Y)=B'rj([0, 1], F), alors Y vérifie la condition de Baire. 

DÉMONSTRATION. Supposons que Y ne vérifie pas la condition de Baire, c'est-à-
dire il existe {V0,... , Vn) des ouverts non-vides de Y tels que toute partie connexe 
par arcs A de Y ait une intersection vide avec au moins un des ouverts Vt. Soit 
Xi G Vi pour z=0 , . . . , n et définissons/:[0, 1]-+Y par/(((/—1)/«, //«)=x i pour 
i>\ et f(0)=x0;f est borélienne. Mais pour toute fonction g G C0([0, 1], 7) , on 
a que g([0, 1]) est connexe par arcs, donc il existe / G {0,. . . , n} tel queg([0, 1]) n 
V~ 0. Par la proposition précédente, il en est de même pour toutes les fonctions 
77-Baire de [0, 1] à Y. Ce qui implique que/n'est pas 77-Baire car/([0, 1]) n Vtj*0 
pour tout i, 0<i<n; ce qui est une contradiction. D 

Comme [0, 1] est normal et de type rj pour tout f]>H0, la nécessité du théorème 
16 découle immédiatement de la proposition 33. 
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4. Cas des espaces possédant une composante connexe par arcs contenant deux 
points distincts. 

THÉORÈME 41. Soient X et Y deux espaces normaux de type rj. Si Xpossède une 
composante connexe par arcs contenant deux points distincts, alors Bn(X, Y)= 
B'n(X, Y) si et seulement si Y vérifie la condition de Baire. 

DÉMONSTRATION. La suffisance est évidente du théorème 16. 
Pour la nécessité, soit {V0,. . . , Vn} une suite finie d'ouverts de Y telle que, 

pour toute composante connexe par arcs A, de Y, il existe / (0<i<n) tel que 
A n Vt=0. On a donc, pour tout /eC 0 ( [0 , 1], Y) (donc pour/eJ^QO, 1], Y), 
par la proposition 32), qu'il existe / (0</<«) tel que f(X) n V~0. Soit B 
une composante connexe par arcs de X contenant deux points distincts, elle con
tient donc (n+1) points distincts, disons x0, . . . , xn (car tout espace séparé 
connexe contenant deux points distincts est de cardinalité supérieure ou égale à X0). 
Soit oc: [0, 1]->X une fonction continue telle que cf.{ijn)=xi pour z = 0 , . . . , « . 
Choisissons^- e V{ pour f = 0 , . . . , n et définissons/: X-+ Y par 

f(x\ = fo six = xi P°u r * = 1, • • •, n 
\yo autrement 

on a que/est ^-borélienne de Xk Fdonc elle est ^-Baire de X à Y. Par conséquent, 
a est rç-Baire; or, pour / = 0 , . . . , « , on a que fa(iln)=f(xi)=yi e V{, c'est-à-dire, 
oc([0, 1]) n Vij&0 ce qui est une contradiction. • 

Remarquons que si rj = i^Q, le théorème 41 devient: soient Xe t Tdeux espaces 
métriques séparables ; si X possède une composante connexe par arcs contenant 
deux points distincts, alors l'ensemble des fonctions de Baire de l à Test égal à 
l'ensemble des fonctions boréliennes de X à Y, si et seulement si Y vérifie la con
dition de Baire. 
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