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COMPARAISON RESULTATS POUR LA
STABILITE PRATIQUE

THOMAS KIVENTIDIS

We develop some comparison theorems that connect the solutions

of a differential system and its perturbation in a manner useful

in the practical stability.

1. Introduction-Definitions

Considerons le systeme

(1) x = f(t,x) , x(tQ) = XQ , tQ i 0, XQe J?"

et son perturbation systeme

(2) y = f(t,y) + F(t,y) , y(tQ) = XQ

oil f,u e C(R+ x D,!?1) et D est une region convexe de J?" .

On utilesera le lemme qui suit (2):

LEMME. On suppose que le systeme (1) admet une solution unique

x(t,t ,x ). On assume, aussi, que 4?(t,t ,x ) = -r— x(t3t ,x ) existe et
o

il est continue pour tit et que <t>~ (t,t ,x ) existe pour t S t .

Si u(t) est une solution du systeme

(3) u(t)=f1(t1toJxo)F(t,x(t,to,xo)), u(tQ) = XQ

alors une solution y(t,t ,x ) du (2) satisfait la relation
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y(t3tQ,x) = x(t,to,u(t))

dans I'intervalle d''existence de la solution u(t).

DEFINITIONS (3). 1. Le systeme (2) est pratiquement stable par

rapport aux donne'es Ce,,eQJ6Jt j || . || ), £1 < £9, si pour chaque solution

y(t), les conditions HyCt^ll < ê  et ||Ffi3y;|| < 6 , Vt > tQ ,

y ^B(c ) = {x eJf :\\x\\ K eo} • entrainent la relation

\\x(t) || < e2 , Vt > tQ.

2. Le systeme (2) est pratiquement asymptotiquement stable par rapport

aux donne'es ('e-j eOJ e_, 6j t ^ II - II Jj e, < e, < e, j si pour chaque solution
l o o O u 1 — 0

y(t) l e s c o n d i t i o n s H y f t ^ H < e ^ e t \\F(t,y) \\ < 6 , V* > tQ,y

e n t r a i n e n t : ( i ) l a s t a b i l i t e p r a t i q u e pa r r a p p o r t C e 1 i e _ J 6 J t J I U I
1 o O

(ii) il existe T > t tel que ||wft.M| < e0 , Vt > T.

Si les definitions pr^c^dentes sont valables pour chaque

t- G It 3<°), au place de t nous avons les stability pratiques

uniformes. On ajoute, encore, que pour 6=0, nous avons les stabilites

pratiques pour le systeme (1).

2. Comparaison Theoremes

THEOREME 1. On assume que les conditions du lerme (%1) et

I'estimation

se satis font, oil g e C(R x R 3 Ft ) et le systeme

u = g(t,u) , u(tQ) = uQ > 0

est (unifovm&nent) pratiquement stable par rapport aux donne'es

(a1Jaolt ,\.\), a7 < ag. En outre, on suppose que le systeme (1) est

(uniformSment) pratiquement stable par rapport aux donnies (ao,eo,t ,\\. \\),
Ci Ci O

ao < e0 . AlorSj Ze syst&me (2) est (vniform&nent) pratiquement stable par

rapport aux donnies (ctg,e2,S,t , ||. ||^ a^ < e^ .
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DEMONSTRATION. Par le lemme (il) nous avons la relation

y(t,to,xo) = x(t,to,U(t))

oil y(t,t ,x ) est une solution du (2) et U(t) est une solution du (3).

Si on a llFC^x;!! < S , Vt > tQ, ||i/|| < z^ , alors

\\^1(t}to,xo)F(t,to,xo)\\ < Wf^t.t^x^W 6 .

On met m(t) = ||y(iJ|| , alors 1•inggalite

D+m(t) < g(t,m(t))

donne 1'estimation [1, Theorem 1.4.1]

||U(t) || =m(t) < u^t^WxJ]) , t >tQ

oil u(t,t 3u ) est la solution maximale du (4).

Par l'hypothese, si on a ||x || < ao , alors
O o

\\x(t,to,xo)\\ < z2 , Vt > tQ

et si u < a. entraine ||f/('t-'|| < \u(t,t ,U(t))\ < a0 .
0 1 ~ O Ci

Mais par le lemme re*sulte que

t ^ x ^ H = \\x(t,to,U(t))\\ ,

et par consequent, s i ||x || < e, } on a Hurt.,* ,x ) \\ < e0 , Vt > t .
O -L O O ci — O

Quand nous avons la stability uniforme les relations ci-dessus sont

valables pour I1initial temps t- > t (pour tous t- > t ) . D

THEOREME 2. On assume que les hypotheses du thSoreme 1 se satis font

et que le systeme (4) est (uniform&nent) pratiquement stable par rapport

aux dormies (a-,a ,t ,\.\), a7 < a9. En outre, on suppose que le systeme

(1) est (uniformiment) asymptotiquement pratiquement stable par rapport

aux dcmnies (a^z^z^t^ ||. ||;, z$ < a^ < z^, alors le systeme (2) est
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(uni-forme'ment) asymptotiquement pratiquement stable par rapport anx

donnSes (a^,z3iz^&,t 3\\>\\), e, < a^ < Eg.

DEMONSTRATION. La (uniforme) stabilite pratique du systeme (2) par

rapport aux donnees ('a1Jeo36Jt JI.IU, a- < e9, re"sulte par le theoreme 1.
1 Ci O 1 ~~ CI

Par 1'hypothese pour le systeme (1) i l y a temps T(e^t )

(resp.2Ye7^ quand nous avons la stabilite uniforme) tel que
6

\ \ x ( t , t o , x 0 ) \ \ < z 3 , V * > 2 >

quand | |x || < a. .

Mais , on a a u s s i | |L/( ' t j | | < \u(t3t.u)\ < ao , s i \u \ < cc, .
— O O u O 1

Par consequent, nous aurons

\\y(t,to,xo)\\ = \\x(t,to,U(t))\\ < z3 3 V* > T

quand |jx || < a_ . U

3. Exemple

On consid&re le systeme x = A(t)x , x(t ) = x , (1) , alors on a

iif(t,t ,x ) = t)(t,t ) , ou $(t,t ) est la r^solvante du (1).

Si on a

ou \(t) est telle que

r
0 < \(t)dt = z < ~ , \(t) > 0 3

alors, on prend g(tj\\x \\) = \(t).

Le systeme (4), en ce cas, est u = \(t) et il a les solutions

f
u(t) = X(s)ds + uQ , uit^ = U Q > 0 ,

Par consequent, le systeme (4) est uniformement pratiquement stable
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par rapport aux donnees (o.-,o.~,t-,\. |j , a^ < ag, t- > t , ou u < a.

et e + u < a. .
o 2

Done, si le systeme (1) est (uniformement) pratiquement stable

(resp.(uniformement) asymptotiquement pratiquement stable ) par rapport aux

donnees (a^e^ tQ, ||. || ) , ag < eg , (resp. (ag, e^ zg, tQ, ||. || ) ,

e, < a < e ), alors par le thgorfeme 1 (resp. par le theorfeme 2) re"sulte

que le systeme (2)

y = A(t)y + F(t,y) , y(tQ) = XQ

est (uniformement) pratiquement stable (resp.(uniformement) asymptotique-

ment pratiquement stable) par rapport aux donnees (a }eo36,t } \\. \\)}

a7 < a , (resp. (a7J e,, eo,o, t , \\. \\) , e, < a < eQ) .

En particulier, on considere le syst&me x = A(t)x , oii

'o
Aft) =

1 T
Evidemment la maximale characteristique valeur de la matrice -^(A + A )

(AT transposee de A) est h(t) =-^\q(t)\.

Si on a

I l \ ( s ) d s < l o g — , V t 2 > t 2 > t o , * 2 < e 2 ,
t 1 2

alors [3,§3, p.31] le systfeme (1) est uniformement pratiquement stable par

rapport aux donne"es (a^c^t^W. \\) , o.g < zg .

En outre, si les relations ci-dessus se verifient pour <(> (t,t )

et g(t,u) , on peut utiliser les tĥ orfemes 1 et 2 pour prendre les

re"sultats pour la stabilite pratique du syst&ne (2) .
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