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COMPARAISON RESULTATS POUR LA
STABILITE PRATIQUE

THOMAS KIVENTIDIS

We develop some comparison theorems that connect the solutions
of a differential system and its perturbation in a manner useful

in the practical stability.

1. Introduction-Définitions

Considerons le systéme

(1) ¢ = flt,z) , a(t) =z , t, 20, € R

et son perturbation systéme

(2) y = f(t,y) + F(t,y) , y(to) =z

ot f,u eC(l‘?-l-xD,.l?n) et D est une région convexe de R’

On utilesera le lemme qui suit (2):

LEMME. On suppose que le systeme (1) admet une solution unique
. 9 .
x(t,to,xo). On assume, aussi, que ¢(t,to,x0) Szz»x(t,to,xo) existe et

1l est continue pour t 2 to et que ¢_1(t,to,x0) existe pour t 2z to.

Si u(t) est une solution du systéme

(3) u(t) = 7t 8z JF(ta(t,t ,x ), ult) =z

alors une solution y(t,to,xo) du (2) satisfait la relation
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y(t,to,x) = z(t, ta,u(t))

dans 1l'intervalle d'existence de la solution u(t).

DEFINITIONS (3). 1. Le syst®me (2) est pratiquement stable par

rapport aux données (81,82,6,t0,||.|l), €7 < €9 si pour chaque solution
y(t), les conditions |ly(t )| <¢; et Nectll <6, ve>e s
y €B( &) = {x el"?n”x“ < ey}, entrainent la relation

fe(e)|| <€, , Yt > t,.

2 >
2. Le systéme (2) est pratiquement asymptotiquement stable par rapport

aux données (ez,e G,to,ll.n), €y < € < €z s si pour chaque solution

23
y(t) les conditions ||y(to)|l < e, et NFet,y)|l <6, YE > t sy € 5(63),
entrainent: (i) la stabilité pratique par rapport (31,63,6,t0,||.u),

(ii) il existe T > ¢, tel que |[y(t)|| <e,, V&t > T.

Si les définitions précédentes sont valables pour chaque
tl € [to,m), au place de to nous avons les stabilités pratiques

uniformes. On ajoute, encore, que pour 6 = ( , nous avons les stabilités

pratiques pour le systéme (1).

2. Comparaison Théorémes
THEOREME 1. 0On assume que les conditions du lemme (§1) et
1l'estimation
lo~tee,t oz ) Il < 677gct, N, 1)
o° 0 - o

se satisfont, oi g € c(r" x R+, R+) et le systeme

u=g(t,u) , ult)=u, >0

est (uniformément) pratiquement stable par rapport aux données
(ul,ag,t0,|. |, a, < a,. En outre, on suppose que le systeme (1) est

(uniformément) pratiquement stable par rapport aux données (ag,e,,t ,||. 1,

< €

a, < €y - Alors, le systeme (2) est (uniformément) pratiquement stable par

rapport aux données (og,€,,8,t , .11, A S ey
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DEMONSTRATION. Par le lemme (§1) nous avons la relation
y(t,to,xo) = x(t,to,U(t))
ol y(t,to,xo) est une solution du (2) et Uft) est une solution du (3).
Si on a ||F(t,x)||f 8§, vVt > t s [yl < €, , alors
Nelet,t 2 JPce,t 2 )il < 671t t 2z )|l 6
>0’ o *70°%o - * 70’0
on met m(t) = ||U(t)]| , alors 1'inégalité
+
D'm(t) < g(t,m(t))
donne l'estimation [1, Theorem 1.4.1)
ot = mee) < ute,t,, ||xo||) st 2t
ol u(t,to,uo) est la solution maximale du (4).
Par l'hypoth&se, si on a “zbll < ay s alors

||x(t,t0,x0)|| <ey, VE L

et si u < a; entraine loee) || < |u(t,to,U(t»| <a, .
Mais par le lemme résulte que

ly(t.t oz )1l = |lztt,t el ,

et par conséquent, si Hmb|| <€;,0na ”y(t,to,xo)ll <y, VL2 t .

Quand nous avons la stabilité uniforme les relations ci-dessus sont

valables pour l'initial temps tl > to (pour tous t1 > to). 0

THEOREME 2.  On assume que les hypotheses du théordme 1 se satisfort
et que le systeme (4) est (uniformément) pratiquement stable par rapport
En outre, on suppose que le systéme

aux données (az,az,to,i.|), a, <a

1 2’
(1) est (uniformément) asymptotiquement pratiquement stable par rapport
auz données (aj,eqz,eq,t | 1), €5 < oy < €, alors le systeme (2) est
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(uniformément) asymptotiquement pratiquement stable par rapport aux

données (al,ss,sg,G,to,IL H), €5 <@y S Epe
DEMONSTRATION. La (uniforme) stabilité pratique du systéme (2) par
rapport aux données (az,eg,ﬁ,to,ll.”), @, <€y résulte par le théoréme 1.
Par 1l'hypothése pour le systéme (1) il y a temps T(eg,to)

(resp.T(sS) quand nous avons la stabilité uniforme) tel que
Hx(t,to,xo)|| <eg , VE>T

quand ”xo” < Oy«
Mais, on a aussi ||U(¢)]] < Iu(t,ﬁo,uo)| <a,, si lu0| <a; .

Par conséquent, nous aurons

Nyct,t sz ) = |lxtt,t,, ULl < ez, V> T

quand ”xOH < ey . a

3. Exemple

On considdre le systéme z = Alt)x , x(to) =z, (1), alors on a

¢(t,to,xo) = ¢(t,to) , ol ¢(t,to) est la résolvante du (1).
Si on a
o~ 2t 0\l < e~ iace)|l
ot A(t) est telle que

0 < J Meldt = e <=, ME) >0,
t
o

alors, on prend g(t,”xo”) = A(t).

Le systéme (4), en ce cas, est u = A(t) et il a les solutions

7
ul(t) = J A(s)ds + u, u(tl) Su, 20, t, >t .
¢

Par conséquent, le systéme (4) est uniformément pratiquement stable
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a

par rapport aux données (az,az,tl,l. I) s 0p S 0 t1 > to s o u, < oy

et e+ u_ <a,.
o 2

Donc, si le systéme (1) est (uniformément) pratiquement stable
(resp. (uniformément) asymptotiquement pratiquement stable ) par rapport aux

données (a2,82,t0,|L||) > Oy S €y, (reSP-(nges,EZ:toalLll) '
€5 <0, < 52), alors par le théoréme 1 (resp. par le théoréme 2) résulte

que le systéme (2)

y = A(t)y + Flt,y) , y(to) =z,

est (uniformément) pratiquement stable (resp.(uniformément) asymptotique-

ment pratiquement stable) par rapport aux données (al,eg,é,to,|L ”),

a; < a, , (resp. (az,eg,ez,é,to,lL ), €5 <a; < 62).

En particulier, on considére le syst@me z = A(t)z , on

A(t) =
-(1+q(t)) ©

Eviderment la maximale characteristique valeur de la matrice é{A + AT)

(AT transposée de A) est N(t) = %'q(t)l-

Sion a

t

2 €y

L: Ms)ds < log E;" Vi, > t, > t, ., 0, <€
1

alors [3,§3, p.31] le systéme (1) est uniformément pratiquement stable par
rapport aux données (ag,sz,to,|L||) s @y <€y

. . s -1
En outre, si les relations ci-dessus se verifient pour ¢ (t,to)

et g(t,u) , on peut utiliser les théor&mes 1 et 2 pour prendre les

résultats pour la stabilité pratique du systéme (2).
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