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Introduction

Soit A(m) le nombre des classes de Q(4/m), m > 0. Dans [1], [3] et [5]
des conditions suffisantes pour que A(m) > 1 sont établies, lorsque m = 4¢*
+1, m=q*+4 et m =q* + 2. Dans le présent travail on dégage, par
T’algorithme de Chatelet, des cycles principaux canoniques d’idéaux réduits
pour ces cas. On retrouve alors les résultats de [1], [3] et [5] et on dé-
montre des critéres de divisibilité de A(m) dont certains se trouvent dans

[4].

§1. Principe de I’algorithme de Chatelet [2]

Soit m un entier sans facteur carré et positif. On note: k = Q(4/m),
Oy 'anneau des entiers de k£ qui admet une Z-base {1, 6} avec § = (1 + /m)/2
sim=1@) et d=.,msinon et F(X) =X*— SX + Pavec S=0+ ¢ et
P =6 ¢ ou & est le conjugué de 4. Chaque classe d’idéaux de k contient
un idéal % sans facteur rationnel (S.F.R.) défini par: tout diviseur premier
B de A est soit décomposé avec PF° qui ne divise pas A soit ramifié avec
B? qui ne divise pas. Un idéal A S.F.R. est tel que:

AN=aZ+ (@ —c)Z = (a,0 — ¢)

a est la norme de %, c e Z (racine de %), avec F(c) = 0(a). On prendra c
vérifiant: 0 < 6§ — ¢ <a. Un idéal S.F.R. est dit réduit si et seulement si
il admet deux racines dans l'intervalle 167, . Si % = (a, 6 — c) est réduit
et F(c) = —ab on appelle successeur de % 1'idéal SF.R. B = (b,0 — ¢’) ol
¢ vérifie: ¢/ —S+c=00b) et 0<f—c <b. On a alors:

g=0—cyg
a
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L’es sentiel de ’algorithme de Chatelet est résumé dans le théoreme suivant:

TutorEME. 1) L’ideal S.F.R (a,6 — c), avec F(c) = —ab, est réduit si
et seulement si

(@ + b < S —4P.

2) Dans l'ensemble fini des idéaux réduits la relation ‘il existe une
chaine de U vers B, A =, A, ---, A, =B telle que pour tout 0 <i<n
— 1, U,,, soit le successeur de UA,” est une relation déquivalence. Ses classes
sont cycles d’idéaux réduits.

3) Les cycles d'idéaux réduits représentent proprement les classes d’i-

déaux de k.
4) Soit A,; ---; U,_, un cycle quelconque d’idéaux réduits avec U, =
(a;, 6 — ¢,) alors p = [[izh(c; — 6)/a; est U'unité fondamentale de k.

§2. Groupe des classes de certains corps quadratiques

Dans la suite h(m) désigne le nombre des classes de & = Q(/m) et p,,
P’uni té fondamentale de k.

(1) m=4q¢*+ 1.
On a:

9= },i'ééﬁ, FX)=X"—X—¢ e [0]=q.

Des deux valeurs suivantes:
Fl@=—q e FQ)=—¢

On peut construire le cycle pincipal, en effet les ideaux (1,6 — q), (q,0—q)
et (q,0 — 1) sont réduits et on a:

(ﬂ:i>(q, 6—1)=1(q0—2q)
q

("= g 0-9-@w6-09
q
c’est done:
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et

on == 0?12(71 0 g4+ VigF T

i) Si g n’est pas premier, alors q = ab et de F(q) = —q = —ab on
a les deux idéaux (a,8 — q) et (b, — ¢), qui sont réduits, du fait que:

(e + by <(ab)y =q¢*"<4¢* +1= 8> — 4P
i) Si g = @, somme dans i) les idéaux:
(a,0 — q), ---, (@', 6§ — q), (a*, § — q) sont réduits.
Lemme. Four tout 1<i<n on a:
(@’,0 — q) = (a,6 — q)

Démonstration. Posons U = (a”, 8 — q).

Un diviseur premier 5 de U et décomposé avec N(P) = p et divise a.
Plus précisément si a = p{* - - - p¥ alors

A= P2 ... B ot NEB) = p,
et donc ¥ = B". Comme:
f—qgeB"CBC .- B

on af — qe®B pour tout: 1 <i<netB* = (a% 0 — q) pour tout 1 <i<n.
Comme aucun des idéaux (¢!, § — @)1 <i<n —1 nlest dans le cycle
principal, la classe de (a, § — q) est d’ordre n.

THEOREME 1. Soit m = 4¢* + 1.
1) Sim=4q" + 1, q non premier, alors h(m) > 1 [1].
2) Si m = 4ad™ + 1, alors n divise h(m) [4].

(2) m = q* + 1, q impair

On a
=" +1, FX)=X"—q¢"—1

et [0] = q. Comme F(q) = — 1 le cycle principal ne contient que (1, §—q)
et:

on=q—0=q+V¢+1

Si g = a" on a:
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Fg—-1)=—29=—2a"

Les ideaux (2,6 —~ ¢+ 1), (¢, —q+ 1), ---, (a",0 — g + 1) sont réduits
et non principaux. Comme dans 1) on a:

(@, 0 —q+1) =(a,6 —q+ 1) pour tout 1 <i<n

Puisque (2,0 — g + 1) est premier ramifié, sa classe est d’ordre 2 et (2,
—q—+1F=(@2,6—~q-+ 1) st bien que:

dlla, 0 —q+ 1)l =cla,6—-q+1)=c2,6 —q+1)
et donc (a,6 — q + 1) est d’ordre 2n.
THEOREME 2.
Si m = a™ + 1 et a impair, alors 2n divise h(m).
(3) m=¢q"+ 4, q impair :
On a:

ﬁz,Lﬁg/Qszr?, FX) =X —X—K—k—1

gq=2k+1 e [fl=k+1

Comme F(k + 1) = — 1 le cycle principal est réduit 4 (1,0 — k — 1) et

pn=kht1l—g=9a+tVa@+4,
2

D’autre part:
Fk)=—-@2k+1)=~—q

et comme ¢* < S*— 4P = ¢* + 4 on obtient un théoréme du méme type
que dans 1)

THEOREME 3. Soit m = q* 4 4 et q impair.
1) Si g est non premier, alors h(m) > 1. [3]
2) Si q = a°, alors n divise h(m). [4]

(4) m=q"+ 2, ¢ impair :

On a:
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6=V +2, FX)=X"—-q¢"—2 et [fl=q.
Comme F(q) = — 2 le cycle principal est le suivant:

1,0 —-—q9—(2,60—q)
et

(@ — o)

5 = +1l+a/e 2

On =
TaEOREME 4 [5]. Soit m = ¢* + 2, q impair. Si ¢ est divisible par un
nombre premier p, avec p = =+ 1 (8), alors h(m) > 1.

Démonstration. Comme 2 est un carré modp, soit ae{l,---,p — 1}
tel que:

=24+ 2p et 0<1<p
On pose ¢c=a + (b — 1)p olt ¢ = bp, or
F(c) = — p[2bp — 2 + 2ab — 2a) — p]
= —pd
Comme p + d < 2bp on a:
(p+d)f <4b°p* < S* — 4P = 4bp* + 8
les idéaux (p, 6 — ¢), (d, 8 — ¢) sont donc réduits et non principaux.
(5) m=qg" — 2, g impair.
On a:
0=vVg@¢ -2, FX)=X"—q¢+2 e [fl=q—1
Des deux valeurs:
Fl@g—1)=—(29—3 et Fl@—2=—22q-3)
On construit le cycle principal:

et on a:

_UW+q -1 +q—2"

2 2 .
22 — 3 ¢ —1+qvg —2

On
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Si g = (p™ + 3)/2 et p impair on a:
Flg—1)=~p"

Les idéaux (p, 6 — q + 1), - -+, (p™, 6 — q + 1) sont réduits et (p,§ — g + 1)
est d’ordre n.

THEOREME 5. Sim = (p™ + 6p" + 1)/4 (¢ = (p™ + 3)/2) avec p impair,
alors n divise h(m).
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