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POINTS FIXES DANS LES ESPACES
DES OPERATEURS NUCLEAIRES

MOURAD BESBES

We prove that some metric inequalities imply weak or weak-star normal structure.
In particular, we prove that every a>*-compact convex set in the space Ci(t?,tq)
of nuclear operators from V into /*, (1 < p, q < oo, 1/p + 1/g = 1) has the weak*
normal structure. This generalises a recent result of C. Lennard.

0. INTRODUCTION

Soient p et 9 deux reels dans (l,+oo) tels que 1/p + \/q = 1. On note
Coo(£

q,£p) Pensemble des operateurs compacts de £q dans £p et Ci(£p,£q) l'ensemble
des operateurs nucleaires de lv dans lq. II est alors classique d'identifier Ci(£p,£q) et
[Cao{£9,£p))* (voir [13]). On notera w* la topologie associee a cette dualite.

DEFINITIONS:

Soit X un dual X = Y*. On note u* la topologie prefaible (r(X, Y). On dit que
X possede la propriete du point fixe pour les convexes w*-compacts (on notera w*.p.p.f
cette propriete) si pour tout convexe w*-compact C et toute contraction

T : C - C ; \\T(x) - T(y)\\ < ||x - y\\ V x,y G C,

il existe xo G C, fixe par T.
Cette propriete est considered par exemple dans [8] ou [12]. On sait [12] que

£x = cj possede la u*.p.p.f.
Soit C un convexe w*-compact. On dira que C possede la structure normale pour

la topologie w* (On notera w*.S.N. cette propriete) si pour tout sous convexe K inclus
dans C, w*-ferme, non vide et non reduit a un point, il existe xo £ K non diametral,
(c'est a dire, tel que sup ||xo — 2/|| < diam.K'). On definit de maniere analogue la (v.S.N

dans les convexes w-compacts.
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288 M. Besbes [2]

1. RESULTATS PRINCIPAUX

Notre premier resultat etend un resultat obtenu par Lennard [10].

THEOREME 1 . 1 . Tout convexe u*-compact indus dans Ci{lp,lq) possede la
w*.S.N. En particuiier C-i.{iv,lq) possede la u*.p.p.f.

DEMONSTRATION: On etablira d'abord deux lemmes techniques dont l'idee se
trouve dans [1]. On designera par projection naturelle definie sur (T une projection

definie par : Pn(x) = (x i , . . . , xn, 0 . . .)

si x = (xi,... ,xn,xn+i,-••) G V,n etant u n entier fixe.

Soient P et P deux projections naturelles definies respectivement sur V et lq, et

soient Q et Q les projections definies par P + Q=IetP + Q=I. u

LEMME 1 . 2 . Pour tout x 6 C1{V,lq), on a

\\x\\q
Ci ^ ii-p^ir + i ^ ^ i r + i^^iici •

DEMONSTRATION: Soit y e Coo(£
9,^p)

| |y| |Ooo= ^ s u P < i | | ^ | |

= sup {\\Pytf + | |Q^| | P ) 1 / P

De plus, on a:

en effet, pour t i E ^ ' , o n a

\Pyp\l + \\PVQ\L

(I W | | \\Pu\\ + \\PyQ\\ \\Qu\\

II en resulte que

et par dualite :

\pyp\L + I M I ' +WQy\\
I II GQO " " t
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LEMME 1.3 . Soient (xn)n > 1 une suite d'elements de Ci{P,tq) tdle que xn -̂ -»
0 et l e d ^ f ) alors nminf ||xn + x||* ^ 1 / 2 « / P liminf ||xn||9 + ||x||g.

DEMONSTRATION: Comme xn -̂ -» 0 3Pn | / et Pn 1 1 deux suites de projections
naturelles definies respectivement sur P et lq telles que :

| - 0 .

En utilisant le lemme precedent, on obtient :

||xn + x||9

avec lim en = 0 d'ou
n—•oo

liminf ||xn + x||9 ^ ||x||? + liminf

G
i i n v 1 j q 11 ^ ^ 11

QnXnPn\\ +||*BQB||«) > | g « * n P » | + ||*«

Done: liminf ||zn + x||9 ^ ||x||9 + — j - liminf ||xn||9 .

D

REMARQUES 1.4. Le coefficient l /2 ' / p dans le lemme 1.3 est necessaire comme le
montre l'exemple suivant. D'ailleurs dans le cas ou p = q = 2 le coefficient 1/2 est le
meilleur possible.

EXEMPLE. Dans le cas ou p — q = 2 considerons les elements xn et x de C\ =
Ci(^2,^2) definis par :

1
x — — ei ® ei et xn = ei ® en + en ® ei + aen ® ena

ou a > 0 et (ex,..., en,...) est la base canonique de £2 . II est alors facile de voir que

*« ^ > 0, ||xn||Ci = y/^Tl^n > 1; ||x||Ci = I /a et ||xn + x||Ci = (a2 + l ) / a .

Ainsi si C est un reel positif verifiant l'inegalite

liminf ||xn + x||2 ^ £7liminf ||xn||2 + ||x||2 ,

alors f^T^l ^ C^2 + 4) + ̂ ' V « > °
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et done C $J (a2 + 2 ) / ( a 2 + 4) , pour tout a > 0, ce qui entraine que C ^ 1/2.

En prenant a = 1, on a : liminf ||a;n|| > liminf \\xn + x\\.

Cet exemple montre done aussi que l'espace Ci(i2) ne verifie pas la condition

d'Opial dont il sera question a la fin de l'article.

Remarquons que le lemme 1.3 permet de montrer aussi que l'espace Ci(£p,lq)

verifie la propriete UKK* [6] definie par : Ve > 0 3 6 > 0 tel que

ll*»ll < 1
xn —> x

inf{||a;n -x

En effet, considerons une suite (xn) telle que :

| |zn | | ^ l,xn -^-> x et inf{||a;n - xm\\ ,n

alors liminf ||xn — x\\ ^ e/2.

D'apres le lemme 1.2, on obtient,

( ^ \
I 1 , , , . I
\ 2('/J>+«V

et done llxll ^

La fin de la demonstration du theoreme 1.1 est maintenant classique [12, par
exemple].

Soit C un convexe w*-compact, non vide et non reduit a. un point ou tout point
est diametral. II existe alors une suite (xn)n>l dans C telle que :

ou 8 = diami^f.

Quitte a en extraire une sous-suite et a faire une translation, on peut supposer que

xn •—* 0. D'apres (*), on a liminf | |xn| | > 0.

D'autre part, d'apres le lemme 1.3 on a :

V xeK l i m i n f | | x n - x f ^ - ^

et done sup ||z|| < d iamK, ce qui contredit l'hypothese. U
K
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2. GENERALISATION DES RESULTATS

On se propose maintenant de generaliser les resultats precedents.

PROPOSITION 2 . 1 . Soit X un Ba.na.ch. Supposons qxi'il existe p > 0 , o p et
/3P £ [0,1] tels que

(i) a p + / 3 p > l ,
(ii) sup ||*n - x f > a p ||x||p + 0pliminf \\xn\\

p

n

pour toute suite (xn) telle que xn -^-» 0 et tout x £ X. Alois tout convexe u-com.pa.ct
de X possede la iv.S.N.

DEMONSTRATION: Supposons qu'il existe un convexe K w-compact dans X , non
vide et non reduit a un point ou tout point est diametral. D'apres [4], il existe une
suite (zn) n >i dans K telle que : Km d(a;n+i, conv ( z i , . . . , » „ ) ) = 6 (*) (S etant le

** n—•oo

diametre de K).
Quitte a en entraire une sous-suite et a faire une translation on peut supposer que

D'apres (*) on a liminf ||a:n|| = 6 car 0 £ conv lx\,... ,xn,...). En appliquant
n—>oo

l'hypothese de la proposition a la suite {xn)n>1, on obtient 6P ^ ap \\x\\p+l3p6p V x £ K
ce qui montre que 0 est non diametral dans K. II en resulte que tout convexe w-compact
de X possede la w.S.N. D

Dans l'argument ci-dessus, on utilise le theoreme de Mazur sur la compatibilite des
topologies faibles et fortes pour demontrer que 0 £ conv ( x i , . . . ,xn,...) . Dans le cas
ou X est un dual separable, on peut modifier cet argument grace a une construction
due a Lennard [11] ce qui permet d'obtenir la Proposition 2.2:

PROPOSITION 2 . 2 . Soit X unduai separable. Supposons qu 'il existe p > 0,ap

et (3P £ [0,1] tels que :

(i) a p + / 3 p > l ,

(ii) sup ||xn — x||p ^ a p ||x||p + j9pliminf | |xn| |p

n

pour toute suite (xn) telle que xn —» 0 et tout x £ X. Alois tout convexe w*-compact
de X possede la ui*.S.N.

DEMONSTRATION: Supposons qu'il existe un convexe K w*-compact, inclus dans
X, non vide et non reduit a un point ou tout point est diametral. Soit (un) une suite
dense dans K pour la topologie forte. En suivant [11], on construit une suite (xn)
d'elements de K telle que:

V n ^ l , d(xn+i, conv (xi,... ,xn,m,... ,un)) >5f 1 J
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(ou 6 est le diametre de K). Comme K est w*-compact et X est separable, il existe
*

une sous suite {xv(n)) telle que x^n) —• x E K. De plus, comme la suite (un) est
dense dans K, il existe une sous suite (x^,o^,(n)) telle que lim llxpo^n) — x\\ = S. (On

n—>oo

peut construire cette sous suite par recurrence en choisissant pour chaque n un element
uf(n) tel que ii$(n) — x < 1/n et /0(n) tel que ^{n) > V"(rc ~ 1) e^ ipoi'(n) > ^(^))-

En appliquant l'hypothese de la proposition a la suite \xlpo^n^ — x), on montre
comme ci-dessus que x est non diametral dans K. II en resulte que tout convexe
o>*-compact de X possede la w*.S.N. U

Les propositions ci-dessus permettent de montrer des resultats d'existence de points
fixes dans les espaces isomorphes a Ci(lp,£9) . Nous avons en effet le:

COROLLAIRE 2 . 3 . Soit X un Banach K-isomoiphe a C\{lp,lq) ; supposons

que K < (l + l/(2?/p)) ; alors tout convexe w-compact de X possede la u.S.N.

REMARQUES 2.4. La proposition 2.1 permet en particulier de retrouver les resultats
suivants (voir [9]):

(a) Soit X un Banach if-isomorphe a tp avec 1 ^ p < oo et K < 21'1" .
Alors tout convexe w-compact de X possede la u.S.N.

(b) Cas des espaces de James: Soit
K

Jp = i(xn) e c0; sup ^2 \xnjk - xnjkl \p < oo, Til < n2 < • • • < n2K, K > 0}.
*=i

On munit l'espace Jp de la norme :

\ I/P

i f e = l

Jp est alors un espace de Banach pour tout p 6 [l,+oo[. Si X est if-isomorphe a Jp

avec K < 21^p, alors tout convexe w-compact de X a la u/.S.N.

REMARQUE 2.5. Examinons les deux cas particuliers suivants de la proposition 2.2:

(a) <xp = 1 et /3P > 0
(b) ySp = 1 et ap > 0

Dans le premier cas, on peut montrer comme ci-dessus pour Ci(lp,l9) que X verifie
la propriete U.K.K.* Dans le deuxieme cas, l'espace X verifie la propriete d'Opial pour
la topologie w* definie par:

On dit que X verifie la condition d'Opial [16], pour la topologie u>* si pour toute

suite (xn) dans X telle que xn —> xo et tout x ^ XQ on a:

liminf \\xn — x\\ > liminf llx,, — zoll •
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R E M A R Q U E 2.6.

* Tout dual verifiant la condition d'Opial pour la topologie w* possede la u* .p.p.f

(voir [5] ou [16]).

* L'espace I1 — cj verifie la condition d'Opial pour a(l},co) • II en est de meme

des espaces £p, 1 < p < oo pour a(£p,£q) ou l / p + 1/q — 1.

* L'exemple donne dans la remarque 1.4 montre que C\ ne verifie pas la condition

d'Opial.

* L'exemple suivant montre que l'espace de Hardy H1, ne verifie pas la condition

d'Opial pour la topologie prefaible naturelle. Neanmoins, on montre ([2] ou [3]) que

H1 a la w*.p.p.f.

Posons fn{z) = l /2z 2 n + zn et f(z) = 1/2

• f2lr 1 dO
U J ^ 0, | | / n | | H l = / |1 + 1:e

inB\ —
Jo *• tif

r2n

alors
/o

2TT

/

2

cosnfl)—=
2TT

* D. Van Dulst a demontre dans [5] que pour tout dual separable X on peut

trouver une norme duale | |, equivalente a sa norme initiale, telle que (X, \ |) verifie la

condition d'Opial.

Notre dernier resultat fournit une reponse positive a une question de Sims [14]

(voir aussi [7] et [15]) dans le cas ou X est separable.

THEOREMS 2 . 7 . Soit X us dual separable verifiant la. condition d'Opial pour

la. topologie u>*. Alors tout convexe w*-compact de X possede la u*.S.N.
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