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SUR LE PRINCIPE DE DOMINATION POUR LES
NOYAUX DE CONVOLUTION

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Dans toute la suite X désigne un groupe abélien localement compact
et dénombrable & l'infini; & est sa mesure de Haar. Nous rappelons
qu’un noyau de convolution N sur X signifie une mesure de Radon posi-
tive dans X. Il est connu que le principe de domination pour N joue
un grand role dans la théorie du potentiel. Nous remarquons ici qu’il
existe deux sortes des principes de domination pour N; 'un est défini
par G. Choquet et J. Deny (cf. [3]), qui est trés utile pour discuter le
principe du balayage, et 'autre est introduit de celui dans le cardre plus
large (cf. [8]). Nous montrerons d’abord que ceux sont équivalents. Par
conséquent, on pourra discuter, en méme temps, sur les mesures balayées
relativement au noyau N et sur la résolvante associée au noyau N.

Nous montrerons ensuite que, pour un noyau de convolution N sur
X satisfaisant au principe de domination, les trois énoncés suivants sont
équivalents:

(a) N satisfait au principe complet du maximum.

(b) N est de type positif.

(¢) N est borné.

L’équivalence entre (a) et (c) était déja énoncée dans [4] sans aucune
démonstration.

Nous discuterons finalement sur les noyaux de convolution de Hunt
sur X et sur les noyaux de convolution de Dirichlet généralisés sur X
(cf. [6]). Evidemment un noyau de convolution de Dirichlet généralisé
est un noyau de Hunt. Nous proposons donc de fournir une condition
pour que son inverse ait lieu.
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2. Les deux sortes des principes de domination

Soient Ly, = Ly o(&), My = M (&) et Cx = Cx(X) respectivement ’ense-
mble constitué par toutes les fonctions réelles et localement &-sommables
dans X, le sous-ensemble de L,, constitué par fonctions bornées & support
compact, et 'espace des fonctions finies et continues dans X & support
compact, et muni de la topologie inductive. L? = L*¢) et L' = L&) sont
les notations usuelles. L., --- sont respectivement leur sous-ensembles
des fonctions non-négatives.

Soit N un noyau de convolution sur X; on note N le noyau de con-

volution sur X défini par jga(X)dN(x) = ~[go(—ac)olN(x) pour toute ¢ de Cg,

qui s’appelle le noyau adjoint de N. Pour une mesure de Radon réelle
u# dans X, Nxp s’appelle le N-potentiel de x dés que cette convolution a
un sens. Si le N-potentiel N+p de p est absolument continu par rapport
a &, sa densité s’écrit Np. En particulier si g = f¢, ou fe Ly, on note
Nxy=Nxf et Nyu= Njf. Si une fonction f est N-sommable, la convolu-
tion N« f est au sens des fonctions.

Pour une mesure de Radon réelle p dans X, s(x) désigne le support
de u, et en particulier si x = f¢&, ol feL,, on note s(f) = s(p). k(f)
désigne 'ensemble {x € X ; f(x) = 0}.

DEFINITION 1. Un noyau de convolution N sur X satisfait au C-principe
de domination (resp. C-principe complet du maximum) si, quelles que
soint ¢, ¥ de Ck, I'inégalité N+¢ < N# (resp. Nxp < N+ + 1) est satis-
faite sur X dés qu’elle 'est sur s(p).

Cela est défini par G. Choquet et J. Deny [3].

Remarque 1. Le C-principe de domination (resp. le C-principe com-
plet du maximum) pour N est équivalent a 1’énoncé suivant:

Quelles que soient g, v mesures de Radon positives dans X a support
compact, ’inégalité Nxp < Nxy (resp. Nxp < Ny + &) est satisfaite au
sens des mesures dans X des qu’elle ’est au sens des mesures dans un
voisinage de s(p).

Cela se comprend immédiatement de la définition.

Soit N un noyau de convolution sur X; alors pour une fonction f
de Mg, Nf a un sens et elle est localement bornée dans X. On a ensuite
la remarque suivante:

Remarque 2. Pour une fonction f de L* & support compact, Nf a
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un sens et elle est localement de L.
Cela résulte immédiatement du fait que, quels que soient K un com-
pact de X et f une fonction de My portée par K,

[ inrras < | |Nrpae + [ 1%rpas < 2405 MAG; Wi rrae,

A(K; N) = &-ess. sup NXK(oc) .
TEX
On désigne par yx la fonction caractéristique de K.

DEFINITION 2. Un noyau de convolution N sur X satisfait au
M-principe de domination (resp. M-principe complet du maximum) si,
quelles que soient f, g de Mj, I'inégalité Nf < Ng (resp. Nf < Ng + 1)
est satisfaite &-p.p. sur X deés qu’elle ’est &-p.p. sur k(f).

Un noyau de convolution sur X étant un cas spécial dans le cadre
des noyaux résonables (cf. [8]), il est nécessaire de discuter le M-principe
de domination. La remarque suivante est déja obtenue dans [9].

Remarque 3. Le M-principe de domination (resp. le M-principe com-
plet du maximum) pour N est équivalent 4 1’énoncé suivant:

Quelles que soient f, g de M, Pinégalité Nf < Ng (resp. Nf < Ng
+ 1) est satisfaite &-p.p. sur X deés qu’elle 'est &-p.p. sur s(f).

THEOREME 1. Soit N un noyau de convolution sur X; on a alors:
(1) Les deux principes de domination sont équivalents.
(2) Les deux principes complets du moaximum sont équivalents.

Démonstration. Le M-principe de domination pour N déduit évidem-
ment le C-principe de domination pour N, et par suite, il suffit de montrer
son inverse. On va séparer sa démonstration en trois parties suivantes.
On désigne par ¢ la mesure d’unité & 1’origine de X.

1° Si N satisfait au C-principe de domination, alors, quelle que soit
¢ une constante non-négative, N + ce¢ satisfait aussi au C-principe de

domination.
Supposons que, pour une constante ¢ = 0 et pour deux fonctions ¢
et ¢ de Cj,
Nixg + cp < Nxy + ¢ sur s();
on a alors
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Nix(p —d)* + ¢lp — )" = Nx(p — )™ + clp — )~ sur s((p — W),
car s(p) D s((¢ — y)*). On a donc
Nx(p — y)* < Nx(p — )~ sur s((p — ¥)*),

et par suite cette inégalité a lieu sur X, d’aprés le C-principe de domina-
tion pour N. Par conséquent,

Nx(@— W+ clg— W S N«( — )" + ey — @)t sur X,

d’ot Nx¢ + cp < Nx+y + ¢ sur X, et par suite N + ce satisfait au
C-principe de domination.
2° Soit ¢ une constante positive. Si N 4- ce satigfait au C-principe
de domination, alors il satisfait au M-principe de domination.
Supposons que, pour deux fonction f et g de Mz,

Nf +c¢f £ Ng + cg &p.p. sur s(f) .

On choit une suite décroissante (w,)s.; d’ouverts relativement compacts
de X telle que 'on ait w, D s(f) et lim,.,. &w,) = &(s(f)). On désigne
par y, la fonction caractéristique de w, — s(f), et alors la suite (Ny, + ¢x,)
converge d’une maniére décroissante vers 0 &-p.p. sur X avec n — - oo.
Posons

a = §-ess. sup (N f(z) + ¢f(@);

rCoy

alors 0 < a < 40, et o1 a

NJ +ef SN+ ¢g + —(Ny. + cza) §-D.p. dans o, .
D’aprés la remarque 1, on a

NJ +ef £Ng + eg + <(Ngu + ) &p-p. sur X

Faisant n» — +oco0, on arrive & la conclusion que Nf + ¢f < Ng + cg
&-p.p. sur X, d’olt N 4 ce satisfait au M-principe de domination.

3° Si, quelle que soit ¢ une constante positive, N 4+ ce satisfait au
M-principe de domination, alors N y satisfait aussi.

Supposons d’abord que, pour deux fonctions f et g de Mi, Nf < Ng
&-p.p. sus k(f). On pose
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Sal®) = f(x) sur 1xeX; Ng(x) = Nf(x) + %}

et f.(x) = 0 dans son complément. On choit ensuite une constante posi-
tive ¢, telle que

cq(§-ess. sup f(x) < 1
z€eX n

et ¢, converge d’une maniere décroissante vers 0 avec n — +oco. Alors
on a

Nf, + ¢.fn < Ng + ¢,9 &p.p. sur k(f,) ,

et donc la méme inégalité a lieu &-p.p. sur X. Faisant # — + oo, on a
Nf £ Ng &p.p. sur X. Par conséquent, si, pour deux fonctions f, ¢
de M3, Nf £ Ng et Nf > 0 &p.p. sur k(f), on a alors Nf < Ng &-p.p.
sur X, car, quel que soit 0 < a <1,

aNf = N(af) < Ng &p.p. sur k(f),

et par suite aNf < Ng &p.p. sur X. Il suffit de voir que, quelle que
soit f de M3, Nf > 0 &-p.p. sur k(f) dés que N == 0. Supposer qu’il
exists une fonction non-zéro f de M3 telle que Nf = 0 &p.p. sur k().
Dans ce cas, si 'on a, quelle que soit g de M3%, Ng = 0 &p.p. sur k(f),
alors Nf =0 &p.p. sur X, et donec N = 0. Par conséquent, si N % 0,
il existe alors une fonction g de My et une constante positive ¢ telles que

E{xek(f); Ng(x) = c}) > 0.
Posons
f(x) = f(x) sur {xek(f); Ng=) = ¢}

et f/(x) = 0 dans son complément; alors, pour un nombre § > 0 quelcon-
que, il existe une constante positive ¢; (£1) telle que

Nf' + ¢f < o(Ng + ¢,9) &-p.p. sur k(f),

et par suite, la méme inégalité a lieu &-p.p. sur X. Faisant 6§ — 0, on
a Nf’ =0 &p.p. sur X, mais cela est en contradiction avec N == 0.

Par conséquent, on achéve la démonstration de 1’énoncé (1). L’énoncé
(2) peut étre montré de la méme maniére, et par suite la démonstration
est ainsi compléte.
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Les deux sortes des principes de domination (resp. principes complets
du maximum) étant équivalents, on dit simplement que N satisfait au
principe domination (resp. au principe complet du maximum) s’il satisfait
au C-principe de domination ou au M-principe de domination (resp. au
C-principe complet du maximum ou au M-principe complet du maximum).

D’aprés la presénte démonstration, on a la remarque suivante:

Remarque 4. Pour qu’un noyau de convolution N sur X satisfasse
au principe de domination (resp. au principe complet du maximum), il
faut et il suffit que, quel soit ¢ > 0, N 4 ce satisfasse au principe de
domination (resp. au principe complet du maximum).

En général, cela n’a pas toujours lieu (cf. [8]).

3. La résolvante et le principe du balayage

Le lemme suivant jouera un grand rdle pour notre discussion sur le
principe du balayage et la résolvante.

LEMME 1. Soient N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination, et f, g deux fonctions de Li,; supposons que
N(f+ 9 a un sens. Si, pour une constante non-négative ¢, Nf + cf
< Ng + cg &-p.p. sur k(f), alors, quelle que soit ¢’ une constante avec
0cdZe, Nf+cf< Ng + cg &p.p. sur X.

Démonstration. D’aprés la remarque 4, N + c¢’e satisfait au principe
de domination, et donc I’implication suivante déduit notre proposition:

Nf+cf < Ng+ cg &-p.p. sur k(f) = Nf = Ng &-p.p. sur X .

De la méme maniére que dans la démonstration du théoréme 1, on peut
supposer &(k(f) N k(g9)) = 0. Alors on a Nf < Ng &p.p. sur k(f). Si
N = 0, la présente implication est évidente, et on suppose N # 0. Ayant,
quelle que soit # de Mz, Nh > 0 &-p.p. sur k(h), on a Nf > 0 &p.p. sur
k(f). On choit une suite croissante (K,):_, de compacts de X telle que
Uz K, = X; on pose ¢,(x) = inf (9(x),n) sur K, et ¢g,(x) = 0 dans ¥K,.
Pour un entier m > 0, on pose ensuite

m

Fan@) = " =L @) sur fweX; Ng,(@) = fm—w:lNg(x)

m

et fnn(x) =0 dans son complément. D’aprés le principe de domination
pour N, on a
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Nfmn < Ng, < Ng &p.p. sur X .
Faisant n» — 40, on a

m_legNg &p.p. sur X,

et ensuite faisant m — +oco, ona Nf < Ng &-p.p. sur X. La démonstra-
tion est ainsi compléte.

COROLLAIRE. Soit N le méme que ci-dessus et ¢ une constante posi-
tive. Si, pour une fonction f de Ly, Nf ¢ un sens et Nf +c¢f =0
&-p.p. sur k(f), alors f = 0.

D’apres le présent lemme, Nf = 0 &p.p. sur X, d’ou f=0.

THEOREME 2. Soit N un noyau de convolution sur X. Si N satisfait
au principe de domination, alors, pour une mesure de Radon positive p
dans X a support compact, un ouvert relativement compact o de X et
pour un nombre p > 0, il existe une mesure de Radon positive (4, , dans
X portée par @, et une seule telle que 'on ait:

(@& N+ A/pe) sy, < Nxp au sens des mesures dans X.

(b) (N + (A/p)e)* ., = Ny au sens des mesures dans o.

(¢) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X portée
par @, ona (N + (1/p)e)xv = (N + (1/p)e) * ., au sens des mesures dans
X dés que (N + (1/p)e)*v = Nxp au sens des mesures dons o.

Démonstration. On montrera d’abord que, pour une fonction f de
M} et pour un compact K de X, il existe une fonction f, . de Mj portée
par K, et une seule telle que 'on ait

Nfjx + %f;,x < Nf ¢p.p. sur X et Nfj, + %f;,,K = Nf é-pp.surK .

On note L*K) le sous-espace de L’ constitué par fonctions portées par K.
Posons

P(N + %e;K) = |V + %g; ge LK),

ol (N9)z(x) = Ng(x) sur K et (Ng)x(x) = 0 dans son complément. Alors,
d’aprés la remarque 2, P(N + (1/p)e; K) € LAK). Pour une fonction 4

https://doi.org/10.1017/50027763000015610 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000015610

156 MASAYUKI ITO

de LXK), si 'on a, quelle que soit g de L*K), Ih(Ng + A/p)g)dé =0
alors Nh + (1/p)h = 0 &-p.p. sur K D s(h), et donc Ni + (1/p)h = 0 sur
s(h). D’aprés le corollaire ci-dessus, on h =0, d’olt P(N + 1/p)e; K)
est dense dans L%K). (Nf)x appartenant a L*K), il existe une suite
(Ngx + A/p)g)i, de P(N + (1/p)e; K) qui converge fortement vers
(Nf)x dans LK) avec n — +oo. On a alors

Wodx + 20, <0 (N([Woe + Lan — k)
b P /

+ 2 (|@anx + Lan — @Vx])) + N5+ Ly
p Yy D
&-p.p. sur X. D’aprés le principe de domination pour N + (1/p)e,

< p(N(|(Ngn)K T %gn - (Nf)Kl)

]Ngn + lgrn
D
1 1 1
+ —( (Ngx + ~00 — N + Nr+ Ly
D P D
&-p.p. sur X. D’aprés le lemme 1, on a
INg,| < pN(](Ngn)K T %gn - (Nf)KD NS

&-p.p. sur X, et par suite (g,) est bornée dans L*(K). On peut supposer
que cette suite converge faiblement vers une fonction f, . dans L*K)
avec n — 4oo. Par conséquent, la suite (Ng.)x + (1/p)g.)5_. converge
aussi faiblement vers (Nf] x + (1/p)f, « dans LK) aveec m — +co.
D’autre part, elle converge fortment dans L*K), et par suite, (N¢g,)x
+ (1/p)g.) converge fortement vers (Nf; J)x + (1/p)f, x dans LX(K) avec
N — +oco. D’apres le lemme 1, on a
Nfx + %fé,K <Nf et Nf,x=NJfé&pp. sur X,

d’olt f; x = 0. Nf étant bornée sur K, on a f, € Mi. L’unicité de f;
résulte immédiatement du corollaire ci-dessus.

Soient x# une mesure de Radon positive dans X & support compact
et o un ouvert relativement compact de X; pour une suite (¢,);., de
fonctions de C; portées par un compact fixé de X et qui converge vagu-
ement vers ¢, il existe une fonction [ de Mj portée par K, et une seule
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telle que 'on ait
Nfim+ %f;fz < N(px¢,) &-p.p. sur X et Nf{™ +%f‘jﬁ} = N(u*¢,) &-p.p.sura.

La suite (f%&);_, étant vaguement bornée, il existe une mesure de Radon

positive g, dans X portée par @ et telle que, au sens des mesures,

1

Nty tty S Nop dans X et Noggl, + L

—ty,=Nxp dans o .
Y4
Dans ce cas, p,, n’est pas toujours unique.

On choit une famille (w,),., filtrante & droite d’ouverts de X telle
que l'on ait @, C w, U,es®, = o et, quels que soient «, 8 de 4 avec
ax B, @, C w Soit p, une mesure de Radon positive dans X obtenue
ci-dessus pour 'ouvert w, et px. Alors, d’aprés la remarque 1, la famille
(N*ty .. + (/D) 0 )aca» est fitrante & droite. D’autre part, (4, ).cq est
vaguement bornée. On prend un point vaguement adhérent 1, , de (¢ . )ees
et alors y,, vérifie évidemment les conditions (a) et (b). Soit v une
mesure de Radon positive dans X portée par @ telle que Nxv + (1/p)y
= Nxp au sens des mesures dans w; alors, quel que soit a€ 4,

1
;#Z,wa

, dolt Nev + %u > Nut,, + %ﬂ;,w

Nxy + —l-ugN*/,e;',% +
4
au sens des mesures dans X. Donc 4, , vérifie la condition (c).
Montrons fiinalement 1'unicité de g, ,. Soit 4, , une autre mesure

de Radon positive dans X portée par @ et qui vérifie les tois condition
ci-dessus; alors on a

Nty + Lp = Nagll o+ Ly,
14 14
au sens des mesures dans X. Donc, qulle que soit ¢ de Cyg,
1
N+t ,x0) + %(;e;,,mw) = N¥ ) + (5 n9)
dans X, et par suite, d’apres le corollaire du lemme 1, g, ,x¢ = p ,*¢,
d’ou 4, ., = . La démonstration est ainsi compléte.

On dit que ¢, , est la mesure balayée de p sur o relativement &
(N + (1/p)e, N).
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COROLLAIRE. Soient N et p les mémes que ci-dessus. Pour une fonc-
tion ¢ de C%, il existe une suite (¢, ,);., de Ck telle que la suite (N#¢), ,
+ (A /p)p,,.) converge d’une maniére croissante vers Nx¢ avec n — oo,

On choit une suite croissante (w,)y.; d’ouverte relativement compacts
de X telle que \UJ;_, 0, = X. Soit ¢,, la mesure balayée de ¢ sur o, re-
lativement & (N + (1/p)e, N); alors (N=x¢,, + (1/p)e,,) converge d’une
manilre croissante vers N avec n — +oco. En posant ¢, = ¢*e,,, la
suite (¢ ,) vérifie notre condition.

ProrosITION 1. Soient N, p et o un noyau de convolution sur X
satisfaisant aw principe de domination, un nombre positif et un ouvert
relativement compact, respectivement. On note &, ,, lo mesure balayée
de ¢, sur o relativement & (N + (1/p)e; N), oit ¢, est la mesure d’'unité a

xeX. Alors, quelle que soit ¢ de C%, la fonction x—>~[¢ds;,p,m est une

différence de deux fonctions semi-continues inférieurement. On a, quelle
que sott p une mesure de Radon positive dans X & support compact,

#;,a) = ‘[elx,p,a)d#(x) ’
ou u,, est lo mesure balayée de p sur o relativement & (N + (1/p)e; N).

Démonstration. 11 suffit de montrer que, quelle que soit ¢ de C%, la
fonction = — f (N+¢ + (1/p)p)de, ., est semi-continue inférieurement dans

X, car, d’apres le présent corollaire, pour une fonction ¢ de C%, il existe
une suite (¢}) de Cj telle que (Nx¢), 4+ (1/p)g,) converge d’une maniére
croissante vers N x ¢. Pour un point x de X, il existe une famille filtrante
(¥)eea convergeant vers = et une mesure de Radon positive ¢, , dans X

77

telles que (e, , .).cs CONVerge vaguement vers ¢, ,, et que l'on ait

lim [(Nep + Lo)dey,, = lim [(Neg + 20)d, .
=z P « p
Nug + —p)de
= f *Q + 590 dely,p,0 -

Evidemment ¢, , est portée par @ et on a, au sens des mesures,

Z,P,0 =—

(N + le)*e" < N=x¢, dans X et (N + —1—5)*5;’,1,",, = N¥e, dans o .
b b

On a, d’apres la condition (¢) dans le présent théoreme,
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1

(N + Ee)*e;,p,w < (N + 1 )*e;',p)m

—&
P
au sens des mesures dans X. Donc

I(N*go + %go) del) po= ngad(N*e;’,p,w + %s;',p,m>

2 fod(Nedsy + 3]

= f(]\?:kgo + lg@)de;,p,w R
4

d’ou x ——»I(N x@ + (1/p)p)de, ,., est semi-continue inférieurement. Pour
une mesure de Radon positive ¢ dans X & support compact, l’intégrale

fe;,,,,md‘a(x) est une mesure de Radon positive dans X portée par @ et on

a, au sens des mesures,
(N + %e)*(fe;‘p,md,u(x)) < Nxp dans X et (N + %e)*(js;,p,mdp(x)) =Nxp

dans o. Soit (®,),., une famille filtrante & droite d’ouverts de X telle
que @, C w, | ses®, = w; alors e;,,,,wa converge vaguement vers e;,p,m, et

done J.e;,p,wd,a(x) converge aussi vaguement vers fs;,p,mdp(x). D’apres la

remarque 1, au sens des mesures,

(N + ls)*(js;,p,madp(x)> < (N + le)* e
D p
dans X, d’ou
N L[ 1y,
+ e op @) < (N + et

D’aprés la définition de g, ,, on a

oo = [ehpdu@) .

La démonstration est ainisi compléte.

COROLLAIRE. Soient N, p et w les mémes que ci-dessus. Pour un
point x de X,
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1w
Nwzgz= &,

au sens des mesures dans o, 0% €3, , =€y ,, et e, , = |e"0de, , (Y)
(n = 2).

On a d’abord, quel que soit # un entier positif,

Nxelph + Z t5p0 = Nxeg
au sens des mesures dans o. Donc > 7_.,¢{),, a un sens, et par suite
e, . converge vaguement vers 0 avec n— +oo. Ayant s(e{), ,) C @, N*{), ,
converge aussi vaguement vers 0 avec n — -+ oo, d’oll, au sens des mesures,

Nxe, =

Zleggj;,w dans o .
=

S

Soit (w,)s_, une suite d’ouverts relativement compacts de X telle que
By C wny, e s 0, = X. On note ¢,,, la mesure balayée de ¢ sur o,
relativement & (N + (1/p)e, N) ; on a alors ¢, ,, = ¢}, .., au sens des mesures
dans ,. Donc (¢,,,) converge vaguement vers une mesure de Radon
positive pN, dans X avec n — +oo. Alors, quel que soit « de X, (5.4,
converge vaguement vers pN,*xe, avec n — +oo, et (N,),», est une
résolvante, c’est-a-dire, quel que soit p > 0 et ¢ > 0,

N, — N,=(q — p)N,*N,
On dit que (IV,),», est la résolvante associée au noyau N.

DEFINITION 3. On dit qu’un noyau de convolution N sur X satisfait
au principe du balayage si, pour une mesure de Radon positive g dans
X & support compact et pour un ouvert relativement compact o de X,
il existe une mesure de Radon positive x4 dans X portée par @ telle que,
au sens des mesures, Nxpu = N+, dans X et N+xp = Nxy dans o.

La proposition suivante est déja connue dans [3]. Elle sera immé-
diatement obtenue du théoréme 2.

PRrROPOSITION 2. Soit N un noyau de convolution sur X. Alors les
quatre conditions suivantes sont équivalentes.

(1) N satisfait au principe de domination.

(2) N satisfait au principe du balayage.
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8) N satisfait au principe de domination.
(4) N satisfait au principe du balayage.

Démonstration. 11 suffit de voir (1) = (2) et (2) = (3). Supposer que
(1) a lieu. Pour une mesure de Radon positive x dans X & support com-
pact et pour un ouvert relativement compact v de X, on note y,, la
mesure balayée de x sur o relativement a (N 4 (1/p)e, N). Alors (¢, )0
est vagument bornée, et donc on peut supposer qu’il existe une mesure
de Radon Positive 4, dans X portée par @ et telle que 4, , converge vague-
ment vers g, avec p— +co. On a alors, au sens des mesures, Ny, < Nxp
dans X et Nxp, = Nxp dans o, d’out (1) = (2).

Supposer que (2) a lieu et que, pour deux fonction ¢, 4 de Cj,
Nx¢ < N+ on s(p). Pour un point x de X, il existe une mesure de Radon
positive &), portée par {xre X;¢(x) > 0} et telle que, au sens des mesures,
Nxe, < Nxe, dans X et Nx¢, = Nxe, dans {x e X; o(x) > 0}. On a alors

Nixo(x) = fgod(N*e,,) = fgod(N*e;) = IN* pde), < JZ\V/'* Yde),
= [va@ ) = [va@se) = Ny,

d’ott (2) = (3). La démonstration est ainsi compléte.

Par conséquent, si N satisfait au principe du balayage, alors, pour
une mesure de Radon positive ¢ dans X et pour un ouvert relativement
compact o de X, il existe une mesure de Radon positive x4, dans X portée
par @ et telle que 'on ait:

(1) N=xp, < Nxp au sens des mesures dans X.

(2) Nxy, = Nxp au sens des mesures dans o.

(3) Quelle que soit v une mesure de Radon positive dans X portée
par @, Nxy = Nxy, dans X dés que N+y = Nxp dans o.

Dans ce cas, N xy, est déterminé uniquement, qui s’appelle le potientel
balayé de Nxpu. Mais g, n’est pas toujours unique. Si cela est uniqu-
ement déterminé, elle s’appelle la mesure balayée de g sur o relativement
au noyau N.

COROLLAIRE. Soint N, p et w respectivement un noyowu de convolution
sur X satisfaisant au principe de domination, un mombre positif et un
ouvert relativement compact de X ; pour un point x de X, on note &, , , la
mesure balayée de ¢, relativement & (N + (1/pe; N). Alors e, , ., = ¢ 4 , o

En effet, on a, au sens des mesures,
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dans —w, et donc

!

dans w, d’ott & ,, =28, , ..

4. ' Le principe complet du maximum et}le: type positif
On commencera d’abord avec le lemme suivant:

LEMME 2. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination; alors les deux conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(1) N satisfait au principe complet du maximun.

(2) Quels que soient p, o et p un nombre positif, un ouvert rela-
tivement compact de X et une mesure de Radon positive dans X & support
compact, respectivement; on a alors J-d#;,m < Jdg.

On montrera d’abord I’'implication (1) = (2). Pour cela, il suffit que,
quel que soit x de X, fde' < 1. D’apreés le corollaire ci-dessus, il suffit

Z,p,0 =

de voir que, quelle que soit f de M3z, ff;,;wdaf < ffd{-‘, o f, & estla
mesure balayée de f& sur o relativement & (V + (1 /p)e;N ). De la méme
maniére que dans le théoréme 2 et d’apreés le principe complet du maxi-
mum pour N, il existe uniquement une fonction g, de M; portée par @
telle que Ng, + (1/p)g, < 1 &p.p. sur X et Ng, + (1/p)g, = 1 &p.p. sur
@. Done

[ 70 = [(No + —o.) s = [(N Ty 2130 ) 0.0
= [N @g.@ds@) = [No@r@ds@ = [ra,

d’ou (1) = (2).
L’implication (2) = (1) peut étre montrée de la méme maniére que

dans la proposition 2.
On obtient, en méme temps, que le principe complet du maximum

pour N est équivalent au principe complet du maximum pour N.
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DEFINITION 4. Soit N un noyau de convolution sur X. On dit que

BN

N est borné (resp. s’annule & linfini) si, quelle que soit ¢ de Cx, Nxo¢
est borné sur X (resp. Nx¢ s’annule & 'infini). On dit, d’autre part, que

N est de type positif si, quelle que soit ¢ de Cg, ~fN*go(ac)ga(ac)olé(:c) = 0.

On remarque que ‘‘le type positif” n’implique pas toujours “symétrique”
(c’est-a-dire, N = N). Si N est de type pisitif (3 notre sens), alors N + N
est de type positif au sens usuel, et donc il est borné.

LEMME 3. Soit ¢ une mesure de Radon positive dans X ; supposons
que 3.2, (@)™ a un sens, o (0)° et (0)" = (0)" '*c (M= 2). SiN =37 ()"
est borné, alors fdo < 1.

I1 suffit de montrer notre lemme dans le cas ol ¢ est a support com-
pact. On a, quel que soit ¢ un nombre positif avee ¢|de <1, Id(z;‘;o (ed)™)

< +oo. N étant borné, la convolution N3 ~_,(c5)" a un sens, et cela
est aussi borné. On a ensuite

N« i (e5)" = i (clo*&)" .

Le noyau de convolution > 7_,(c(ox5))" sur X est symétrique et de type
positif, et on a

(e — clord)* 3 (o) = .
n=0
Donc ¢ — ¢(o+¢5) est aussi symétrique et de type positif, et par suite,
2
cId(a*ﬁ) - C(Ido) <1,

doi fda <1
On remarque que, dans le cas ou N est symétrique par rapport i
I’origine, on a fda =< 1 sans la condition que N est borné, car > 5_, ((6))™

est toujours de type positif. Mais, en général, la condition que N est
borné est inévitable. Par exemple, > 7 ,a", (a = 0) satisfait toujours
au principe de domination. Il est borné si et seulement si 0 < a < 1.

THEOREME 3. Soit N su noyau de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination; alors les trois conditions suivantes sont équi-
valentes :
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(1) N satisfait au principe complet du maximum.
(2) N est de type positif.
B) N est borné.

Démonstration. Montrons d’abord que (1) implique (2). Soit w un
ouvert relativement compact de X; on désigne respectivement par & ,,
et par &, , , les mesures balayées de ¢, sur w relativement a (N + (1/p)e; N)
et & (N + (1/p)e; N). On a, quelle que soit ¢ de Cyx avec s(p) C o,

of (@) + %so(y))d(ez — &)@
= »f[o@a(Nse, + %sy>(2)d(6$ )
- ”so(z)d( el + ey)<z)d<ez — &, )W) = p(@)
et
P + %w(?ﬁ)d(ex — &, )W) = (@) ,

oit (N¢),(y) = Nxg(y) dans o et (Nx¢),(¥) = 0 sur son complément. On
a, quelle que soit 4 de Cx avec s(y) C o.

[@veprvas = [@rppde
et donc, d’aprés le corollaire précédent,

ﬂ((N*go)m + -;—go(x)) ((N*«ww(y) + %wy))deg,p,w(y)dax)
= ((Nw)w(y) + %so(y)) (@@ + %wx))de;,p,m(y)ds(x) :

Par conséquent, on a, d’aprés le fait que P(N + (1/p)e; @) est dense dans
LX @),

f f @), , (y)dE@) = j f W@, , ()dE@) .
On a

ijm)go(x)dsm) + -;— j |o() PdE(T) = I(N*so)w(x)su(w)dé(x) + %jlgo(xlzdé(x)

- pﬂ((z\?*@w(x) + %go(m) (e + %qa(y))d(ez &, DWE)
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_ pﬂ(N*gﬂ)w(x) + %go(x)y(l _ %Ide;,p,w — %Idg;,p,m)dg(x)

+ épf f ((Nw)m(x) + —;;go(x) — Vo) — %w(?ﬁ) de, , (de()
=0.

o et ¢ étant quelconques, N + (1/p)e est de type positif. Faisant p— + oo,
on obtient que N est de type positif.

L’implication (2) = (3) étant déja marquée, et on montrera finalement
B)=>(1). D’aprés le lemme 2 et N étant un noyau de convolution, il
suffit de voir que, quels que soient w un ouvert relativement compact de

X et p un nombre positif, fde’ < 1. On a, quel que soit k¥ un entier

Do —

positif,

1 & ) \m 1 , 13 ;o 1
— 2, (€50) §<N+—e k(e — ep )k 2 (h )" SN+ —¢,
pn=0 ’ p ? n=0 ’ p

et done, > v_o(cp,,)" a un sens et N + (1/p)e = (1/p) 250 (€, )" On obtient

ainsi que > (¢, )" est borné, et donc, d’aprés le lemme 3, Jde' < 1.

D0 =

COROLLAIRE 1. (Principe d’équilibre) Soit N un noyou de convolu-
tion borné sur X satisfaisant au principe de domination. Si N + 0, alors,
pour un ouvert relativement compact o de X, il existe une mesure de
Radon positive v, dans X portée par @ telle que Ny, ait au sens et que
Uon ait Ny, <1 &-p.p. sur X et Ny, =1 &p.p. dans w.

En effect, d’aprés le principe complet du maximum pour N, pour
un nombre positif p, il existe une fonction g¢,, de M; portée par o telle
que 'on ait Ng,, + 1/P)9,,. =1 &p.p. sur X et Ng,,+ 1/D)g,.=1

&-p.p. sur @. Voir la démonstration du théoreme 2. D’aprés N = 0,
(95,.8) 50 €st vaguement bornée. Soit v, un point vaguement adhérent de
(9,..5) ; alors on a, au sens des mesures, Nx*y, < & sur X et N+y, = & dans
w, d’ou notre corollaire.

COROLLAIRE 2. Soit N un noyou de convolution borné sur X satis-
faisant au principe domination ; alors il existe I’espace fonctionnel invari-
ant par translations sur X, et un seul tel que son noyau soit égal & N + N.

Cela résulte immediatement du fait que N + N est symétrique et de
type positif.
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Un espace fonctionnel H = H(X ; &) invariant par translations sur X
est un espace hilbertien CL,,. et qui vérifie les deux conditions suivantes:
(a) A un compact K de X, on peut associer une constante A(K) > 0 telle
que, quelle que soit u de H, f,flu{d{: < AK)||ul|; (b) Quels que soient x
de X et w de H, la fonction z,u obtenue de u par la translation de x
appartient & H et ||z u) = ||u| (cf. [1D.

On note ici ||-|| et (-, ) la norme dans H et le produit scalaire associé.
D’apreés la condition (a), & une fonction f de Mg, on peut associer unique-
ment une fonction u, de H telle que, quelle que soit v de H, (u;,u)
= fu(x) f(x)d&(x). S’il existe un noyau de convolution N sur X tel que,
quelle que soit f de Mg, u;, = Nf, alors il est uniquement déterminé et
g’appelle le noyau de H. On dit aussi que H est engendré par N et on
écrit précisément H = H(N). Dans ce cas, N est évidemment symétrique.

5. Les noyau de Dirichlet généralisés

On dit qu'un espace fonctionnel H invariant par translations sur X
est régulier si Cx N H est dense dans C; et dans H.

LEMME 4. Soient N un noyau de convolution sur X et de type positif
et H l'espace fonctionnel invariant par translations sur X dont le noyau
est (1/2)(N + N) (noté N,). 8i¢ H est régulier, alors N s’annul & Uinfini.

En effet, pour une fonction ¢ de C# et pour un nombre ¢ > 0 quel-
conque, il exist une fonction u, de Cx N H telle que |Nyo — u,|| < g, ol
-] est la norme dans H. On a, quelle que soit  de C3,

Ns * @k ‘P(x) = (Ns(z':c‘p), ngﬂ) é '(Ns(Tz‘l/'), ua)l + ](Ns(fac‘?)’ NsSD - ua)l
= (U x (@] + [[NsPlo
ou (-, ) désigne le produit scalaire dans H. Donc

lim Ny# () < [|[Nop|lo ,

d’oll Nyxp++ tend vers 0 a linfini. Il en résulte donc que N a’snnule
a linfini.
LEMME 5. Soitent N un noyau de convolution sur X satisfaisant au

principe de domination et (N,),s, la résolvante associée a N ; supposer
qu’il existe U'espace fonctiomnel régulier et invariant par translations sur

https://doi.org/10.1017/5S0027763000015610 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000015610

PRINCIPE DE DOMINATION 167

X dont le noyau est N,. Alors N, converge d’une maniére croissante
vers N avec p|0.

En effet, pour une suite croissante (w,):., d’ouverts relativement com-
pacts de X avec \J;., 0, =X, ¢,,, converge vaguement vers pN, avec

n— +oo, ou ¢&,, est la mesure balayée de ¢ sur o, relativement a
(N + (1/p)e, N). D’apres le fait que N satisfait au principe complet du

maximum, on a Jde;,wn < 1. N s’annulant a I’infini, on obtient que N ¢/, ,,

converge vaguement vers pNxN, avec n — +oo, d’oll
N — N, =pNxN, .

11 est évident que, lorsque p >0, (N,),-, est croissante. Ayant deN =1,

N, = N et N s’annulant a I’infini, on obtient facilement que pN N, con-
verge vaguement vers 0 avee p — 0, d’ol notre lemme.

PROPOSITION 3. Soit N un noyau de convolution sur X satisfaisant
au principe de domination ; supposer qu’il existe I’espace fonctionnel régu-
lier H = H(N,) invariant par translations sur X. Alors il existe un
semi-groupe vaguement continu (u,),~, des mesures de Radon positives et

sous-markoviennes dans X, et un seul tel que N = f,utdt; ¢’est-d-dire, N

est un noyau de Hunt.

On remarque que N satisfait au principe complet du maximum et
que, quelles que soient p, v mesures de Radon positives dans X de masse
totale finie, ¢ = v dés que Nxu = Nxy. Donc cette proposition résultera
immédiatement du lemme 5 et de la théorie générale de [5]. On dit ici

que p, est sous-markovienne si l'on a fdp, <1

DEFINITION 5. On dit qu’un noyau de convolution N sur X est un
noyau de Dirichlet généralisé sur X s’il existe un espace fonctionnel régu-
lier H invariant par translations sur X et une forme de Dirichlet géné-
ralisée au,v) sur H tels que, quelle que soit f de Mg, Nf e H et, quelle
que soit % de H,

aNFf, p) = j w() f(2)dE() .

On dit qu’une forme a(u,v) bi-linéaire et bornée sur H X H est une
forme de Dirichlet généralisée sur H si I'on a, quelle que soit » de H,
T ueH, alu,u) = ||ulf,
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auw—T;u,u+T;u)=0 et el + T;-u,u—T;-u) =0,

ou T; est la projection de la droite réelle & I’intervalle fermé I = [0, 1]
(cf. [2] et [6]). Dans ce cas, H est un espace de Dirichlet spécial sur X.

Remarque 5. Un noyau de Dirichlet générlisé N sur X est un noyau
de Hunt.

En effect, d’apres le résultat de [2] et [6], N satisfait au principe
complet du maximum, et donc il est un noyau de Hunt.

Remarque 6. Soit a(u,v) une forme bi-linéaire et bornée sur H X H
invariante par translations. Pour que «(u,v) soit une forme de Dirichlet
généralisée sur H, il faut et il suffit que, quelle que soit v de H, u* et
%~ appartiennent & H et que 'on ait a(u*,u”) < 0.

En effet, d’aprés le résultat de [2] et [6], si a(u,v) vérifie 'une des
deux présents conditions, il existe un noyau de convolution N sur X, et
un seul tel que, quelles que soient f de My et w de H, Nfe H et

(N f,u) = f w(@) f(2)de(x) .

On connait aussi que N satisfait au principe complet du maximum si
et seulement si «(u,v) est une forme de Dirichlet généralisée sur H, et
que N satisfait au principe de domination si et seulement si, quelle que
soit w de H, |u|eH, (u—|u), v+ |u) =0 (cf. [2] et [6]). N étant de
type positif, les présentes deux conditions sont équivalentes, d’apres le
théoréme 3.

THEOREME 4. Soit N un noyau de convolution sur X. Si les trois
conditions suivantes sont vérifiées, alors N est un noyau de Dirichlet
généralisé sur X:

(i) N satisfait au principe de domination.

(ii) H(N,) o un sens et il est régulier.

(iii) Il existe une constante A(N) > 0 telle que, quelle que soit f de
My, Nfe HN) et |NJ| < A(N)(IN 1) f(x)ds(x))w, oiv ||-|| est la norme
dans H(N,).

Démonstration. D’aprés (i) et (ii), N s’annule & ’infini et satisfait
au principe complet du maximum. De la condition que H(N,) est régulier,

on a, quelles que soient y,v mesures de Radon positives dans X de masse
totale finie, ¢ = v dés que Nxp = Nx*y. Soit K un voisinage compact de
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I’origine 0; on choit une suit croissante (w,)2_, d’ouverts relativement com-
pacts de X avec |z, w, = ¥K. D’apreés la présente remarque concernant
Punicité, il existe la mesure balayée ¢, de ¢ sur o, relativement au noyau N.

Ayant Jde; < 1 et la suite (¢})>_, convergeant vaguement avec n — -+ oo,

on obtient qu’il existe une mesure de Radon positive ¢, portée par %K,
et une seule telle que, au sens des mesures, N = N x¢), dans X et N = Nx¢j
dans ¥K, et que, quelle que soit v une mesure de Radon positive dans
X portée par ¥K, N+v = Nx¢, dans X dés que Nxy = N dans ¥K. On
a N + Nx¢y. Poser

H}, = {Nxp — Nxeix¢p; K: voisinage compact de 0, ¢ € Cx}

et, quelles que soient f, g de Mg,
(Nf,Ng)p = stf (@) g9(x)dé () ;

alors (-, -)p est un produit scalaire. On a, quel que soit K un compact
de X,

f INf@)ds@) < CAENF| = CHOAM) NS »

ol C(K) est une constant positive dépendant seulement de K. On peut
poser, par exemple,

) =2([ Nu@as@) ",

oll yr désigne la fonction caractéristique de K. Donc la complete H, de
{Nf; feMg} par la norme | .||, est un espace fonctionnel invariant par
translations sur X. On a H, D H,, et donec H, N Cx est dense dans Cy.
Soit (K,)z., une suite croissante de voisinages compacts de 0 telle que
Uz, K, = X; alors, quelle que soit ¢ de Cg, la suite (N ek, *¢p) converge

fortement vers 0 avec n — 4+ oo, car N, s’annule & I’infini et on a fde,(” <1,

et done Cx N H, est aussi dense dans H,, d’ou H, est régulier. On
pose, quelle que soient f,g9 de Mg,

«(N f, Ng) = f No(@) f(2)de() .

Alors on a
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NS, N9)| = (NS, NI = NS - INg| £ AN S llp - INg I -

Donc a(-, -) peut étre prolongée sur H, X H,, et ce prolongement est
une forme bi-linéaire et bornée. On note aussi a(u,v) ce prolongement.
On a, quelle que soit  de Hp, a(u,w) = ||u| et, quelle que soit f de Mg,

(N f,u) = Iu(x) Fla)de)

D’aprés le fait que N et N satisfont au principe complet du maximum,
on obtient que a(u,v) est une forme de Dirichlet généralisée sur H, (cf.
[2] et [6]). La démonstration est ainsi complete.

Remarque 7. Dans le présent théoréme, si N*N a un sens, on a
NS*ND = N*N )

ol N, est le noyau de Hj.

On dit qu’une fonction complexe et continue 4 sur le group dual X
de X est définie-négative si on a ¥(0) = 0, ¥(#) = ¥(—2) et, quels que
soient # un entier positif, (£,)2, de points de X et (0%, un systéme de
nombres complexes avec > .7, p; = 0,

; ; V(@ — x)pi0; < 0

(cf. [1]). Tl est connu que si 1/]y| est localement £-sommable, ot ¢ est
la mesure de Haar sur X, alors il existe un noyau de convolution de
Hunt borné N sur X dont la transformation de Fourier N de N est égale
a 1/¢. Cela résulte du fait que, quel que soit £ > 0, exp (—%y) est de
type positif. On remarque ensuite que si + est définie-négative, alors
Re » est aussi définie-négative.

COROLLAIRE. Soit  une fonction définie-négative sur X Si 1/Re
est localement &-sommable et si Uon a

&-ess. sup (%\‘?) < 4o,

reX

alors il exist un noyau de Dirichlet géméralisé N sur X, et un seul tel
que N=1 [

Cela résulte immédiatement du théoreme 4 et du fait que
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1 _ (Rey)® + (Im )°
N+ KN Re
£-p.p. sur X, ol C est une constant positive.

Par conséquent, quels que soient N un noyau de convolution de Hunt
sur X de masse totale finie et ¢ une constante positive, N 4+ ce est un
noyau de Dirichlet généralisé sur X. Donc la totalité des noyaux de
Dirichlet généralisés sur X est dense dans la totalité des noyaux de con-
volution de Hunt bornés sur X par la topologie vague, car pour un noyau
de convolution de Hunt borné N sur X, tout I’élément de la résolvante
associée au noyau N est de masse totale finie.

On remarque finalement que, pour un noyau de Dirichlet généralisé
N sur X, N est aussi un noyau de Dirichlet générlisé sur X. Mais N,
n’est pas toujours un noyau de Dirichlet sur X. Un noyau de Dirichlet
sur X signifie un noyau d’espace de Dirichlet spécial sur X. On peut
fournir facilement son exemple sur la droite réelle.

Si un noyau de convolution N satisfait au principe de domination
et si N, y satisfait aussi, alors N satisfait au principe complet du maxi-
mum, car N, est de type positif, et donec N I’est aussi. Mais, en général,
pour un noyau de covolution N sur X satisfaisant au principe de domina-
tion, nous ne connaissons pas de bonnes conditions pour que N, satisfasse
au principe de domination.

PROPOSITION 4. Soit N un noyau de convolution sur X; supposons
qu’il existe la résolvante (N,),s, telle que lim N, = N. St Uon a, quel
que soit p >0, N, + N, = 2pN,«N,, alors pﬁs = JN + N) satisfait au
principe complet du maximum.

Démonstration. On a, quels que soient p > 0 et ¢ > 0 avee q < p,

Nyt 1 c=—1 Sp— Ny .
P —q P — q n=0

La convolution N,«N, a un sens, et on a
(@ DN, + 9+ (@ — DN, + 9 2 3 (0 = "N, <N, .
Donc on a

® — o ([an,) = @ — orfaw, <Ny = 1,
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et faisant ¢ — 0, p j dN, < 1. Ayant, quel que soit p > 0,

1 - 1 & n = \J n
N, + Ee__%( P OALERD A ) ,

done, pour notre proposition, il suffit de voir que, quel que soit 0 < ¢ < 1,
N(c,p) = Zo(Cpr)n + ZO(Cpr)n

satisfait au principe complet du maximum. Remarquer {d f} (epNp)" <
n=0

+oco; on a alors

oo

%N(C,P) Z( Cp(N + -Np)) *(5 — Cpr)*(E — Cpr) =c,

et ensuite
2 (_cp(N + Np)) #(e — epN,) % (e — cpN,)

—— ——cp(N + N, — 26pN, s N+ 3, (%cp(Np + N,,))",

=0

D’aprés notre condition,
(N, + N, — 26pN, «N,)+ 3 (—cp(N + Np)> >0

et sa masse totale est <1. Donc N, satisfait au principe complet du
maximum. La démonstration est ainsi compléte.

Par conséquent, s’il n’existe aucun sous-groupe compact de X ex-
cepté {0}, le noyau de convolution N dans notre proposition est un noyau
de convolution de Hunt sur X ou 0, car, quel que soit p > 0, N, + Np
est un noyau de convolution de Dirichlet sur X ou 0 (cf. [7]).
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