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BINOMIALE NEGATIVE GENERALISEE*)

par
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Amsterdam

§ I. INTRODUCTION

Dans plusieurs études [ 1] Ammeter a démontré que la distribution
binomiale négative généralisée peut étre interprétée de différentes
maniéres, & savoir comme

a. une contagion des probabilités (Pdlya-Eggenberger);

b. une distribution de Poisson basée sur des probabilités fondamen-
tales variables;

c. une distribution de Poisson ol la probabilité fondamentale de
sinistres n’est pas suffisamment connue;

d. une distribution de Poisson par rapport aux événements, ot un
seul événement peut comporter plusieurs prétentions de sinistres;

e. une distribution de Poisson basée sur une modification de la
répartition des montants de sinistres.

On a, en effet, les relations suivantes:

a. la contagion des probabilités

Flx, P b p(z))ZZ(h—;w) () () f’p(,,(z)dzz
° P _ _

_orlprg)(preg)(pre-ng)

o r!(I+ Z_;>h+r fp (I)

ot F(x, P, h, p(z) ) représente la probabilité que le sinistre est au
plus égal a4 x dans un intervalle de temps ou le sinistre probable est

*) Présenté au Colloque de I'ASTIN 1962 a4 Juan-les-Pins.
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LES EVENEMENTS EN CHAINE 223

P. x et P y sont exprimés en le sinistre moyen par événement.
p(z)dz est la fonction de fréquence du sinistre par événement.

©

Nous posons f z p(2)dz = 1p" (2) est la convolution de p(z)

avec p(z), faite 7 fois, tandis que % est la notation du parameétre qui
figure dans la distribution binomiale négative. Si 4 est égal & oo
nous obtenons comme fonction de répartition pour le nombre
d’événements survenus la distribution de Poisson.
Dans la formule d’Eggenberger I'excés de dispersion est désigné
par =
h

b. et c¢. les probabilités fondamentales variables respectivement
les probabilités fondamentales pas suffisamment connues.

~Pq (Pgq)r hhe-ha gh-1 7
F(x, P, h, p(2) Zfe * (Pgy el‘z}g q'f?"’(z)dz (2)

r=0,

La probabilité fondamentale variable P, et la probabilité fon-
damentale pas suffisamment connue ont toutes les deux la distribu-
tion de fréquence

Wt e hq qh—l
ING)
d. et e. plusieurs prétentions de sinistres sur un événement

respectivement une modification de la répartition des montants
de sinistres.

Flx, P, h, p(z) ) = Z ""P'Rf_' f 500 (2) ds )
ol — _< e )
h
@ P r
PO W S O [
s\l
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224 LES EVENEMENTS EN CHAINE

de sorte que la probabilité pour que 7 prétentions résultent d’'un
événement est désignée par
P \r
I N 1

\

P P
lg<1+%) I+ﬁ !

Posé autrement: la répartition des montants de sinistres dans le
cas d’'un événement d’oll ne resulte qu’une seule prétention est
désignée par p*(z), tandis que le sinistre moyen par événement

devient
. L
h
f 2 p*(2)dz = Ty
1 il
; g1+ h)
pE
de sorte que le sinistre probable devient T < p
lg (I + %)

Nous nous proposons, dans cet article, d’examiner quelle est la
possibilité de construire la distribution binomiale négative généra-
lisée en partant d’une distribution primaire indiquant la probabilité
pour que 7 événements primaires surviennent, chaque événement
primaire donnant lieu & une chaine d’événements. Comme dans
notre article “The influence of chain reactions on the loss distri-
tion function” [2], nous entendons par ceci que chaque événement
primaire donne lieu 4 un nombre (> o) d’événements secondaires,
chaque événement secondaire & un nombre (> o) d’événements
tertiaires etc.

§ 2. LES EQUATIONS DE BASE EN CAS D'EVENEMENTS
EN CHAINE

Nous supposons qu’aprés la survenance d'un événement par
réaction primaire des nouveaux événements peuvent se produire
par une réaction continue. Les probabilités y relatives sont rendues
sous la forme génératrice
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P, (s)= X a;s" ol Za;, =1 et a; représente la probabilité
{=0 i=0
pour que i événements résultent du premier événement, comme
premiére génération des événements en chaine.

Chacun de ces derniers événements donne lieu a des événements
appartenant a la deuxiéme génération de la chaine, de nouvean
selon les probabilités P, (s).

La fonction génératrice de la deuxiéme génération est alors

Py (s) = Py [Py (9)]
Et par suite
P; (s) = Py[Pi- (s)]

La distribution du nombre total des éléments présents dans les
générations passant de o jusqu’a # inclusivement, fut indiquée sous
la forme génératrice par Qq (s), Qy (s}, Qs (s) - - -

Il s’avere que Qq(s) est égal a s, c’est-a-dire a 1’événement initial
qui suscite les événements en chaine. On a en outre

Q1 (8) = s P1[Q (5)]
Q, (s) = s P, [Q, (s)] etc.

La distribution finale, que 'on obtient en élaborant les événe-
ments en chaine, nous désignons sous la forme génératrice par Q(s).
Q (s) satisfait a

Q(s) = s P [Q (9)] (4)

Nous posons Q(s) = 2 o; 8%, ¢y =0 et Z oy =1
i=1 i=1

Si la fonction génératrice pour qu'un événement initial ait lieu est
© . @
P(s) = 2 p; 5% avec X p; =1,
i=0 i=0
alors on obtient comme fonction génératrice finale, représentant la
distribution du nombre d’événements survenus

R(s) = X risi=P{Q (s)} (5)

i=90

D’aprés {4) il existe entre les probabilités comprises dans P, (s) =
= 2 a; st et Q(s) = X a; s? les relations suivantes

i=0 =1
16
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% = &
oy = @y oy
@
oy = ay %y + Ay &,
@ @)
Ay = Ay Uy + Ay, + Aoy (6)
. @ W
O, =ay 0 + ag o’ . ...+ a; o

ol '™ représente le coefficient de s* dans [Q(s)]"

De maniére identique nous trouvons d’apres
q

7o = Po

=P

o = P10 1+ Pa o’

3 =Py 03 + Py’ + pya” (7)
v =prou + Pyl ... + pial?

ol en plus

§ 3. LA DISTRIBUTION BINOMIALE NEGATIVE GENERALISEE
COMME PRODUIT DE LA DISTRIBUTION BINOMIALE SE RAPPORTANT
AUX EVENEMENTS EN CHAINE

La question que nous nous posons maintenant est de savoir si
(I) se laisse écrire de telle sorte que nous pouvons figurer qu’elle est
engendrée par une distribution primaire indiquant les probabilités
pour qu’il y ait des événements primaires, qui, tous, donnent lieu a
des événements en chaine.

Si nous écrivons (1) sous la forme

2

7 f PO (2)dz

i-0
0
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il s’ensuit forcément que
z z

= f pRE = X pi | P00 (8)

i=0
o o

olt p*(z) = X a; p¥(2), puisque dans ce cas seulement on peut

{=~1
satisfaire a (7).
Une solution de (8) a été indiquée sous (3).

La, on a
P i
1 n =
o = D P avec X oy == I (9)
1 - - i=1
g(x+ 7\ 7

T T i/ » - B

h
h. lg|1 +£ )i
ou bien i = by L4
AP TR i! S

Maintenant il faut examiner si les valeurs «; substituées en (6)
suivant (g), donnent des valeurs pour a; qui constituent une fonction
de répartition.

En sommant (6) nous obtenons £ a; = 1.
{=0

Il peut se trouver que pas toutes les valeurs de a; sont plus gran-
des que o. En effet, on a 45 = o4

o
alza_z
1
%y I
g = | oty — 205 | =3
%y «*
Ko xg 1 I Sfl4 29
Ay = log — — 0 — [y — —0g| — 2 0y Og| = — = fog g — — — —
% % 1 %, (“3 %
(g o 2] 1 A 1 1 @« Aap(2z1 II
— = == S=glay- — 27| =—= - — -0 =0
(o2 Yoy o |4 6 af « (34 32
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P
. Z o 71— I
Dans cette équationd = =
14 Do i
h

%X X LS TS WA o
4 I ag o Al 3 1 21 I
= — = =+ ]| = |eg2 — oy A2 27 + =
O | RIS R e
_Awyfag3 1,11 APapf3z 3  I11r] A
T oo |eTo 67 12| o 431 612| o

c’est-a-dire plus petit que o.

Il ressort que {(g) n’est pas le résultat d’événements en chaine.
Nous voulons, maintenant, examiner a quel point (g) peut étre

considérée comme une approximation d’une chaine continue.

p
h

%

P

On a lim =
—o Ky I+

h

P hLP

En posant que P, (s) =ay +a;5 ay+a;, =1

I1 suit de (6), si nous posons

a, = P donc g, = h
S L gy 2
ue o, =2 "'gq ——( A
men=a8 %=\ rtrp
Selon (g) on a
P i P i
I n I h I I
A, = - === b
t P Pl < Pl 4 P i
lg(l"ll'%) \I—{_%/ I+% © %
) 5
—_
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donc
P\
/) I I
Ay ™~ — ~
' Pl i p P
1+ A 1 h
P I+2 P
I+z I+Z
P i-1 P
~ % 1 I E %
Pl Gl 2 P
I—}—z I—l—%
P i-1 I
% (2Pt
o ~ | — % -5 7
I+§ P+ h

II suit de 14 que Oti < oy, sauf pour des valeurs plus élevées de ¢ on
oc: > .

Ceci implique que les multiples sinistres qui, selon (g), surviennent
apres un événement (probabilité p;) sont beaucoup moins fréquents
que ceux qui surviennent aprés des événements en chaine a base de
P,(s)=ay+a;s

Est-il possible de construire la distribution binomiale négative
généralisée comme le résultat d’une distribution primaire indiquant
la probabilité pour qu'un événement fondamental ait lieu, ol
chaque événement primaire compte comme 1’événement initial
d’une chaine continue?

Comme le passage d’une probabilité fondamentale fixe a Ia
probabilité fondamentale variable indiquée par (1), se combine avec
Vintroduction d’un seul parametre 4, il est raisonnable de construire
la distribution P,(s), par laquelle les événements en chaine sont
engendrés, des deux probabilités fondamentales 4, et a,, qui ensem-
ble font 1.

Dans ce cas on a

Qs) = 2 (1 — ag)t g *
i=1
d’olt

= (1 — ag)' " a,
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En raison de (1) et de I'approximation discutée de (g) le choix de

h
=___ donc1—g¢q,=

P
h+ P h+ P

Dans la formule (8) les éléments 7; et «; sont connus:

L k——-I—{—i)( P ( B
T ) h—}-P) h+P>

v p )*-1 h
" \kh+P/ h+P

a V'aide de ces données nous allons fixer les valeurs de p; (¢ = o,
1,...) dans (7) et examiner si ces valeurs constituent une fonction
de répartition.

a, semble justifié.

ho\r
On a ro_—_(m) = P,
P h \rh h
1’1= >_:¢71, -
e Gl s
’ s (R Y P \hR
dou Pl"<h+P> <h+P)I
l

r_(p Z(hhzh—{—l_
2" \h+P) \h¥P) 1 2
B h)h-l'P>h(P>(h)+p<h 2
T \h¥P (h+PEh+P h4+P *\h+ P

ok h—2< P )2hh—1
jb2_(h+13 h+P) 1 2

r_( P )3 h )hhh+1h+2
S W+ P/ \h+P] 1 2 3

(il Ge)i e le)

T \h+ P W+ P/i\h+ P/ \b+ P

h o \»2/ P \2hh —1 A \2 P
+<h+P) <h+P)i 2 2(h+P)h+P+

ho\3
+ P3 (h_——}— P)
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b= () () 2 B0 ) -

h+ P A+ P/ 1 2.3
_ ho \W3 P >3hh—1h——2
A+ P W+ Pl 1 2 3
" h Nt (P\i[h
I1 appert que pi = (hm+P h) (z)

Ainsi on obtient pour (8)

Z((h R 0) (h i P)i (h i p)hf PO dz =

o

=S 0) G Gl [

< p v/

avec PR = Z (h ¥ p) (h + P) )
A P

et Pl(g):h_i__P—,_h—{—Ps

tandis que Q(s) = Z (;{E—P)H (h j P) ¢

satisfait & Qs) = s P1{ Q) }

Il s’ensuit que la distribution binomiale négative généralisée est le
produit d’une distribution binomiale par rapport aux événements
initiaux qui donnent lieu & des événements en chaine,

§ 4. LE SYSTEME BASE SUR DEUX PARAMETRES

Comme évolution de la distribution (1) la distribution suivante a
été déduite par L. Yntema, en appliquant la théorie des processus
stochastiques. (voir les théorémes III et IV de la thése Mathematical
Models of Demographic Analysis [3])
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z
©

F(x, P, b}, pl2)) = Z (h - i + ’) (/h, f_Pﬂh, i P)]t fﬁ"’(z)dz

r=0 0

(10)

F(x, P, h, /', $(2) ) indique la probabilité pour que le sinistre soit
égal ou plus petit que x dans l'intervalle ol le sinistre probable est

P;}. Pour ceci # doit étre plus grand que 1 et 4’ plus grand que o.

Dans ce qui suit nous donnerons la déduction et montrerons
ensuite que cette distribution se laisse interpréter de maniere iden-
tique a (1).

La contagion des probabilités de Pélya — Eggenberger est em-
pruntée au probléme suivant: Une urne renferme 7 boules rouges
et z boules noires. Aprés en avoir tiré une boule rouge, 1 + ¢
boules rouges sont restituées; de méme aprés en avoir tiré une
boule noire, 1 + ¢ boules noires sont restituées.

Nous posons 11_2 "= p
v+ z

im w#ne P

et e T o

r+z h

En développant la formule de Pélya et Eggenberger nous suppo-
sons, maintenant, qu'aprés le tirage d’une boule rouge 1 + ¢,
boules rouges sont restituées, aprés le tirage d'une boule noire
I + ¢; boules noires.

Iim #nv

Nous posons alors s —— =P

Y 1+ 2

im #ne

et T =aP

e
r + 2z

Im #ne

n
r + z

Considérons ensuite le systéme par rapport au temps, en suppo-
sant que dans lintervalle A¢ qu'un seul tirage soit possible et
posons lim #A¢ = ¢ en choissisant 1'unité de temps de maniére que

>

P =, c’est-a-dire que, le contenu de l'urne restant inchangé, le
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nombre probable de boules rouges tiré dans l'intervalle ¢ soit
exactement ¢

Soit Py(t) la probabilité pour que l'on tire & boules rouges dans
I'intervalle £. La probabilité de passage pour que 1'on tire une boule
rouge si » tirages ont eu lieu par lesquels on a tiré & boules rouges, est

Af (1 + ko)

b (A = N (n— k) pAt

De I'équation différentielle
A1 4 (B — 1)o]
I+ (A—1)a At + (n— B)B AL

11— Aff1 + k] Py (n—1.A
I+ ket + (n—1—R)BAS

Py (n Af) = Pron—1. AF) +

_+_.

il résulte en cas de passage de limite Af— o # — o0 nAt— ¢

oy I+ (=T I+ ka
PO = T Pa - a B (1)
et pour k= o0
Pl == g P00 (r2)

avec les conditions-limite Py(0) =1 Pilo) =0 k=1,2,.....

Nous posons
1+ kot

Pyt) = Cpe (1 +Bt) & (13)
d'otr 1l suit que Cp, satisfait a

Clk,: = (I + (k - I)O() Ck-x,; (I + Bt) o g
avec Coo=1 Cro =0 k=12 ...

>

En outre il résulte de (12) et (13) en rapport avec Cy,y = I que

Co,t = I
Nous trouvons la solution
(A —10)..... T+ | _%|&
Py(t) = FET (1 ¥ B 1—(T+0) 8
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ou bien, en substituant { =P k=17

1

f(r,P,«,s)=(i+:‘I) (I+BP)‘5 [1— (x+6P) 5| (r4)

En posant encore

48P h=H I—4
74
alors f(r, P, b, B) = (H+: -

avec

I) Hi (1 — Hy

if(": P, h,B) thS(_/‘) (H—1y=Ht(1+H—-1)*=1

r=0

outla sén’eZ(jh) (H — 1) est unesérie de puissance uniformé-
r=0
ment convergente. 0 << I — H < I
Ensuite on a

Ef(r, P,k p) = Hr (H — 1) £2<_rh)(H—I)7=

=Hh(H—1)zi%H-h= ,(E;;{l(;@

ou§=£§(1+pP)E—I§ poura =83 P=P
24
Nous obtenons de maniére analogue

o?=DP(1+8P)¢ = P (P + 1)

En partant de I'hypothese d’une probabilité fondamentale varia-
ble que nous indiquons par Pgq, ol %{g)dg est la fonction de fréquence
de ¢, alors, au cas ol

W'k -k'q R-1
hg)dg = O dq
tandis que la probabilité pour que r événements aient lieu est donnée
par la distribution de Poisson,
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o1 (Pgy

c’est-a-dire '
7!

nous obtenons de nouveau (14), pourvu que le choix de f soit

approprié.
Clest que
ﬂe‘h'QQh-l dq e-_Pq(quz (7+h“"I P 4 h h
(k) r! 7 W+ P/ \W+ P
(15)
h
A cause de fqh(q) dg = 7
. = h
on obtient P = 7 P
I « ) _ h 1
ou_z(I—{-{BP)B—IS:WP ou, parce que A = -
*4

[
(r+B8P)p—1

En substituant cette valeur en (15) nous obtenons (14).
a = $ donne 2’ = 4, ce qu'il fallait.

Maintenant, nous voulons démontrer que (10) se laisse également
construire en partant de la distribution de Poisson indiquant les
probabilités pour que des événements surviennent, chaque événe-
ment pouvant donner matiére & 1, 2, ... prétentions de sinistres.

Soit = (f) = fe”’ (2)dz

alors la fonction caractéristique de (10) est

ol = Z (h N Ir+ r) (h f- P)r (h i P>h {n (t)J’:

-0

(el 20 G -
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- {x Py - n}"‘

™~

Par conséquent ¢’ (0) = P;

Ceci veut dire que le sinistre probable est P.
Et comme en outre

¥ (0) = Ppy + 2 P21
la variance du sinistre est
_ P2
P _
b+
Nous posons
P
— 152 + —% _
P = P*.p}

pour examiner ensuite la possibilité de considérer (10) comme une
distribution primaire, déterminant la probabilité pour qu'un
nombre certain d’événements survienne, dont chaque événement
peut donner matiére 4 une ou plusieurs prétentions de sinistres.

Dans ce cas, la fonction caractéristique de la distribution de

Poisson est ¢ P*[m*w-1]

-k

De _ 673* [rme* (0 ~1]

1 —%(n’(t) —I)J

ou —hlg[(x —1—%) (I — hfpn(t))} = P*[x* (f) — 1) résulte

_hlg<1 +§)+hz i)r[ﬂ?(t)]’ _?t_{_l—)mnt(t)

r=1

Posons maintenant
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alors . D P V[EOY
w (f) = ( )
<I+ )L nt+ P
ou o
. P r A0
P = 5 Z(HI—J)P,@
lg(l +Z) r=1
/
Et comme Y P“hlgkl—f )
on obtient ok 1_3>
X—_Plg<1 +z
Il reste & vérifi i P
reste a vérifier si p2_+__§
o —_—
2 &1 —
fﬁg(”%)
Ona J.zp(z)dzzx et fzp"’() =7
d'ou 3 P
I P )': h I
[0 : P‘Z<h+ﬁ B
o g I—}—Z r=1 lg I—i—E

On a en outre

© ©

[ =@ =2, f 2P0 (Jdz =7 (py +7 — 7)
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- ]
(-—P> :;bz+§

TSP S Vx5
T [ =
h h+ P
Il suit de la que

z

Z | e N

had -P* D* p
= M T/Prfp“"(z)dz

ou Pr=1rlg <I —}—I_)):hlg(l —{—5)
h h
I o \
)= ——M— ( P\ p"(2)
1g<1+§>; h’—{—P) 7

le tout par analogie a (3).
Reste la question de savoir si (10) se laisse écrire comme une
distribution primaire par rapport aux événements en chaine.
Dans ce cas on a

(P[P t( Y
e i W+ P) \W + P

Nous posons

W P
“w TPt rp’

a__( W P\
W ¥ P\ F+P

Pi(s)

alors il faut que

et nous trouvons a l'aide de (7)

=) Gl )
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ST Tl i) 0 -
- Sl (TG [ 0

7/ j2) i-1 A
avec P (2) = Z (h’ T P) (h’ - P)Pm (=),

{=1

confirmant ainsi cette analogie.

§ 5. APPLICATION

En ce qui concerne l'application pratique de la théorie des
événements en chaine a l'assurance INCENDIE, nous pouvons
faire les observations suivantes.

La théorie des événements en chaine, donnée dans cet essai,
se laisse interpréter comme un modele descriptif du phénomeéne
d’une conflagration continue.

Il ressort maintenant de la théorie développée que la distribution
binomiale négative généralisée se laisse entendre comme le produit
de la distribution binomiale, indiquant la fonction de répartition
de la survenance d’une incendie primaire, avec les événements en
chaine, indiquant une conflagration continue.

La simplification, présentée par la distribution binomiale comme
la distribution de probabilités pour qu'une incendie primaire se
déclare, est compensée par 'introduction des événements en chaine
(voir I’équation obtenue pour (8), page 231, ainsi que I’équation (16).
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