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§ i. INTRODUCTION

Dans plusieurs etudes [i] Ammeter a de'montre que la distribution
binomiale negative g6neralis6e peut etre interpre'te'e de differentes
manieres, a savoir comme

a. une contagion des probabilites (Polya-Eggenberger);
b. une distribution de Poisson basee sur des probabilites fondamen-

tales variables;
c. une distribution de Poisson ou la probability fondamentale de

sinistres n'est pas suffisamment connue;
d. une distribution de Poisson par rapport aux 6venements, ou un

seul £ vehement peut comporter plusieurs preventions de sinistres;
e. une distribution de Poisson basee sur une modification de la

repartition des montants de sinistres.

On a, en effet, les relations suivantes:

a. la contagion des probability

PIP + ?) (P + 2 *)... (P + (r - i) £) ;

" • - ' h
ou F(x, P, h, p(z) ) represente la probability que le sinistre est au
plus egal a x dans un intervalle de temps ou le sinistre probable est

*) Presente au Colloque de 1'ASTIN 1962 a Juan-les-Pins.
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LES EVENEMENTS EN CHAINE 223

P. x et P y sont exprime's en le sinistre moyen par evenement.
p(z)dz est la fonction de frequence du sinistre par Evenement.

CD

Nous posons z p(z)dz = ipM (z) est la convolution de p(z)
0

avec p(z), faite r fois, tandis que h est la notation du parametre qui
figure dans la distribution binomiale negative. Si h est egal a oo
nous obtenons comme fonction de repartition pour le nombre
d'ev6nements survenus la distribution de Poisson.
Dans la formule d'Eggenberger l'exces de dispersion est designe"

P

b. et c. les probabilites fondamentales variables respectivement
les probabilites fondamentales pas suffisamment connues.

F(x, P, h, p(z) ) = ) —— - — dq • p^(z) dz (2)
^—ij r! F («) J
' - " 0 0

La probability fondamentale variable Pq et la probability fon-
damentale pas suffisamment connue ont toutes les deux la distribu-
tion de frequence

hh e-ki a*"1

d. et e. plusieurs preventions de sinistres sur un eve"nement
respectivement une modification de la repartition des montants
de sinistres.

(z) dz (3)

ou
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224 L E S EVENEMENTS EN CHAINE

de sorte que la probabilite pour que r preventions resultent d'un
e"ve"nement est designee par

Pose" autrement: la repartition des montants de sinistres dans le
cas d'un evenement d'ou ne resulte qu'une seule prevention est
designee par p*{z), tandis que le sinistre moyen par eVenement
devient

P
h

zp*{z)dz — -

j
de sorte que le sinistre probable devient — — = P

I + *
Nous nous proposons, dans cet article, d'examiner quelle est la

possibility de construire la distribution binomiale negative ge'ne'ra-
lise"e en partant d'une distribution primaire indiquant la probability
pour que r ev^nements primaires surviennent, chaque eV^nement
primaire donnant lieu a une chaine d'6v6nements. Comme dans
notre article "The influence of chain reactions on the loss distri-
tion function" [2], nous entendons par ceci que chaque evenement
primaire donne lieu a un nombre (> 0) d'6v6nements secondaires,
chaque evenement secondaire a un nombre (> 0) d'e'venements
tertiaires etc.

§ 2. LES EQUATIONS DE BASE EN CAS D'EVENEMENTS

EN CHAiNE

Nous supposons qu'apres la survenance d'un eVdnement par
reaction primaire des nouveaux 6v6nements peuvent se produire
par une reaction continue. Les probability's y relatives sont rendues
sous la forme geneYatrice
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LES EVENEMENTS EN CHAINE 225

Px (s) = S fl;s» oil 2 di = i et en represente la probability
i-o i - o

pour que i ev^nements resultent du premier evenement, comme
premiere generation des evenements en chaine.

Chacun de ces derniers evenements donne lieu a des evenements
appartenant a la deuxieme generation de la chaine, de nouveau
selon les probabilites Px (s).

La fonction generatrice de la deuxieme generation est alors

P2(s)=P1[PAs)'i
Et par suite

Pt(s)=P1[Pl^(s)]

La distribution du nombre total des elements presents dans les
generations passant de o jusqu'a n inclusivement, fut indiquee sous
la forme generatrice par Qo (s), Qx (s), Q2 (s) . . .

II s'avere que Q0(s) est egal a s, c'est-a-dire a l'eve'nement initial
qui suscite les evenements en chaine. On a en outre

<?i (s) = ^ ^ i [Qo («)]
<?2 (s) = s Px [(?! (s)] etc.

La distribution finale, que Ton obtient en elaborant les evene-
ments en chaine, nous designons sous la forme generatrice par Q(s).

Q (s) satisfait a

Q(s) = s P, [Q (s)] (4)

Nous posons Q(s) = 2 a; s», a0 = o et 2 a» = i

Si la fonction ge"neratrice pour qu'un evenement initial ait lieu est

P{s) = S pi si avec S pi = i ,
i- 0 i-0

alors on obtient comme fonction generatrice finale, representant la
distribution du nombre d'evenements survenus

R(s)= £ rtsi = P{Q(s)} (5)
• - 0

D'apres (4) il existe entre les probabilites comprises dans P± (s) =

= 2 «, s» et Q (s) = 2 a, s> les relations suivantes
i - o < - i

16

https://doi.org/10.1017/S0515036100009971 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100009971


226 LES EVENEMENTS EN CHAlNE

«! = a0

a2 = a1 ax

a3 = «j a2 + a2 â 2)

a4 = «! <x3 + a2 a'2' + a3 â
3) (6)

oil a(
n
m) represente le coefficient de s" dans [Q{s)]m

De maniere identique nous trouvons d'apres (5)

*i = Pi a i
r2 =plCt.2+ p2 ai"
^3 = Pi «3 + ^2 «12) + ^3 al" (7)

n =p1aa+ p2 a™ + A ai"

ou en plus

S - , « T V «(3) T

a s — 1 , -J oCj = 1
<-a ( -3

i ~ n

§ 3. LA DISTRIBUTION BINOMIALE NEGATIVE GENERALISEE

COMME PRODUIT DE LA DISTRIBUTION BINOMIALE SE RAPPORTANT

AUX EVENEMENTS EN CHAINE

La question que nous nous posons maintenant est de savoir si
(1) se laisse ecrire de telle sorte que nous pouvons figurer qu'elle est
engendree par une distribution primaire indiquant les probabilites
pour qu'il y ait des evenements primaires, qui, tous, donnent lieu a
des evenements en chaine.

Si nous ecrivons (1) sous la forme
X
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il s'ensuit force"ment que
X X

£ n f pU){z)dz= £ pi f p*w(z)dz
<-0 J (-0 J

227

(8)

ou p*(z) = S oLi pU){z), puisque dans ce cas seulement on peut

satisfaire a (7).
Une solution de (8) a ete indiquee sous (3).
La, on a

P
1 / h \ 1

avec

ou bien

x ^ i v . + J " -

, ou P* =

2J OCJ — I (9)

aa

pi =
h \*

h

h.

i /i!

Maintenant il faut examiner si les valeurs a; substitutes en (6)
suivant (9), donnent des valeurs pour «; qui constituent une fonction
de repartition.

En sommant (6) nous obtenons 2 ai = 1.

II peut se trouver que pas toutes les valeurs de a,i sont plus gran-
des que o. En effet, on a a0 = <xx

a,a, = _?

a, — — a .2 " « ;

1 a2

a3 aj)2«j I A
>

1 a\ ]
1 = 1 D i n " , 2 ==L 4 6 a J

^ ( 2 1 I 1)

^ ( 3 4 3 2 )
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Dans cette Equation A =

p
J = A

a

A a,
a

^5

a4

3 T

io~6ai

04 3_ ]

a2 10 (

11

12

«s - = * « * - . (2 a,1 a.

«3

a2

a'

a ) I - 4 =
a.

a, / a

A
-
a

3
[To

3? A
4 3 10

/ 2

4

6 12 a' 360

c'est-a-dire plus petit que o.
II ressort que (9) n'est pas le resultat d'evenements en chaine.

Nous voulons, maintenant, examiner a quel point (9) peut etre
consideree comme une approximation d'une chaine continue.

On a lim
i—>»

P

~h

i -1

En posant que Px (s) = a0

II suit de (6), si nous posons

P

1 A

s a,

1 A-

que aj =

0

done a0 = r

an =
y-1

Selon (9) on a
+ P
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done

II suit de la que a* < ax, sauf pour des valeurs plus elevees de i ou
a* > a».

Ceci implique que les multiples sinistres qui, selon (9), surviennent
apres un evEnement (probability pi) sont beaucoup moins frequents
que ceux qui surviennent apres des evenements en chaine a base de
P1 (s) = a0 + ax s

Est-il possible de construire la distribution binomiale negative
generalisee comme le resultat d'une distribution primaire indiquant
la probability pour qu'un eVenement fondamental ait lieu, ou
chaque e vehement primaire compte comme l'6venement initial
d'une chaine continue ?

Comme le passage d'une probability fondamentale fixe a la
probability fondamentale variable indiquee par (1), se combine avec
l'introduction d'un seul parametre h, il est raisonnable de construire
la distribution P1{s), par laquelle les Evenements en chaine sont
engendres, des deux probabilites fondamentales a0 et alt qui ensem-
ble font 1.

Dans ce cas on a

Q(s) = i (1 - «0)*-i «0 si

d'oii
OLi = ( I — tfo)'"'^
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230 LES EVENEMENTS EN CHAfNE

En raison de (i) et de l'approximation discute"e de (9) le choix de

«o = J—Tp d o n c J ~~ a° = h 4-P S e m b l e Justifi^-

Dans la formule (8) les elements n et a» sont connus:

(h - 1 + %\[ P y / A \*
1% —

* / \h + PJ \h + P
1 h

OH =
h + PJ h + P

a l'aide de ces donnees nous allons fixer les valeurs de pi (i = o,
i, . . .) dans (7) et examiner si ces valeurs constituent une fonction
de repartition.

On a ,„ = ( _ * _ ) * = * „

ri = (r ( &

d'ou

P / \h + PJ 1 r i A + P

P \A
P/

P \ 2 / A \ » A H i

J
= f J L X'1 I

h + PJ \h + Pj
h \h~21 P \2hh - i

r, =

\h + P
P \3

1 2

p

h+ P) \A + PJ i\h + PJ \h + P
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/ h \"-3 / P \3 h \{h + I) (h + 2) ,. .1
h = [h + p) [h + pj 5 I" ^ " 1 - (* " Dj =

h \*-3 / P \s hh — ih — 2

II appert que >̂» =

A + P / \A + PJ 1 2 3

A \* (P\i !h\

h + Pj \h

\h
4 - 0

— = 1

Ainsi on obtient pour (8)

LJ\ i ) \h + PJ \h + P) J l K '

b*{i)(z) dz

avec

tandis que Q(s) = £ {j^r^j {h^Tp) S*

satisfait a Q(s) = sP1{ Q(s) }

II s'ensuit que la distribution binomiale negative generalisee est le
produit d'une distribution binomiale par rapport aux evenements
initiaux qui donnent lieu a des evenements en chaine.

§ 4. LE SYSTEME BASE SUR DEUX PARAMETRES

Comme evolution de la distribution (1) la distribution suivante a
ete d6duite par L. Yntema, en appliquant la theorie des processus
stochastiques. (voir les theoremes III et IV de la these Mathematical
Models of Demographic Analysis [3])
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(10)

F{x, P, h, h', p(z) ) indique la probability pour que le sinistre soit
e"gal ou plus petit que x dans l'intervalle ou le sinistre probable est

P—. Pour ceci h doit etre plus grand que i et h' plus grand que o.
ft

Dans ce qui suit nous donnerons la deduction et montrerons
ensuite que cette distribution se laisse interpreter de maniere iden-
tique a (i).

La contagion des probabilites de Polya — Eggenberger est em-
prunte"e au probleme suivant: Une urne renferme r boules rouges
et z boules noires. Apres en avoir tire une boule rouge, i + e
boules rouges sont restituees; de meme apres en avoir tire une
boule noire, i -\- e boules noires sont restitutes.

Nous posons lim

lim

nr

r + z

n e
r A- z

— p

P

h

En developpant la formule de Polya et Eggenberger nous suppo-
sons, maintenant, qu'apres le tirage d'une boule rouge i + er

boules rouges sont restituees, apres le tirage d'une boule noire
i + ez boules noires.

TVT 1 I™ n r 7~>

.Nous posons alors = P
" " r + z

et
— r +

lim n e.
"-^ r + z '

Considerons ensuite le systeme par rapport au temps, en suppo-
sant que dans l'intervalle A£ qu'un seul tirage soit possible et
posons lim n\t = t en choissisant l'unite" de temps de maniere que

P = t, c'est-a-dire que, le contenu de l'urne restant inchange", le
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nombre probable de boules rouges tire dans l'intervalle t soit
exactement t.

Soit Pk(t) la probabilite pour que Ton tire k boules rouges dans
l'intervalle t. La probabilite de passage pour que Ton tire une boule
rouge si n tirages ont eu lieu par lesquels on a tire k boules rouges, est

J. / AA ^ (I + k*)
jpk (n.At) == v ^I + k<x At + (n — k) $At

De l'equation differentielle

_ , ... At [i + (k — i)a] „ . ... ,
Pk In At) = ! ~ — PA-I (n— i . At) +

V ; i + [k— l )a At + (» — *)p A< l V

I —
[i + A a]

(w — I .
i + ka.At + (n — i — k)$ At

il resulte en cas de passage de limite A £ - > o # - > co n At-+ t

et pour & = o

avec les conditions-limite P0(o) = i Pft(o) = o k = i, 2,

Nous posons

d'oii il suit que Cu,t satisfait a

c\,t = ( i + ( k - i ) « ) c , . , , , ( 1 + P Q - l + 1
avec C0<0 = 1 Ckl() = o ^ = 1, 2, . . .

En outre il resulte de (12) et (13) en rapport avec C0)0 = 1 que

C0,t = 1

Nous trouvons la solution

Pk{t) =
(I + k - I.a) (I + «)

a* k ! (1 + p*)l/B
I - ( I
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ou bien, en substituant t = P k = r

f (r, P, a, p) = ft + r ~ I j (i + p P p I - ( I + pP)

En posant encore

(i + pp) i = H - = h
a.

alors f(r, P, h, p) = (H + r ~ Z) M (i - H)'

avec

ou la se"rie y I (^ — i)f est une serie de puissance uniforme-
f - 0

ment convergente. o < i — H < i
Ensuite on a

(", P. *. P) = fl* [H - i) A
r - 0

ou P = - \ (i + pP) P — I I pour a = p P = P
a ( )

Nous obtenons de maniere analogue

a2 = P (i + pP) & = P (aP + I)

En partant de l'hypothese d'une probability fondamentale varia-
ble que nous indiquons par Pq, ou h{q)dq est la fonction de frequence
de q, alors, au cas ou

U'h -h'q h-l
e q dq

tandis que la probabilite pour que r eV^nements aient lieu est donn^e
par la distribution de Poisson,
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(Pq)r

r !
nous obtenons de nouveau (14), pourvu que le choix de p soit
approprie".

C'est que

J m e~h'q ̂ dq{Pq)r (r + h—i\( P VI ft' \*

rl \ r J \h' + PJ \h' + P

(15)

A cause de \ q h (q) dq = _

on obtient P = — P
h'

1 ( ? ) A 1
ou - ^ (1 + pP) 0 — 1S = — P ou, parce que h= -

a ( ) « a

(I + pp) I _ I

En substituant cette valeur en (15) nous obtenons (14).

a = p donne h' = h, ce qu'il fallait.

Maintenant, nous voulons de'montrer que (10) se laisse egalement
construire en partant de la distribution de Poisson indiquant les
probabilites pour que des evenements surviennent, chaque eve"ne-
ment pouvant donner matiere a 1, 2, . . . preventions de sinistres.

Soit n (t) = f e"'p(z)dz

alors la fonction caracteristique de (10) est

" - 1 +r\ I P W h' \h

h' + PJ \W + P, W =
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p ,A~h r p

Par consequent 9' (o) = Pi

Ceci veut dire que le sinistre probable est P.
Et comme en outre

9" (°) =

la variance du sinistre est

P 2

Nous posons

pour examiner ensuite la possibility de considerer (10) comme une
distribution primaire, determinant la probability pour qu'un
nombre certain d'ev6nements survienne, dont chaque e"ve"nement
peut donner matiere a une ou plusieurs preventions de sinistres.

Dans ce cas, la fonction caracteristique de la distribution de
Poisson est ep* [**<"-']

De

ou — h lg J 7t (t))\ =P* 0* (t) - 1] resulte
h + P

00

= - P' + P' ^ (t)

Posons maintenant
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alors . ,A 1 vn I p V [71 ft)]'

O U — ' ^ "-<>M(z)

E t c o m m e

on obtient _ ^ . / P

II reste a verifier si , , P

On a lzp{z)dz=i et [ zpM {z)dz = r

d'ou

J zp*(z)dz=—-±

On a en outre

( z2p (z)dz = p2 f z2pM {z)dz = - T)

done

lg ' +
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, P \2 . , P

h + P
II suit de la que

^ / > - < • > *

r->*(I+$->*U +

p

le tout par analogie a (3).
Reste la question de savoir si (10) se laisse ecrire comme une

distribution primaire par rapport aux evenements en chaine.
Dans ce cas on a

h' \*

\h' + Pj \h! + P

Nous posons

P 1 l s ) + s
1 W h' + p + h' + p

alors il faut que

V \l P V-1

\h' + Pj \h' + P

et nous trouvons a l'aide de (7)

h' \* (P\i (h

h' + PJ \h'
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d'ou

avec

confirmant ainsi cette analogic

§ 5. APPLICATION

En ce qui concerne l'application pratique de la theorie des
evenements en chaine a l'assurance INCENDIE, nous pouvons
faire les observations suivantes.

La theorie des evenements en chaine, donnee dans cet essai,
se laisse interpreter comme un modele descriptif du phenomene
d'une conflagration continue.

II ressort maintenant de la theorie developpe"e que la distribution
binomiale negative geneYalisee se laisse entendre comme le produit
de la distribution binomiale, indiquant la fonction de repartition
de la survenance d'une incendie primaire, avec les ev^nements en
chaine, indiquant une conflagration continue.

La simplification, presentee par la distribution binomiale comme
la distribution de probability pour qu'une incendie primaire se
declare, est compensee par l'introduction des evenements en chaine
(voir l'equation obtenue pour (8), page 231, ainsi que l'equation (16).
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