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Partie imaginaire des résonances de
Rayleigh dans le cas d’une boule

Didier Gamblin

Résumé. Nous étudions les résonances de Rayleigh créées par une boule en dimension deux et trois.
Nous savons qu’elles convergent exponentiellement vite vers 'axe réel. Nous calculons exactement
les fonctions résonantes associées puis nous les estimons asymptotiquement en fonction de la partie
réelle des résonances. L’application de la formule de Green nous donne alors le taux de décroissance
exponentielle de la partie imaginaire des résonances.

1 Introduction, notations et résultats

Soit O C R" (n = 2 ou 3) une boule compacte de rayon R, son complémentaire
2 =R"\ O et son bord I'. Notons A, 'opérateur d’élasticité

Agu = poAu+ N+ po)V(V o),  u="(uy,...,u,),
ol les constantes de Lamé \g et 1 vérifient
o > 0, n\y + 210 > 0, Ao 7& 0.

Considérons A\, dans €2 avec des conditions de Neumann sur le bord I
n
(BM),' = ZO’I‘]'(M)V]' |1“:07 i:l,...,n
j=1

ouo;ij(u) = AV -ud;; +u0(8xj u;+0y, u;j) estle tenseur des contraintes et v la normale
extérieure a 2 sur I'.

Pour I’équation des ondes élastiques a extérieur d’un obstacle régulier avec condi-
tion de Neumann sur le bord, en dimension quelconque, M. Taylor [Tay] a étudié
mathématiquement la propagation des singularités. Trois types de rayons peuvent
propager les singularités: d’une part les rayons classiques se réfléchissant au bord de
Pobstacle suivant les lois de loptique géométrique et propageant les singularités aux
vitesses ¢; = \/fig et ¢ = /Ao + 219, d’autre part les rayons de Rayleigh propageant
les singularités dans le bord de 'obstacle a la vitesse plus lente cg. On rappelle que
cr < €1 < ¢ et cg = 15 ou sy est 'unique zéro dans 0, 1[ de la fonction de Rayleigh

R(s) = (2 = 2) —4(1 = )3 (1 =l *)7.

Recu par la rédaction le 4 février 2004.
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Ce qui fait que méme un obstacle strictement convexe est captif pour le probleme de
Neumann du point de vue de la propagation des singularités. Ce qui n’est pas le cas
pour le probleme de Dirichlet.

M. Ikehata et G. Nakamura [IN] dans le cas de la sphere de R?, puis M. Kawashita
[Ka] pour un obstacle a bord C*° quelconque en dimension impaire, ont montré
que I’énergie locale de ’équation des ondes élastiques pour le probléme de Neumann
n’a pas la propriété de décroissance uniforme lorsque t — oco. Ces phénomenes
correspondent a 'existence d’ondes de Rayleigh se propageant au bord de I'obstacle
et on s’attendait a ce que cela crée des résonances convergeant rapidement vers ’axe
réel.

Il est connu que Popérateur —A, agissant sur les fonctions C* a support compact
dans  a valeurs dans C" et vérifiant la condition de Neumann, admet une réalisation
auto-adjointe sur L*(;C") que I'on notera —AY. Lopérateur —AL est positif et
n’admet pas de spectre ponctuel. Soit x une fonction C>° a support compact va-
lant 1 pres de T, la résolvante tronquée R, (\) = x(—AL — A*)7'x, holomorphe
pour S\ < 0, se prolonge méromorphiquement a un voisinage conique V de 'axe
réel positif. Les poles de ce prolongement méromorphe sont appelés résonances de
Popérateur —AY dans V, voir [SjZw].

P. Stefanov et G. Vodev [StVol] ont commencé par montrer que dans le cas de
la boule de R?, il existe une suite de résonances (zj) vérifiant 0 < Qz; < Ce 1Rz
ouC > 0,y > 0. IlIs ont ensuite montré qu’il existait une suite de résonances (z;)
vérifiant 0 < Qz; < CN(%zj)_N pour tout N, d’abord dans le cas d’un obstacle
strictement convexe a bord C> de R* [StVo2], puis pour un obstacle a bord C>°
quelconque en dimension impaire d’espace [StVo3]. J. Sjostrand et G. Vodev [SjVo]
ont donné 'asymptotique du nombre de résonances de Rayleigh dans un domaine
proche deaxe réel delaforme A = { A € C | [SA| < |A|7%, R\ > Co} (6,Co > 0),
pour une classe d’obstacles incluant le cas strictement convexe et en toute dimension
d’espace autre que quatre. P. Stefanov [St1] a donné aussi une trés bonne minoration
du nombre de résonances de Rayleigh pour un obstacle quelconque en dimension
trois. G. Vodev [Vo] a étendu le résultat énoncé dans le cas de la boule de R? a toute
dimension impaire d’espace dés que 'une des composantes connexes de 1’obstacle
est a bord analytique. Dans le cas d’un obstacle a bord €*° en dimension trois, M.
Bellassoued [Be] a montré I'existence d’'un domaine de la forme {A € C | S\ >
e R RX > Co} (Co, C > 0) sans résonance.

Dans le cas d’un obstacle strictement convexe a bord analytique I" en dimen-
sion deux lauteur [Ga2] a montré que dans un domaine de la forme A il existe
exactement deux suites de résonances (z 4) (comptées avec multiplicités) conver-
geant exponentiellement vite vers I’axe réel et exponentiellement proches I'une de
lautre. De plus Rz + = Z}C’; k+ 3,50 amk™"™ est un symbole analytique. Les ques-
tions qui se posaient concernaient alors I'étude de 'intéraction entre les résonances
Zi+ et zx _ et la précision du taux de décroissance exponentielle de la partie imagi-
naire des résonances. L'intérét de cette derniére question réside dans le lien avec le
probleme d’évolution associé. On a des états a durée de vie d’autant plus grande que
les résonances sont proches de 'axe réel (pour des énoncés précis, voir les travaux de
S.-H. Tang et M. Zworski [TaZw] et de P. Stefanov [St2]). On répond a ces questions
dans le cas ou obstacle est une boule en dimension deux ou trois.
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Enongons notre principal résultat :

Théoreme 1.1  Soit (zi) la suite des résonances de Rayleigh a partie réelle positive
créées par une boule de rayon R en dimension deux ou trois. Il existe une constante
C > 0 (dépendant a priori de la dimension) telle que

Szt = (CRz + O(V/Rzy) ) e R

oS = g cosh™(creg ') — /g2 — ¢ %

Dans [StVo1] Stefanov et Vodev caractérisent les résonances comme étant les zéros
d’une famille de fonctions (f,(z)),en+ Sexprimant a 'aide des fonctions de Hankel.
On montre cela aussi pour la dimension deux. On obtient alors que les résonances zx
sont doubles (z; + = z; _) dans le cas de la dimension deux.

Pour une certaine suite d’entiers n; on a f,, (zx) = 0 et on obtient que ny/Rz —
¢z 'R quand k — +oo.

Dans sa theése I’auteur avait alors montré, en utilisant les idées de Stefanov et Vodev
(voir [Gal]) que dans le cas d’'une boule de rayon R en dimension deux ou trois, pour
tout e > 0 il existe des constantes C. > 0 et C/ > 0 telles que

C e—(25+E)R§RZk < %Zk <C e—(ZS—E)R%Zk
€ = = € .

Clest Pestimation précise du taux de décroissance exponentielle (en fonction de n)
du module de la fonction w — % (nw) — fn(m)) dans un voisinage complexe de cg
et 'application du théoreme de Rouché qui donnaient le résultat. Cette estimation
s’obtenait a 'aide des résultats de Olver (voir [Ol1, O12, Ol3]) sur I'asymptotique des
fonctions de Hankel.

Ici nous utilisons cette caractérisation des résonances pour décrire les états réso-
nants associés, puis a I'aide d’estimations de fonctions de Hankel, nous les estimons
asymptotiquement en fonction de $z;. On obtient que les fonctions résonantes (de
norme 1 dans un domaine compact de Q) associées aux résonances de Rayleigh sont
exponentiellement petites en fonction de la partie réelle des résonances des que 'on
décolle du bord de lobstacle. Le taux de décroissance exponentielle croit du bord de
Pobstacle jusqu’a la sphere de rayon ¢;c; 'R puis devient constant et vaut SR. Voir les
propositions 3.15 et 4.7 pour des énoncés précis, oit 'on donne des asymptotiques
des fonctions résonantes a ’aide des fonctions propres de I'opérateur de Laplace—
Beltrami sur la sphere associées aux valeurs propres 17 dans le cas de la dimension
deux, et ni(ny + 1) dans le cas de la dimension trois.

C’est lapplication de la formule de Green apreés la sphére de rayon ¢;c; 'R qui
nous permet alors d’obtenir le théoreme 1.1.

2 Réduction du probleme

Soit V un voisinage conique de I’axe réel positif. On suit pas a pas Stefanov et Vodev
[StVol]. Nous allons montrer que les résonances de —AL dans V, c’est-a-dire les
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poles de R, (z), sont exactement les pdles de la résolvante du probleme aux limites
suivant :
(—A, — 2w =0 dansQ

(1
Bw=g surl.

Supposons Sz < 0 et g € H'/?(I); le probleme (1) a une solution unique dans
L*(2). En effet, cherchons une solution de Iéquation Bv = g; si 'on pose v = 0
sur I', Péquation Bv = g détermine de fagon unique la dérivée normale de v et il est
connu que 'on peut choisir une telle fonction v dont le support est arbitrairement
proche de I'. Notons V: H/*(I') 5 ¢ — v € H?*(Q) un tel choix d’opérateur
d’extenxion oti les fonctions V' (g) sont a supports compacts uniformément bornés.

Cherchons une solution de (1) sous la forme w = u + v. Alors u est solution du
probleme

(—A, —Pu= (A, +2")v dansQ
Bu=0 surl’

et donc u = R(z)(A, + z%)v (Sz < 0). Sil’on note S(z) I'opérateur résolvant dans
L%(€2) le probléme (1) pour 3z < 0, on a

S(z) = V + R(2)(A, + Z2)V.
Si x est bien choisie on a alors
(2) xS(z2) =V + R, (2)(A, + 2V

et donc xS(z) admet un prolongement méromorphe dans V, et les poles de xS(z) sont
parmi les poles de R, (z). Pour prouver le résultat inverse on considere le probleme
suivant

(—A, —Z)u=f dansQ
Bu=0 surll

3)

par 0 dans R" \ . Cherchons alors une solution de (3) sous la forme u = v + w

ou v = Ry(z2)Tf, Ro(z) étant la résolvante libre dans R". Alors w est solution du
probleme

ou f € L2, (). Pour une fonction f € L*(Q2) notons T f la fonction f prolongée

(—A, —Z2)w=0 dans
Bu = —BRy(2)Tf surl

etdoncw = —S(z)BRy(2)Tf, ot R(z) = Ro(2) T — S(z)BRy(z)T. (Ici B: H*(R")
HY*(T").) On en déduit

(4) R\ (2) = xRo(2)XT — xS(2)BxRo(2)xT

et dong, puisque xRy(z)x est analytique dans V, les pdles de R, (z) sont parmi les
poles de xS(z), et d’apres (2) et (4) on a la méme multiplicité. On a donc la proposi-
tion suivante :
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Proposition 2.1 ([StVol])  Les résonances de —ALY dans 'V coincident avec les poles
de xS(z) avec la méme multiplicité.

3 Dimension deux

Nous noterons (r, 8) les coordonnées polaires habituelles et dans un souci de simpli-
cité nous ferons les démonstrations dans le cas ot I" est de rayon R = 1.

3.1 Caractérisation des résonances
Comme dans [StVol] on va maintenant caractériser les résonances comme I’ensem-
ble des zéros d’une famille de fonctions dépendant des fonctions de Hankel.
Résolution explicite de (1) : soit H, la fonction de Hankel d’ordre n (2z > 0)

+oo—iT )
Hn(Z) _ / e,zsmhtfnt dt
—00

ou 'on integre suivant le chemin ] — 00, 0] U [0, —iw] U [—im, —im + oo[. H, est
solution de I’équation de Bessel

11 ]' ! nz
w'+ —w +<1——2)W=0.
z z

On obtient facilement les propriétés suivantes :

Lemme 3.1
(i)  €"H\, (kr) (n € 7) est solution de Péquation (A + k*)u = 0 dans R*.
(i) Sik, = cflz etk, = c{lz, pour 3z < 0,

—0y,

V(ei"‘gH|n|(k2r)) et (8

)(ei"eHn(klr)) (nel)

sont solutions dans L*(R?; C?) de Péquation (A, + z*)u = 0.

(iii)
ing (€OSON 0 —sinf
7
{e (sin@)’e ( cos 6 ),ne }
est une base orthogonale de L*(S'; C2).
Posons
i [cosf i —sinf
K= (sin@)’ Yu=e ( cos )’
inf _8X2 inf
(5) Fu(z) =V (" H,(kar)), Gulz) = o, (¢ H,p (ky1))
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Pour résoudre (1) remarquons que tout ¢ de H'/2(S') peut s’écrire

g = Z Olan + 5nYn-

necrt

On cherche alors une solution de (1) sous la forme

w= Z%Fn +6,G,.

nc’

Sous la forme précédente w est bien solution de (A, + z2)w = 0 ; la condition au

bord Bw = g va nous donner (y, d,,) en fonction de (v, B,)-
On ale lemme suivant, dont la version dans R® a été prouvée dans [Gre], voir aussi

[IN].

Lemme 3.2 Soitw = VA, + (_;XZ)Al oit A et A, sont solutions des équations
X1

(A+K)A; =0 et (A+K)A, = 0.

Alors la condition au bord Bw = g sur S' sécrit

cosd —0y, —siné
(kf —2k§)zzA2( . ) —2729,VA, —2228,< P )Al —k%zzAl( cosf ) = —k%g.

sin 0 e,

Pour A, = ei"eH‘n‘(kzr) etA; = ei”9H|,,|(k1r), onaenr =1

cos - cos
=22 () = 6 - 22 e (20,

sin 0 +sin 6

—220,VA, = —227KGH]) (k))e™ (Cf)s 9)
sin 0

+22%in (Hy (k) = ko Hf, (k) ) € (_ o 9) ,

cos 0
—0. o —sin@
2 X2 o 212 ind
% &( Oy, )Al = 22 kiHjy (ke ( cosd )

—22in(Hyy (ki) — ki H], (k)™ <C°S 9) ,

sin
_k%ZZAl <—CSID 9) _ _kizzHlnl (kz)eine (— sin 9) .

0s 0 cos 0

Pour g, = o, X, + 8,Y, et w, = v,F, + §,G, la condition au bord Bw, = g, est
équivalente au systeme linéaire

Tn\ _ 12 Cn
(6) T”(Z)(6n> = —kj (ﬂn)
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ou T,(z) estla matrice 2 x 2 dont les coefficients sont

T}, (2) = 22((k§ - 2k§)H\n\(k2) - 2k§H(,j\ (kz))

2 (( = 2n”)H,y (ky) + 2ky H, (k1))
Ty (2) = —22%n(Hyy, (k) — ki H}, (k1))
T} (2) = 22%in(Hy, (ko) — ko Hy (k)
T5y(2) = —kiz* (H (ki) + 2H[ (k1))
= 22((k} — 2n*)H}, (ky) + 2k HY (k1)) -

Notons A,(z) = detT,(z) et Z Pensemble des zéros de A, (z) pour n = 0,1,...
dans V. Les coefficients -, et d,, sont des fonctions méromorphes avec des poles
possibles dans Z. Les fonctions correspondantes w, ont la méme propriété et pour
Sz < 0 elles sont dans L2(§2) d’apres la propriété de décroissance exponentielle de
H, (ki) et H,(k,r). On dira alors que w, est sortante. Par conséquent w, = S(z)g, et
donc S(2)g = >,y VuFn + 6,G, o1, et 6, sont solutions de (6), au moins lorsque
g aun développement en série de Fourier fini.

Résonances de —AY et zéros de A, (z) : 1l suffit en fait de travailler avec des sommes
finies puisque 'ensemble des combinaisons linéaires finies de X,,, Y, (n € 7Z) est
dense dans L2(S'; C2). En fait, si zy est un pole de xS(z), zo est un pole de xS(z)g ol
g est une fonction dont le développement en série de Fourier est fini. Puisque xS(z)g
est holomorphe dans V \ Z, on conclut que si zy est une résonance de —Aff dans V,
alors zy € Z.

Inversement, soit zg € Z. Il existe # tel que A, (zy) = 0; zg est un zéro d’ordre fini
p > 1de A,(2). zy est donc zéro d’ordre inférieur ou égal a p — 1 de I'un au moins
des coefficients de T,,(z). On peut supposer sans perte de généralité que c’est T%,(z).
En résolvant le systeéme (6) avec a,, = 1 et 3, = 0 on obtient

(7) xS(2) Xy = m(Tz"z(Z)Fn(Z) — T51(2)Gu(2))

_k%
z
et puisque zy est un zéro de T%,(z) d’ordre strictement inférieur a celui de A, (z) et
que F, et G, sont linéairement indépendantes, z; est un pdle de xS(z)X,,. zy est donc
une résonance de —AL.
On a finalement obtenu :

Proposition 3.3 Les résonances de —AY dansV sont les zéros de A, (z) dans V, n =
0,1,2..., et leur multiplicité est deux.

Remarque Les deux suites de résonances (zx 1) et (z,— ) (exponentiellement proches
I'une de lautre) que 'on trouve dans [Ga2] sont donc confondues dans le cas de la
boule.
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3.2 Fonctions résonantes

Soit z; une résonance, on cherche uy sortante vérifiant

(A, +2zH)up =0 dans Q,

(8)
Bu, =0 surl.

Sion la cherche sous la forme u;, = ZnGZ YuFu(z1) +6,G,(2) (voir (5)), la condition

au bord s’écrit :
Yn 0
7, T, = .
et =) <5n) <0>

On sait d’apres la proposition 3.3 quil existe ny € N tel que z; soit un zéro de
det Ty, (2). Lorsque (gik) € ker T, (z), puisque dim ker Ty, (zx) > 1, les fonc-
"

tions

we =Y YuFulze) +6,Gulz)

n==ny

forment un espace de dimension supérieure ou égale a deux de solutions sortantes
de (8). La multiplicité de la résonance z; étant deux, cet espace est de dimension
deux et C’est 'espace des fonctions résonantes associées a z (F,(z) et G,(z) sont bien
sortantes puisque dans L*(£2) pour Sz < 0). On a donc la proposition suivante :

Proposition 3.4  Soit (z;) la suite des résonances de Rayleigh, les fonctions résonantes
associées sont

+ — +
le = uk + uk avec le = 'V:I:nkF:I:nk(zk) + 5:|:nkG:i:nk (Zk)

out (}ii) appartient a I'espace de dimension 1 ker T, (zx).

Dans le but d’estimer asymptotiquement en fonction de Rz les fonctions réso-
nantes associées aux résonances de Rayleigh (celles qui convergent exponentiellement
vite vers ’axe réel), nous établissons un certain nombre de lemmes. La démonstration
des deux premiers est essentiellement due a Burq [Bur].

Lemme 3.5 (Estimations hyperboliques)  Soit 0 < a < 1, dans la zone |IN\| < 1,
1< (RN?r2a?, RA > 0,0na

H,(\r) = (%:meo n 0( %) ) o sin OoArtid+i

et
H! () = (% ro L)) s
7

NS 5 _ —1(
oit Pon a posé By = cos (mr)'
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Preuve Ona

+oo—im )
HH(AI’) _ / e)\rsmhtfp,t dr

— 00

0 ) ) +00 . T .
_ / e/\rsmh t—utdt + e;mr/ e—)\rsmht—,u,t dr — 1/ el(—/\rsm O+10) do
0 0

— 00

Sous les hypotheses du lemme, les deux premiéres intégrales n’ont uniformément
pas de point critique, on peut donc intégrer par parties et montrer qu’elles sont uni-
formément majorées par C(R\) L.

Lestimation de la troisiéme intégrale s’obtient par I'application de la phase sta-
tionnaire par rapporta R\. Sil’on pose 6y = cos™! ( 5 ) (point critique de la phase
lorsque Pon néglige IA), ona Oy € [a, 7 — a] avec & > 0 indépendant de X et p.
1l suffit alors d’écrire sin§ = sinfy + (0 — 6y) cos Oy + (0 — 6y)*gy,(0) et Pon a des
bornes € sur gy, uniformes par rapporta 0y € [a, ™ — a].

Lestimation de H,,(Ar) s’obtient de la méme fagon. ]
Lemme 3.6 (Estimations elliptiques)  Soit 0 < a < 1, dans la zone |IA| < 1, >
RN 2a 2, RA>0,u>1,0na

V2 1 1 )
H,(\r) = (ii + O( 7) ) o~ Arsinh fo+puto
Ve vi Ol

et
1 1 .
H(\r) = (\/ﬁ\/m— + o( —) ) e~ Arsinhtotyto
VI %

N 5 _ —1( p
ot on a posé ty = cosh (wr).

Preuve Comme dans la preuve du lemme précédent on utilise la décomposition de
H, (Ar) comme somme de trois intégrales. Sous les hypotheses du lemme les deux
dernieres intégrales n’ont uniformément pas de point critique et sont uniformément

majorées.
Pour la premiére intégrale le point critique de la phase est —#; ol 'on a posé
ty = cosh_l( %’j\r) . La méthode de la phase stationnaire par rapport & ;. donne

Pestimation de la premiére intégrale, et puisqu’elle est exponentiellement grande cela
donne I'estimation de la somme des trois, les deux autres étant bornées.
La deuxiéme estimation s’obtient de fagon identique. ]

Lemme 3.7  Soit (z;) la suite des résonances de Rayleigh et (ny) la suite vérifiant
Ay (zr) = 0. ng admet un développement asymptotique a n’importe quel ordre en
puissances de Rzy et ny = cgl%zk + O(1).

Preuve OnaA,, (z) = 0. Puisque A, a un nombre fini de zéros dans 'V, ny — +o0.
D’apres Tokita [To], il existe un domaine de la forme

D={zeC|Rz>0,0<3z<Clz]'*+C,}, C, >0,C,>0
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tel que H, (k;) et H,(k;) n’admettent pas de zéros dans D. Donc, dans D, A, (z) = 0
si et seulement si

) (kj +2ﬁH4(kz))(k% 2+2ﬁH,;(k1))

n? n? H,(k,) n? n? H,(k;)
LI M) (£- Hé<kz>) _
n? \k Hy(k))/ \ky Hy(kp)/
On pose by = ¢| lz—kk; en utilisant les asymptotiques de Ié;((z:j) suivant le domaine

du plan complexe auquel appartient w (voir [Ol1, OI2, Ol3]), de la méme fagon que
Stefanov et Vodev (dés que 'on passe aux estimations dans (9) ce sont les mémes
calculs que dans [StVol, pp. 311-317]) on obtient par I’absurde (contradiction avec
les hypotheses sur les constantes de Lamé), qu’avec C; > 0 et C; > 0 bien choisies,
si la suite z; appartient a D (ici C’est le cas car la suite z; converge vers ’axe réel), by
est bornée et ses valeurs d’adhérence appartiennent forcément a ]0, 1[. Soit by, une
sous-suite de by convergeant vers b; lorsque w appartient 2 un voisinage complexe
d’un nombre de |0, 1[ on a

Hj(nw)  V1—w? 1
H,(hw) w * O( )’

donc d’apres (9) on obtient

R(by) + o(ni) =0

ki

ou R est la fonction de Rayleigh. Il est connu que R a pour unique racine dans ]0, 1|
le nombre crey ! et que cette racine est simple. On a donc b = cRcfl et la suite by
n’ayant qu'une valeur d’adhérence est convergente. On a alors

1
R(bw) +0( ) =0

1k
et par le théoreme des fonctions implicites on a ¢; ! Z—kk = by = cpe; '+ O( nik) . On
obtient donc n, = cgl\fRzk + O(1).
Puisque g" EZ;J)) admet un développement asymptotique & n’importe quel ordre
en puissances de n (voir [Oll, OI2, Ol3]), de la méme fagon que précédemment on
obtient que n; admet un développement asymptotique a n’importe quel ordre en
puissances de Rz. ]

Lemme 3.8 (Estimations hyperboliques) Soit & > 1. Il existe des constantes réelles
Aj <0, Bj < 0 ety telles que dans la zone r > cjcglé (j =1,2)onait

AT 1 1 ,
H, (c:lzr) = ] + O( _) ) ATiN Rz
wlej a7) ( (r2 — c?cl;z)l/‘1 VRz Rzi
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et

H (¢ lzr) = (Belzﬂ'yj_ 2 624672 1/4 + O(—) ) ezﬂ(r)?]?zk ,
( j k ) j 1’( R ) /—%Zk §R2k

Ny J

ot 7j(r) = cg ' cos T (cjeg 'r7t) — C;ZT’Z — %

Preuve D’apreslelemme 3.7 z; = cgng + O(1) dong, si r > cjc}{l, ona
-1 -1
¢ Rzxr ~ Cj CRTME ~ ang

avec a > 1. Nous sommes donc en mesure d’appliquer le lemme 3.5 avec ;1 = ny et

A= cflzk. Cela donne

—V 27 1
H, (c;'zr) = < 5 + O — )
o cj_lr%zk(l S — ) /4 (%Zk)

cj_zrz(i)?zk)z

_ . _ 1k
YRz + ing cos 1(77)

X —iy 1 — ————
eXp[ VT R

D’apres le lemme 3.7, 0n a

(10) nk:c;mzk+a+o(

)

ou « est un nombre réel. On obtient alors la premiere estimation en utilisant égale-
ment le fait que Sz = O( %%k) (zx converge exponentiellement vite vers I'axe réel).
La deuxiéme estimation s’obtient de la méme fagon. ]

Lemme 3.9 (Estimations elliptiques) ~ Soit § < 1. Il existe des constantes D; > 0 et
E; > 0 telles que dans la zone 1 <r < cjcglé (j=1,2)on ait

D; 1 1
H, (c:'zr) = / + O(—) ) SRz
nk( j Zk ) ((C?CRZ _ 7‘2)1/4 \/%_Zk %Zk

et
_ _ 1/4 1 1 (IR
H, (7 'zier :(—] Aot =12 +O(—))esf(’) 2
k(] k ) ( jtR ) \/?R_Zk %Zk
oit S(r) = cz ' cosh™ (c'cR lrfl) — /et — c]._2r2
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Preuve Sir < cjcgl, ona
-1 -1
¢ Rzxr ~ Cj CRTME ~ ang

avec a < 1. Nous sommes donc en mesure d’appliquer le lemme 3.6 avec pn = ny et

A= cj_lzk. Cela donne

-_lzkr) =

an(cj

s

2
-1 " -1 "k
x exp | —¢; 'Rzxy | —5—5—— — 1 + ncosh (_7)
P { J ¢ 212(Rz)? ¢ YRz,

n

2
-k
c?zrz(ﬁﬁzk)z 1:| '

—ic?lri‘yzk

De la méme fagon que pour le lemme 3.8 on obtient alors la premiére estimation en
appliquant les lemmes 3.6 et 3.7. La deuxiéme estimation s’obtient de la méme fagon.
|

Remarques

* Le calcul de 7j(r) n’est pas vraiment utile pour la suite.

* On peut expliciter A; et B;. Par contre, pour expliciter v, D; et Ej, il faudrait
calculer « (voir (10)), ce qui est possible a I'aide des asymptotiques de Olver (voir
le lemme 3.7).

¢ Dans les lemmes 3.8 et 3.9 on peut remplacer n par 1 +1/2, et Cest cela qui nous
servira pour la dimension trois.

Lemme 3.10 Il existe une constante C > 0 telle que

D _ (iic + o( ;) ) S5 (DSR2
5:i:nk V %Zk

Preuve D’aprés la proposition 3.4 on a To,, (2x) (Z:k) = (), Cest-a-dire
ﬂk

(11) (e 7 — 2mp)Hy (¢ '2) + 26 'zcH,y (65 ' 20)) Y,
F 2ing (Hp (cy '2x) — ¢ 'zcH, (¢7 '2)) 64 = 0O

et

(12) =+ 2iny (an(cflzk) - CZ_IZkH,/lk(CZ_IZk)) Vg

+ (e %2; — 2n)H,, (c; 'zi) + ZCflzan’k(cflzk)) 8im =0.
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Onaz; = RNz + O (1) et d’apres le lemme 3.7
N = cgl%zk +0O(1) et cfzz,% - Zni = (cf2 - ZCEZ)ORZk)z + O (Rz) .

Puisque cg < ¢; onac; > — 2z < 0. Une simple application du lemme 3.9 dans le
cas r = 1 permet alors de déduire de (11) et (12) le résultat. [ |

Lemme 3.11
(i) Lorsquer < cjcgl, Si(r) > 0et S;(r) <0,et Sj(cjcgl) =0.
(i) Lorsquer < cicg’, 0 < Si(r) < Sy(r) et Sy(r) < Si(r) < 0.

Preuve Posons p(t) = cgl coshfl(cglt) — (CEZ - t_z)% pour ¢t > cg. Pour tout
t > cgonap(t) = %(cgz —t72)2 > 0. On en déduit que lorsque r < cjcgl,
puisque cg < ¢jr~ !, ona p(cr) < p(cjr™t), Cest-a-dire S;(r) > 0. Pour r < cjcg'
ona S;(r) = ¢(cjr™") donc Si(r) = —ex? - cj_zrz)% < 0. Il est alors clair que
pour r < clcgl ona Sj(r) < Sj(r) < 0. Lorsque r < clcgl, ™' > ¢~ > ¢gp donc
olear™!) > p(ar™h) > v(cg), Cest-a-dire S, (r) > S;(r) > 0. [}

Les fonctions S; () et S(r) sont donc décroissantes et S,(r) décroit plus vite que
Sl (r)

Définition 3.12 Nous noterons que pour x dans U on a g(x;z;) = 6(1) il existe
une constante C > 0 telle que g(x;z¢) = O (e_cmk) uniformément par rapport a x
dans U ainsi que ses dérivées par rapport a x.

3.2.1 Conclusion
D’apres la proposition 3.4 et (5) on a

(13) 157 = Gy (TP (20) + Gt (20))
+ny

O,

= 0in, ( %V(eii”"ean(cz_lzkr)) + <_ax1 > (eii”"ean(Cl_lzkr)))

42, 41
= Mk + Mk

ou

sin 0

_ _ —sinf
+c; 'z, 1zkr)( 058 ))

; 0
(14) uki’l = iy et™O (:Finkr_lan(cllzkr) <COS >
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et

+2 +ind [ —1 -1 cos 6
(15)  ug” = yame ™ (cz zH, (c; Zkr)(sin@)

+imer'H, (c; 'zir) —sinf
k ity cosd ’

Des lemmes 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11 on peut alors déduire le comportement asymp-
totique des fonctions résonantes u,:f Soit § > 1.
D’apres les lemmes 3.8 et 3.9,s1 1 < r < %clcgl,

(16) I/l]:(tvl _ 1(§RZk)l/2(1 + O((%Zk)il/z) ) esl(r)SRZk

r

Lind FiA cosf B(2e=? _ 214 —sind
X Om® ( (Geg? — r)1/4 (sin0 +Blac” —r) cos

1

. 1
etsir > dejcg s

(17) ufi — %(?Rzk)l/z(l + O((§Rzk)_1/2) ) £ (DR

Lind FC cos D2 — 221/ —sinf
X Oxme < (12 — g P/ <sin9 + Dl = i) cos

ou A, B sont des constantes réelles et C, D des constantes complexes.
D’apres les lemmes 3.8, 3.9, 3.10 et (15),s1 1 < r < CzCEl, ona

(18) u,f:’z =4, O( /?Rzke(sl(l)_sz(1)+Sz(r))§RZk)
k

et puisque S, décroit plus vite que S; d’apres le lemme 3.11, pour r > 1 on obtient
+ +,1 ~
(19) u, = u, (1+0(1)).

C’est-a-dire que des que 'on décolle du bord de obstacle (r > 1), la composante de
uki associée a la plus grande des deux vitesses d’onde (uf’z) est exponentiellement
petite par rapport a celle associée a la plus petite des deux vitesses (uki’l ).

On donnera un énoncé précis sur asymptotique des fonctions résonantes, de

norme 1 dans un domaine compact, a la fin de la section 3, voir la proposition 3.15.
3.3 Partie imaginaire des résonances

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréeme 1.1 dans le cas de la
dimension deux.
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Soit ry vérifiant ¢;cg e < czcgl; on considere la couronne 2y = {x € R? |
1 < r <ry}etDylecercle de centre O et de rayon rg. Puisque —Aeuki = ziuf dans
Q et Buf = O sur I, la formule de Green dans )y donne

+ T F + £ + TF
—Aup - —/ u - —Aouy :—/ Bup - u
Qg 520 FO
d’ou
2 +2 + F
(20) Sz - w20, = _%</r Bup~ - uy ) :
0

Lemme 3.13 Il existe une constante C > 0 telle que
—S(/ B’/lki Eds) = ‘6ink|2(C(§RZk)2 n O((%Zk)z'/Z) )
o

Preuve D’apreésle lemme 3.11, au voisinage de r = 1y on a
21 SN +S(1) = $(1) < Silacg) — S2(1) = (Si(acg ) = S1(1)) <0,

donc avec (18) on obtient
=+, ~
w7 = 61, 01).

On en déduit
uki = uf’l + 64, 0(1),

bl N _
dotenr =rqgona

1 + 2 -1 —1 —1 2.2.-2 —1
3 Bu;: = (zkHék'(c1 Zkro) — €12kt Hn/k(cl zkro) + cimpry “Hy, (¢ zkro))
i?’lk
+ingd —sinf 2. =2 -1 -1 /-1
X e =+ 2ciimgr (H,,k(c1 Zkry) — € zkroan(cl zkro))
cos
. cos 0 ~
x el +0(1).
sin 6

Puisque H,, vérifie 'équation de Bessel on obtient

+ 222 2 -1 —1 -1
5 Bu,- = ((chnkro — zi)H,, (¢ “zkry) — 21241 Hék(c1 zkro))
ink

tino (—sinb 2. -2 —1 1 ’—1
« etine <c059 =+ 2cqingr, (an(c1 Zkry) — ¢ zkrOan(c1 zkro))

x e (Cf)s 9) +0(1)
sin 6
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et dong, avec le lemme 3.8 on obtient (en r = rg)

1 - B B ) ) . 2
mBu;{t ' Mki - _27’0 1|Zk|2 ’ rllk(cl 12k1'0)| - ZC%rO 3”% |an(C1 lzkr())|
1k

2,-2.2 2\ —l=— -1 -1
+(2€1r0 nk—zk) ¢, zkHy (¢; zkro)H,, (¢ zkro)
—2.2 -1 I ~

+ 201, nkzkH,;k(c1 zkro)Hy, (¢ 'ziro) + O(1).

Apres calculs on obtient

%(Buf . uki) = —cl_l|zk|2%(zkH,,k(cl_lzkro)H,’,k(cl_lzkro)) + 6(1)7

et en utilisant le fait que Sz = O(l) puis le lemme 3.8 cela donne

1 — _ _ —_— ~
|5ink|2%(Buki . uki) =—q 1\zk\28‘%zk%(an(cl 1zkro)H,gk(cl 1zkro)) + O(1)

=- -lAl 1(§R 07 +0((Rz)’?)

ol A; et B; sont les constantes strictement négatives du lemme 3.8. On obtient le
résultat par intégration de la derniére égalité avec C = 2mc; 'A, B;. ]

Lemme 3.14 1l existe une constante C > 0 telle que

H”k ||L2 Q) ‘5i"k|2(c+o(\/%zk>)e

Preuve Soit r, vérifiant 1 < r, < c¢;cg'. Remarquons d’abord que d’aprés la
conclusion de la section 3.2.1, pour r > r; on a

251 (1) Rz

1
N := e 67251(1)9&’<|uki|2 (%zke (Si(r)=S1 1)) o(1).
+n

11 suffit donc de démontrer le lemme avec €y remplacé par Q; = {x € R?/1 < r <
r1}. D’apres (13), (14) et (15) on a

1 | |2 ‘ ’Yﬂ:nk
U

2

~1 . —1
FIE cz zkH,ik(c2 zkr) Fimr ' Hy, (¢ zkr)‘
+n

Vtn .
O,

+‘i

-1
imgr™ Hy, (¢ zkr)-i-c1 zank(c1 zkr)

Avec les lemmes 3.9 et 3.10 on en déduit que pour 1 <r <rjona

2
N = Z(CLP(T)Z%ZI( + O( \/%721() ) ez(sl(r)_sl(l))g?zk

p=1
+ (Cop(r)* Rz + O(/Rz) ) 2820 R=
_ (zclﬁp(r)CZ,p(r)%Zk + O( \/%_Zk) ) e(sz(T)*Sz(l)JrSl(f)*sl(l))SRZk
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ou les quantités C; ,(r) > 0 (i = 1,2 p = 1,2) dépendent régulicrement de la
variable r. D’apres le lemme 3.11 S{(1) < 0 et S5(1) < 0, on a donc

Cl,p(l) Cyp(1)? Crp(1)Cy (1) 1
/ N =2 Sqm t asm A sm - S0 +o( 755)-

=C

D’apres le lemme 3.11 S5(1) < S7(1) < 0 donc

= c= L (w2 30 ¢, 0’
_;Tl“)( 0 =2 g e )
1S = Sé(l))zcz,pu)z

—2845(1) (S](1) + Sj(1))?
>0

On obtient alors estimation demandée avec €2y remplacé par §2;. Cela termine la
preuve du lemme. ]

Preuve du théoréme 1l suffit de combiner (20) avec les estimations des lemmes 3.13
et 3.14 pour obtenir le théoreme 1.1 dans le cas ot la dimension est deux et le rayon de
Pobstacle R = 1. Ona S = S;(1). Pour obtenir le théoréme lorsque R est quelconque
il suffit d’appliquer la remarque faite a fin de la démonstration de la proposition 3.15.

|

3.4 Comportement asymptotique des fonctions résonantes

Nous sommes en mesure de donner asymptotique des fonctions résonantes as-
sociées aux résonances de Rayleigh.

Proposition 3.15  Soit (z;) la suite des résonances de Rayleigh créées par le disque de

centre O et de rayon R. On consideére Qg = {x e R | 1 < r < rytottry > clcglR.

Soit uy. les fonctions résonantes associées aux résonances zy, de norme 1 dans L*(§)).
Soitd > 1. Si6R < r < jcicg 'R,

= —(?RZk)l/z(l + O((Rzg) 7)) SR =SiNRI=
i —0iA cos 6
6(771 oingd ;1
g g;_ a ( (cicg *R* — r2)1/4 \sin 6
+ B(eg *RE — ) VA sin
PR cosf ’

ot $(x) = cg ' cosh™ ' (c1c — gt =22 |60, P + 60> = 1 et A, Bsont

des constantes réelles > 0.
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Sir> dcicg 'R,

(%Zk)l/z(l +O((%Z}<) 1/2)) ity ﬁ)R%zke—Sl(l)R%zk

o’mk@ —oC cos 6
X Z o€ ((r2 2R2)1/4 (sm9>

o=+,—
+D(r? — Ec ROV sin 0
IR cos ’
o Ty(x) = cglcos e k) — (672 — D)2, |0n )t + |6_n|*> = 1et C, D

sont des constantes complexes non nulles. (ny) est une suite d’entiers vérifiant ny, =
g 'RRz + O(1).

Preuve D’abord, si uy désigne une fonction résonante, puisque la famille (e’”e)n ez

est orthogonale dans L*(S"), on a [[uc||faq,) = 41320 + g (172, ) €t avec le
lemme 3.14 on obtient

1 Z]
iz = (C+O(\/W)) SRS 7 Lo .

o=+,—

On déduit alors la proposition dans le cas R = 1 de (16), (17) et (19).
Pour obtenir la proposition lorsque R est quelconque, il suffit d’utiliser

H, (c;

_ r
: Lger) = an(cj 1Rzk§) et Rz = cpmp + O(1). [ |

4 Dimension trois

Par souci de simplicité nous ferons les démonstrations dans le cas ot I' est de rayon
R=1.

4.1 Notations et caractérisation des résonances

Dans cette section nous allons introduire les notations de Stefanov et Vodev et rappe-
ler les résultats qui nous seront utiles, voir [StVol] pour plus de détails. Nous note-
rons (7, i, 0) les coordonnées sphériques définies par x = (rsin 6 cos ¢, r sin § sin ¢,
rcos®), —m < ¢ < m,0 <@ < 7. Notons P}(z), n, m € Z., m < nles fonctions de
Ferrer définies par

Py(2) = (") (1= 2)"7 (8)"" (2 — 1)

Les fonctions propres de opérateur de Laplace—Beltrami sur la spheére sont

Yemn(w) = cosmpP]’(cos @) et You,(w) = sin mpP)'(cosh),
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ouw = 7. On définit les harmoniques sphériques vectorielles Py, Boymn €t Comn
(n,meZy,m<mn,o=eo)par

Pyn(w) = WYoun(w), Comn(w) = (n(n+ 1))71/2 rot [xY 5 pn(w)]

=15

Bymn = w % Cnmn;

qui forment une base orthogonale dans L?(S?). Notons h,(z) = ( %) 1/2H,,+1/2(z) ol

H,(z) = szﬂﬂ g#sinht—ut gy est une fonction de Hankel et Lyyns Momn €t Nomn les
fonctions

Ln’mn(x; k) = kilgrad(yfrmn(w)hn(kr)),
Mamn(xu k) = rOt(xYUmn(w)hn(kr))>
Namn(x; k) = k_l rot Mamn(x7 k)

On a le lemme suivant, voir [MoFe] :

Lemme 4.1

(i) Lomn(x, k), Mypn(x, k), Nypn(x, k) sont solutions vectorielles dans R® de I'équa-
tion (A +kK*)u = 0.

(ii) Posons k; = cflz, k, = c{lz, alors Lo (x,ky), Mymn(x, k1), Nyma(x, ki) sont
solutions dans R® de Péquation (A, + z*)u = 0.

Les résonances de —AY, qui sont les poles de R, (z), sont aussi les poles du pro-
bléme aux limites suivant :

(A, —Z)v=0 dansQ
(23)
Br=g surl

(voir la proposition 2.1 pour plus de détails). Le probléeme (23) se résout explicite-
ment. Tout g € H'/?(S?) peut s’écrire sous la forme

g§= ngn OU &omn = CgmnPomn + BomnBomn + YomnComn-
Pour Sz < 0 nous cherchons une solution du probleme (23) sous la forme
V=Y Vomn OU Vomn = GgmnLomn (%, k2) + BomnMamn (%, k1) + ComnNomn (x, k1) -
La condition au bord s’écrit alors

TH(Z) t(aﬂ'mﬂ) Cn'mm b(rmn) = _k% t(anmn; 5(rmn7 P)/(J'ml/l) bl
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ou T,(z) = (T;j)1<i<3 est une matrice d’ordre 3 ayant pour coefficients
153

(24) Ty = 2°[k;y ' (k§ = 2K5)h(ky) — 2kohy, (k3)]
Ty, = 22%n(n+ 1)k1‘1(h,,(k1) — kihl (k1))
Ti3=T3=T31=T3,=0
Ty = 22°(n(n + 1))2k; L (b, (ky) — kol (k,))
Ty, = —2*(n(n + 1))1/2kfl [kfhn(kl) + 2(—h, (k)
+ kihy (k) + Ky (kp))]
Tss = 22 (n(n+ 1) (hy(k) — kil (ky)).

Du fait de la densité des combinaisons linéaires finies de Py, Bymn> Comn dans
H'/2(8?) Stefanov et Vodev montrent que les résonances de —AY sont les poles du
probleme (23) pour des fonctions g ayant un développement en série de Fourier fini.
Les résonances sont finalement les zéros de det T,,(z), n € N*.

De plus, il existe un domaine D de la forme Sz < C|z|'/* + C, (C1,C; > 0) tel
que hy,(ky), h,(ky) et h,(ki) — kih! (k) n’aient pas de zéro dans D, voir Tokita [To].
Dans D, les résonances sont donc les zéros de A,, = det T;,(z) ott 'on a posé

Tu(2) = (Tijh<i<a-
1222

Résumons leurs principaux résultats dans la proposition suivante :
Proposition 4.2 ([StVol]) 1l existe une suite de résonances (z;) et une suite d’entiers

(ny) telles que Ay, (zx) = 0. z admet un développement asymptotique a w’importe quel
ordre en puissances de ny, les résonances zj, sont de multiplicité 2n + 1 et l'on a

CR
zr = —m + O(1).
k= oMk (1)
I existe des constantes C > 0 et~y > 0 telles que
0 < Sz < Ce MM,

Dans un certain domaine D = {z € C | Rz > 0,3z < C,|z|'* + C,} (C1,C, > 0), il
ny a pas d’ autre résonance que les résonances zy.

Nous voulons préciser le v optimal.
4.2 Fonctions résonantes

Nous allons étudier les fonctions résonantes associées aux résonances de Rayleigh,
C’est-a-dire les résonances de la proposition 4.2.
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Définissons les fonctions

Up = Z aamnkLo’mnk (x7 kl) + bamnkMUmnk (X, kl) + CamnkNamnk (x7 kl)

0<m<my
g=e,0
telles que
Agmny
Tnk (zk) Comn, | = 0.
bnmnk

D’apres la section précédente, ce sont des solutions sortantes du probleme
(=A, — z,%)u =0 dans
Bu=0 surl

(25)

Puisque h, (k) — kih},(k;) ne s’annule pas dans D, d’apreés (24) on a by, = O etle
rang de T, (z) est supérieur ou égal a 1. Son déterminant A, (z) étant nul, T;,, (z)
est de rang 1. Les fonctions de la forme u; et solutions de (25) forment donc un
espace de dimension 2n; + 1. Les résonances z étant de multiplicité 2n; + 1, on
obtient la proposition suivante :

Proposition 4.3  Les fonctions résonantes associées aux résonances zy sont les fonctions

Up = § Uomny ol Uomn, = a(rmnkL(rmnk (X, kZ) + C(rmnkN(rmnk (.X, kl)

0<m<mny
0=¢,0

aveck, = cflzk, k, = c{lzk et Ty, (zk)(“”’””k) =0.

Comny

Lemme 4.4  Si T, (z) (”C’”k) = 0, il existe une constante C < 0 telle que
-

Ao mny _ (C?RZ]( " O(\/%_Zk) ) e(&(l)—Sz(l))?sz(.

Comny

Preuve On a Ty a5, + T126omn, = 0. Ona h,(z) = (%) 1/ZHnH/z(z) eth!/(z) +

%h;(z) + (1 — @) hy(z) = 0. On a également zx = Rz + O(1) et g = cglg?zk +
O(1). En appliquant le lemme 3.9 en r = 1, on a alors successivement

(26) Tiy = [k ' (k = 25)hy, (ko) — 2kahy (Ky)]
= Z (k' — 2k 'y + 1))y, (ko) + 4h,/,k(k2)]

1/2 B
(g) 21k — 2Ky (e + 1) — 2k )G 2 Hy 412 (hy)

+ 4k, PH] L, (o))

n

D,

™\ 2, 2 1)2
= = T — 20,Co . A
( ) (67a ~ 206700 (Beg? — 1)/

2
X (§Rzk)2(1 + O((ggzk)—l/z) ) SRz
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et

27) T = 2zm(n+ Dk (hy (k) — kihy, (kp))

m\ 1/2 B
2(5> zZimi(ny + 1k (zkl 125 Hyor p(ky) — k}/zHéka(kl))
= _(27T)1/2CR 261/2E1(C2 = 1)1/4

X (Rz)* (1+O((Rz)~12)) SR,

Puisque cg < ¢cjona cl_zcz — 26261;2 = cz(cl_2 - 26;2) < 0, et on déduit estimation
demandée avec (26) et (27). [ |

4.2.1 Calcul vectoriel dans les coordonnées sphériques

Nous donnons quelques formules pour les coordonnées sphériques définies au début
de la section 4.1.

1
V=wd+-wdh+ —w'd,
r rsinf
ou
sin 0 cos ¢ cos 0 cos ¢ —singy
w=7==|sinfsing |, w' =|cosfsinp |, w'=| cosy
r .
cosf —sin 6 0

(w,w’,w"") est une base orthonormale de R. Soit f une fonction a valeurs scalaires,

ona L
e o "
rot(fw) = . ( sinﬂa*”fw O fw )
et
rot(rot(fw)):—l(azﬁ ! O f+— 8f)w+ 0 fu' + —— Oy, fu.
2 0 sin29 © 0 0 n,:
Siv=rotA,ona
3 3
(Bv); = )\0(2 V.V(SijVJ) + Lo Z(axjvi + 8x,vj)uj
j=1 j=1

3
= (O + Y _vjdgvs) = (Bv);,

j=1

avec

1
B =0, + (VO )1<i<s = (1 + wW'w)d, + w "wOp +
157<3 rsinf

1t
w " w0,.
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Siv=Vy,ona
3
(BV)i = AO(Z V.V(S,‘jl/j) + (B/V)i
=1

d’ou
By = MAyw + B'v.

4.2.2 Conclusion

Ona
a ]
(28) Uomn, = Comny ( Mermnk (X, kZ) + Nﬂmnk (.X, kl)) = uimnk + u.rlymnkv
Commny
k1N, (x, k1) = rot(rot(rwY gum hu, (k1))
1 1 1
= —r—z (892 + m&vpz + m@g) rhnk(klr)Yamnkw

L (i) + urh!, (K)o’
;
1
+ ——(hy (ki) + klrh; (klr))awYUmkw”.
rsin 6 k

Puisque Yy, est une fonction propre de I'opérateur de Laplace—Beltrami sur la
sphere associée a la valeur propre ni(ny + 1) on a

1 1
(29) —(892 + SIH—298¢2 + m(%) Y(rmnk = I’Ik(f’lk + 1)Yn'mnk

et on obtient donc

(30)  kirNomn, (x, k1) = mi(n + Dhy (k1) Ygmn,w + (hu (kir) + kirh), (kir)
1
X (a(inrmnkW/ + ®8¢Y0mnkwll) .

De plus

(31) kZLamnk (x,ky) =V (Yamnkhnk(kzr))
= kZh:,k (er)Yrrmnkw

1 1
+ ;hnk(kzr)(ﬁngmnkw' + E(%ngnkw”) .
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Finalement

(32) Usmn, = Commny ( ( Bomm h’/1k (kzr) + kflr_lnk(nk + 1)hnk (klr)) ermnkw

Comny,
+ ( Ao mny, kz_li’ilhnk(kzr) + kl—lrflhnk(klr) + h;k(kli’))

Comny

1
X (89Y0mnkw/ + sinaawyo-mnkw”)> .

Puisque
s

1/2 .
B kir) = (== ) ool "),

ZCj_lzkr

des lemmes 3.8, 3.9, 3.11, 4.4 et de la proposition 4.3, on déduit, de la méme facon
que pour la dimension deux, le comportement asymptotique des fonctions réso-
nantes Ug -

D’apres les lemmes 3.8 et 3.9,si1 <r < %clcgl,

1
(33)  thpy = — (14 O((Rz)~1/?) ) 5=
r
A B 5 2\1/4
X Commy < WYomnkw + @(CICR — 1 )

(33ngnkw' + L[) Y, w”))

sin@ 7 oM

etsir > 5clc§1,

1 .
(34) ul,, =~ (1+0(Rz)~12)) gm0
2
¢ D 2 2 —2\1/4
X Commy < WYWHWW + %72%(7’ — CiCg )

sin@ 7o

(33ngnkw' + L[) Y, w”))

ou A, B, C et D sont des constantes non nulles.
D’apres les lemmes 3.8,3.9 et 4.4,si1 <r < CzCEI

Ao mny, h;k(sz) _ O(e(Sl(l)—Sz(1)+Sz(r))§Rzk)

Comnk

et
a
omny k;lrflhnk (kzr) _ O( (%Zk)fle(Sl(l)fsz(l)JrSz(r))?Rzk) ,

Comny
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et puisque d’apres le lemme 3.11 S, décroit plus vite que Sy, pour r > 1 on obtient
(35) U, = Uy (1 + O(1)).

C’est-a-dire que des que 'on décolle du bord de I'obstacle (r > 1) la composante de

U mn, associée a la plus grande des deux vitesses d’onde (12,,,, ,) estexponentiellement

petite par rapport a celle associée a la plus petite des deux vitesses (), ).

On donnera un énoncé précis sur 'asymptotique des fonctions résonantes uy, de
norme 1 dans un domaine compact a la fin de la section 4 (voir la proposition 4.7).

4.3 Partie imaginaire des résonances

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 1.1 dans le cas de la
dimension trois.

Soit ry vérifiant ¢z ' < 1y < cycx'; on considére la couronne Q) = {x € R® |
1 <r <1y} etTylasphere de centre O et de rayon ry. Puisque — Ay, = z,fumnk
dans Q et Buyy,, = 0 sur I, la formule de Green dans €2y donne (comme pour la
dimension deux)

(36) C\\y(zi) : Huamnkniz(go) = _%(/ Buamnk . uamnk) .
To

Lemme 4.5 Il existe une constante C > 0 telle que
—%(/ By, * Tommy ds) = |C0mnk‘2HY0mnk”%z(Sz) (C?Rzk + O( \/§Rzk) ) .
To

Preuve D’apres (28) ona

1
(37) — ﬁ%( /F B, - Tiomm, ds)
ommy N

= _%(/ BNamnk(xa kl) . No’mnk(x7 kl) dS) + Ramnk
Ty

ol Ry, est défini par (37).
Nous allons d’abord estimer le premier terme dans (37). Calculons BN, (x, k1) -
Namnk (xa kl) .

Opw =w', ' = —w, O’ =0,

dpw =sinfw’’, dw’ =cosw”, 'wi,w’ = —sind
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et (w,w’,w’") est une base orthonormale de R*; on a donc d’apres (30)

(38) C;ZleNUmnk(x>kl)
1
—(1+W’w)<—r—2nk(nk+1)(hnk(k1r) kyrhy, (ki)Y gy, w
L (o Gerr) + Farh!. (lur)) + S 2ol (or) + 2 (k
+ (_r_z( w(kir) + kirh, ( 1r))+;(2 1hy, (kir) + kyrh, ( 17’))>
1

X (86Yamnkwl + maﬂyﬁﬂmkw”) >
+ izw/tw <nk(nk + 1)Y g i, (17w

r

= (hy (ki) + ki, (ki) OpY g w )

1

m ”tu) (l’lk(f’lk + 1)8¢Y0mnkhnk(k1 r)(.()

1
+ Te(hnk(klr) + klrh;k(kl r))apyamnkapw//>
2 /
= — (g + V) (hy, (kar) — kirhy, (ki1)Y gmnw
’
1
t3 (@m(ng+1) — kKir* — 2)hy, (kir) — 2kirh), (ki)

1
M(%ngkw”) .

X (09 gym,w” +
Avec (30) on obtient
¢1 211 |27’ BN g (5, k1) Ny, (x, K1)
= =20 (g + 1Yo, > (hy (ki) = Kyrhy, (kyr)) by, (yr)
g 0o )

X ((an(nk +1) — kir* — 2)hy, (k1) — 2k1rh;k(k1r))

(|89Y(rmnk +

X (hy (k1) + kyrh), (kyr)).

On a donc

CIZIkllzro/ BN g (%, k1) * Ny (x, k1) ds = —2n5(ng + 1)* (hy, (ky 1)
T

~ karoh, (ko) o) / Sin 8] o ? dOdl

7ﬂ<¢<ﬁ
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((an(nk + 1) — klr() 2)h,,k(k1r0) — 2k1r0h,’,k(k1r0))
X (hy (kiro) + kirohy, (ki1o))

: 1
v<ozr (SO0 o |+ =10, Yo, |?) dOdp.
—n<p<m
Ona
0<on $in 01Y gy, |* d0dp = ||Y o, | 22(s2)
—m<p<T

et d’apres (29), en intégrant par parties on obtient

. 1
(39) /OSOSW (Sln9|a€Y0mnk|2+ Emwyﬂmnkﬁ) dad(ﬂ = nmp(n+ 1)HY0'mnkH%2(SZ)~

—n<p<w

Donc

C;2|kl |2%(/I‘ BN(fmnk(xy kl) : Namnk (X, kl) dS)
= —mp(mg + 1)r0‘|Yo'mnk||%2(52)%(k%|hnk(k170)|2 + rOkl|kl|2hnk(klr0)h;/1k(k1r0)) .

En appliquant le lemme 3.8 et le fait que Sz = 5(1) et n, = cglﬁ?zk + O(1), on
obtient
(40)
1

_72% (/ BNtrmnk(xv kl) : N(rmnk(x; kl) d5>
HYUmnk ||L2(52) To

= clrénk(nk + DRz (h,,k(cflzkro)h,/lk(cflzkro)) + 5(1)
™ _ 7, 1 ~
= cirom(n + DA (anﬂ/z(cl 'z H,) (6 lZkro)) +0(1)

= e A8y (R 0 (R20)'))

ouA; <0etB; <O0.
Nous allons maintenant montrer que

(41) Romne = [¥omn |25 O1)

On déduira alors le lemme de (37), (40) et (41).
On déduit de (31)

(42) ¢ 2k BLomn, (%, Kk2) = ((2 = G kb, (Kar) + 2k hy (K1) Yo

- ﬁ(hnk(er) — karhy, (kor))

1
(36Y(mmkw + nHa Umnkw//).
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D’apres (39), (31), (42) etlelemme 3.9 on a

(43) /F By (5 k) - Lo (5, ) s = [ Yo [ 0( 7).
D’apres (30), (39), (42) et leslemmes 3.8 et 3.9 on a

(44) /Fo BL ey, (%, k2) + Ny (x, k1) ds = ||Yrrmnk||%2(52)0(mzkeszmmzk) :
D’apres (31), (38), (39) et leslemmes 3.8 et 3.9 on a

(45) /F BNonn, (%, k1) - Lo (6, K2) ds = ([ Yo |25, O £707%)

Avec le lemme 4.4 on déduit alors de (43), (44) et (45), que Ry, (défini par (37))
vérifie

R = | Yomnl2se) (O ((Rzg) 22820251 (0=25:(0) )

10 ((%Zk)zemz(wsl<1>—sz<1>mzk))

et on obtient alors (41) avec (21). Le lemme est donc démontré. [ |

Lemme 4.6 1l existe une constante C > 0 telle que
Hu(""mk”iz(ﬂo) = |C0m”k‘2||YUm”k||iz(sz) (C(%Zk)_l + O((%Zk)_a/z) ) S (DR

Preuve D’apres (28), (30) et (31) ona

1

a 1 2 2
[ = [ 222 7 or) + 07 g+ D )| Yo

2
|Camnk ‘ omny

2
Ao g (Kar) + k' (g (Rar) + Ky (k)

Comny

1
2
X (‘89Y0mnk| + m|aWYUmnk|2)
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d’oty, en utilisant (39) on obtient

1

2
Ugmny
|Cmnk‘2‘|ymnk“wsz) [ amm”LZ(Qo)

1
- 2 7 / e |t |** sin 0 drdfdp

e L e

/1990 <

+me(ne + 1)

2
Aomny, rh;k(er) + kflnk(nk + 1)hnk(klr)

Comny

Lo jh, (kyr) + ky

Omny

= / A, dr.
1<r<ry

Soit r; > 0 vérifiant 1 < r; < ¢;cz . Remarquons que d’apres la conclusion de la
section 4.2.2, pour r > r; ona

Mg

6—251(1)§RzkAo_mnk -0 ( (S1(r1)—=S1(1)) %Zk) O(l)

Il suffit donc de démontrer le lemme avec €2y remplacé par
QG ={xeR|1<r<n}

Avec les lemmes 3.9 et 4.4 on en déduit que pour 1 < r <r

2
67251(1)%2"140,”@ _ Z(Cl,p(r)z + O( (%Zk) 71/2) ) 2S1(N=81(1)Rz
p=1

4 (Cop(r? + O( (R) ™) ) S0-5:001a
— (2C1,(NCap (1) + O (Rz) ~17%) ) eSO -S04 0=81 %R

ou les quantités C; ,(r) > 0 (i = 1,2 p = 1,2) dépendent régulierement de la
variable r. D’aprés le lemme 3.11 S7(1) < 0 et S5(1) < 0, on a donc

/ 1 e_zsl(l)%ZkAamnk dr = C(?Rzk)_l + O( (%Zk) —3/2) 7
1

AvecC = Zp . Clp ()1) + szg DI Clsp(l)czsp( . C > 0 d’apres (22), ce qui termine

la démonstration du lemme. |

Preuve du théoréme Leslemmes 4.5 et 4.6 donnent avec (36) le théoréme 1.1 dans
le cas ou la dimension est trois et le rayon de P'obstacle R = 1. Ona § = S;(1). Pour
obtenir le théoreme lorsque R est quelconque il suffit d’appliquer la remarque faite a
fin de la démonstration de la proposition 4.7. ]
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4.4 Comportement asymptotique des fonctions résonantes
Nous sommes en mesure de donner asymptotique des fonctions résonantes as-

sociées aux résonances de Rayleigh.

Proposition 4.7 Soit (zx) la suite des résonances de Rayleigh créées par la boule de
centre O et de rayon R. On considere Qg = {x € R | 1 < r < rg} oitrg > cicz 'R
Soit uy les fonctions résonantes associées aux résonances zy, de norme 1 dans L*(p).
Soitd > 1. SidR<r < %clc};lR,

1 r
e =~ (Ra)2 (1+ O (Reg) /%) ) o30S0

A
X E Comny, —2 Tomn 0 1/4Y¢7mnkw
0<m<n (cleg*R2 —12)
0=¢,0

B - 1/4 1
+ §R_Zk (C%CR 2R2 - rZ) (aﬁyamnkw/ + Siﬁawygmnkwu)> s

etsir > deicg 'R,
1 r
U = ;(%Zk)l/Z(l + O((%Zk)fl/Z) ) elTl(R?)R%Zke*Sl(l)RSRZk

C
X E Commny ( (7'2 —7C2(:_2R2)1/4 Yamnkw
0<m<mny 1"R
0=¢,0

D _ 1
+ %—Zk(r2 —cieg 2R2)1/4(85Ym,1kw’ + sinHa@Y”m”"w”)) ,

Si(x) = cg'cosh™ (creg'x ") — \/ g2 — ¢ %,
T1(x) = g L cos ™! (creg 'xTY) =\ Jer TR — r 7,

A, B sont des constantes réelles > 0, C et D sont des constantes complexes non nulles, et

Z |Cf7m’1k|2HYUm”kH%,2(Sz) =1L

0<m<my
g=¢,0

(ny) est une suite d’entiers vérifiant ny, = CI;IR?Rzk + O(1) et les fonctions Y sy, (0 <
m < ny, 0 = o, e) sont des fonctions propres de Popérateur de Laplace—Beltrami sur S*
associées aux valeurs propres ni(ny + 1).
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Preuve La famille

(Yomnk )Ogmgnk
o=e,0

est orthogonale dans L?(S?) et la famille (w, w’, w'’) est une base orthonormée de R?,
donc les familles

1
/ 1
(Yamnkw)ogmgnk et (89Y0mnkw + = aapYUmnkw ) 0<m<ny
0=6,0 sin 6 0=6,0

sont orthogonales dans L?(S%; C?). Soit uy une fonction résonante associée a la réso-

nance z, on a
HukHisz): Z ||u0m”k||%z(Slg)

0<m<mny
0=¢,0

et avec le lemme 4.6 on obtient

||MkH%2(QO) = (C(%Zk)_l + O((%Zk)_S/z) ) 6251(1)8&1{ Z ‘Comnk|2||Y0mnk”%2(Sz)'

0<m<mny
0=¢,0

On déduit alors la proposition dans le cas R = 1 de (33), (34) et (35). Pour obtenir
la proposition lorsque R est quelconque, il suffit d’utiliser

_ _ r
hnk(cj lzer) = hnk(cj lekE) et  Rzp = cpme + O(1). [ |
Références
[Be] M. Bellassoued, Distribution of resonances and decay rate of the local energy for the elastic wave
equation. Comm. Math. Phys. 215(2000), no. 2, 375—408.
[Bur] N. Burq, Décroissance de I’énergie locale de 'équation des ondes pour le probléme extérieur et

absence de résonance au voisinage du réel. Acta Math. 180(1998), no. 1, 1-29.

[Gal] D. Gamblin, Résonances de Rayleigh en dimension deux. These de doctorat de I'Univ. Paris 13,
2002.

[Ga2] , Résonances de Rayleigh en dimension deux. Bull. Soc. Math. France 132(2004), no. 2,
263-304.

[Gre] R. Gregory, The propagation of Rayleigh waves over curved surfaces at high frequency. Proc.

Cambridge Philos. Soc. 70(1971), 103-121.

[IN] M. Ikehata et G. Nakamura, Decaying and nondecaying properties of the local energy of an elastic
wave outside an obstacle. Japan J. Appl. Math. 6(1989), no. 1, 83-95.
[Ka] M. Kawashita, On the local-energy decay property for the elastic wave equation with the

Neumann boundary conditions. Duke Math. J. 67(1992), no. 2, 333-351.

[MoFe]  P. Morse et H. Feshbach, Methods of theoretical physics. McGraw-Hill, New York, 1953.

[Ol1] E. Olver, The asymptotic solution of linear differential equations of second order for large values of
parameter. Philos. Trans. Roy. Soc. London Ser. A. 247(1954), 307-327.

, The asymptotic expansion of Bessel functions of large order. Philos. Trans. Roy. Soc.
London Ser. A. 247(1954),, 328-368.

[O13] E. Olver, Asymptotics and special functions. Academic Press, New York, 1974.

[SjVo] J. Sjostrand et G.Vodev, Asymptotics of the number of Rayleigh resonances. Math. Ann.
309(1997), no. 2, 287-306.

[SjZw]  J. Sjostrand et M. Zworski, Complex scaling method and the distribution of scattering poles. J.
Amer. Math. Soc. 4(1991), no. 4, 729-769.

[St1] P. Stefanov, Lower bounds of the number of the Rayleigh resonances for arbitrary body. Indiana
Univ. Math. J. 49(2000), no. 1, 405-426.

[O12]

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-013-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-013-9

Partie imaginaire des résonances de Rayleigh dans le cas d’une boule 343

[St2] P. Stefanov, Resonance expansions and Rayleigh waves. Math. Res. Lett. 8(2001), no. 1-2,
105-124.

[StVol]  P. Stefanov et G. Vodev, Distribution of resonances for the Neumann problem in linear elasticity
outside a ball. Ann. Inst. H. Poincaré Phys. Théor. 60(1994), no. 3, 303-321.

[StVo2] , Distribution of resonances for the Neumann problem in linear elasticity outside a strictly
convex body. Duke Math. J. 78(1995), no. 3, 677-714.
[StVo3] , Neumann resonances in linear elasticity for an arbitrary body. Comm. Math. Phys.

176(1996), no. 3, 645-659.
[TaZw]  S.-H.Tang et M. Zworski, Resonance expansions of scattered waves. Comm. Pure Appl. Math.
53(2000), no. 10, 1305-1334.

[Tay] M. Taylor, Rayleigh waves in linear elasticity as a propagation of singularities phenomenon. Dans:
Partial Differential Equations and Geometry, Marcel Dekker, New York, 1979, pp. 273-291.

[To] T. Tokita, Exponential decay of solutions for the wave equation in the exterior domain with
spherical boundary. ]. Math. Kyoto Univ. 12(1972), 413-430.

[Vo] G. Vodev, Existence of Rayleigh resonances exponentially close to the real axis. Ann. Inst. H.

Poincaré Phys. Théor. 67(1997), no. 1, 41-57.

LAGA

Institut Galilée

Université Paris 13

99 av. J-B Clément

93430 Villetaneuse

France

e-mail: gamblin@math.univ-paris13.fr

https://doi.org/10.4153/CJM-2006-013-9 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2006-013-9

