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Hans Buhlmann traite dans son ouvrage ,,Optimale Pramien-
stufensysteme" (1964) principalement le probleme de trouver
l'estimation optimale de la prime de la n-ieme periode a partir des
observations de sinistres au cours des periodes precedentes.

Max Gurtler a traite dans le ,,Bonus ou Malus" du Astin Bulletin
vol. I l l part I deux systemes differents pour la determination
de la prime individuelle pour l'assurance automobile, c'est-a-dire

a) systeme ,,Absence de sinistre"

b) systeme ,,Nombre de sinistre".

A l'aide de simples modeles (examples page 56) pour le groupe-
ment de portefeuilles de risques bons et lourds Gurtler etudie
l'effet des deux systemes et en tire des conclusions generales sur
l'applicabilite des systemes. Gurtler souligne d'abord que le systeme
b) utilise considerablement mieux l'information, parce que tous
les sinistres y sont considered et non pas, comme dans le systeme a),
seulement le premier sinistre etant registre pour chaque assurance.

Marcel Derron traite dans ,,A theoretical study of the no-claim
bonus problem" du meme cahier de la publication la quote-part du
ER (Error ratio) qu'il definit comme une quote-part egale au
montant absolut de la difference entre la prime payee et la vraie
prime divisee par la prime payee. II calcule la quote-part du ER
pour le modele de Gurtler et pour des modeles alternatifs et cherche
le systeme de bonification qui rend la quote-part du ER aussi
petite que possible pour le modele choisi.

Pierre Delaporte a illustre, dans son ouvrage ,,Tarification du
risque individuel d'accidents d'automobiles par la prime modelee
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50 SYSTEME DE TARIFICATION

sur le risque" a la conference a Trieste, de quelle fac,on les moyennes
successives modelees par rapport a l'experience donnent non seule-
ment les primes correctes selon l'esperance mathematique mais
amenent encore la moindre moyenne d'ecarts quadratiques. Cela
implique que la methode des moyennes successives est la plus
efficace au sens de la variance minimum.

II semble que les essais sur des modeles mentionnes ci-dessus f aits
par Giirtler et Derron ainsi que les resultats tres interessants de
Delaporte puissent etre montres plus generalement par les methodes
appliquees dans les processus aleatoires du type Poisson compose.
II est pour ce sujet interessant d'essayer de suivre l'idee principale
de Buhlmann.

Soit U (x) une fonction, independente du temps, de repartition
des risques individuels £, la probability pour qu'une personne ou
voiture ait n sinistres au cours de temps (o, t) est

P (Vt = n) = Pn (t) = f ^-^— e-txdU (x), n = o, i, 2, . . . (1)
J n\
0

La somme des probabilites des risques individuels est

f d U (x) = 1. (2a)

0

Supposant que la moyenne de la variable vt est le parametre du
temps (temps operationel), nous pouvons sans limitation de genera-
lite supposer que l'esperance mathematique du risque individuel

f xdU (x) = 1. (2b)

En effet, si l'esperance mathematique du risque i; soit egale a m,
nous pouvons definir la repartition du risque \ : m. Nous designons
la variance du risque par b, c'est-a-dire

(x — i )2 d U {x) = b. (2c)
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SYSTEME DE TARIFICATION 51

Le modele dans lequel t est un parametre variable est nomme un
processus Poisson compose ,,au sens restreint" d'apres la termino-
logie de Carl Philipson (voir [9]).

1. Observations du nombre de sinistres (variable aleatoire = v«).

Tandisquela probabilite que le ,,vrai" risque a priori est egala%
est d U (x), la probabilite conditionnee par l'hypothese qu'il
est survenu n sinistres au cours de temps t estx)

~T «"'* d U W Xn e— d U (*)
d Un (x) = - ^ - - 5 - ^ = ~. — • (3)

JJ (y)

L'esperance mathematique du risque i; lie par le nombre n de
sinistres au cours de temps operationel t est donne par

CO

I xn+1e~tx d U (x)

kn (t) = E [i\vt = n] = £„ [5] = J xd Un (x) =

f xn e-tx d U (x)

»j (4)

II est facile de verifier que la moyenne de la fonction kv de la
variable aleatoire v est egale a l'unite pour toutes les valeurs de t

n (t) Pn (t) = I.

C'est-a-dire l'estimation de kn selon (4) est en moyenne ,,un-
biassed". En passant a la limite t = o nous obtenons selon (4)

, , , W r̂e + i , f 7 T T , ,
kn (0) = ou mn = xn a U (x),

mn J
0

mi b -\- 1
et ainsi k0 (0) = 1 et k\ (o) = — = = 1 + b.

nil 1
:) OL [8] p. go et C Pli [10] et [11]. M. Philipson fait generaliser les

formules des probabilit6s condition^es a C.P.P. ,,au sens "
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52 SYSTEME DE TARIFICATION

La fonction kn (t) est dans la theorie des processus aleatoire
nominee la fonction d'intensite. Si le parametre t est fixe nous
designons l'esperance mathematique conditionnee kn (t) par kn

seulement.
Biihlmann [2] a defini l'estimation optimale par la condition

que l'esperance mathematique d'une non-negative fonction d'ecart
entrela valeur estimee par les observations et la ,,vraie" valeur est
minimum. Si la non-negative fonction est l'ecart quadratique et
les observations sont representees par les nombres individuels
de sinistres dans un ou plusieurs periodes, l'estimation optimale
est donnee par la fonction kn (t) ou n est le nombre total de sinistres
au cours du temps t.

Sachant que n sinistres sont survenus dans l'intervalle de temps
(0, t), selon la terminologie de Delaporte (voir [3-5]), nous designons
kn la ,.prime modelee sur le risque". Soit Un (x) definit de (3),
l'esperance mathematique conditionnee

0

E [(£ — *.)* I v* = n] = En[(i — xny-\ = Ux — XnYdUn (x)
0

est minimum pour xn = kn. En effet, cette esperance quadratique
est minimum pour l'esperance mathematique de la variable alea-
toire conditionnee, c'est-a-dire pour

to

Xn = En [I] = kn = Xd Un (x).
0

Cette valeur minimum definit la variance conditionnee du risque

t = n]=Dl[l] = En[(l — kn)*]= j(x — kn)*dUn(x) (5a).

Selon l'identite

(X — kny ={X — I)^ — (kn — I)2 — 2 {kn — i) (* —*»),

nous ecrivons la variance conditionnee

K [?] = J [X - I ) 2 ^ Un (X) - (kn - 1)2 = < (*). (5b)
0

Comme fonction de n et t nous la designons a2
n (t).

https://doi.org/10.1017/S0515036100008904 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100008904


SYSTEME DE TARIFICATION 53

La moyenne a priori de ces variances conditionnees, c'est-a-dire
la variance du risque par rapport aux ..primes modelees" selon (4)
est derivee par cette formule et (3), ainsi

Par consequence, la variance par rapport aux ,,primes modelees"
fait la difference entre la variance b de la variable aleatoire \ et la
variance des ,.primes modelees" kv(t). La variance totale obtenue
par integration de la fonction Fj[£] par rapport a t correspond a
,,das mittlere Portefeuille-risiko des Pramienstufensystems" d'apres
Buhlmann.

Delaporte [3] regarde l'esperance mathematique — au lieu du
risque (c'est-a-dire la variable aleatoire E) — du nombre de sinistres
v d'une periode N apres N—1 periodes precedentes avec n sinistres
en tout. Delaporte definit l'efficacite de la prime moyenne par
rapport a la prime modelee par le quotient, exprime ici en temps
continu,

et = (Vt - F J / (Vo - F J o u F = F [v].

Anticipant V^ [£] = o nous definissons ici l'efficacite

^ = ^ 1 = 1 - ^ (kn(t)-i)*Pn(t) (7)

Nous voyons que eo = 1.

Si t tends vers l'infinite nous savons d'un theoreme bienconnu de
probabilites, que le quotient individuel v[t tends ,,enprobabilite" vers
le,,vrai" risque^; = xo- D'autrepart, si nous supposons que le quotient
njt est pour tres grandes valeurs de t constant et egal a xo, la reparti-
tion conditionnee Un (x) tends vers la repartition d'unite s (E, — xo),
laquelle fonction est egale a zero pour E, < xo et a l'unite pour
\ > xo (cp. O.L. [8] p. 93). De cela nous avons ,,presque
surement"

lim kn (t) = xo
t—>00

(Ce resultat est une consequence d'un theoreme de Doob op. B. [2]
p. 204.)
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54 SYSTEME DE TARIFICATION

Selon la formule (5a) de la variance a2
n nous pouvons ecrire

G2
n = kn + i.kn — k\ = kn (kn + i — kn). (5c)

Par consequence lim n2
n = o ,,presque sureraent" pour t —>• 00, et

ainsi par (6) ,,presque surement" Vt et l'efficacite et tendent vers
zero.

II est facile de prouver qu'a part de ,,presque surement" e = et,
oil et est defini par Delaporte par rapport au nombre de sinistres
d'une duree arbitraire apres une periode avec un nombre connu de
sinistres.

Enfin, il est d'interet de constater ici que la somme des ecarts
quadratiques

Y [K (t) — («o + fli «)]2 Pn (0 (8)

est minimisee par

a0 = 1/ (1 + bt) et «i = bf (1 + bt)

L'approximation lineaire coincide exactement avec l'intensite
kn if) = (1 + bn)[ (1 -\- bt), definissant le processus de Polya.

Nous pouvons verifier ce resultat par une relation fondamentale
des processus Poisson composes *)

(n + i)Pn+i{t) =tPn{t)kn{t),

et par consequence

kn (t) P n (<) = i e t ^ « kn (t) P n (t) = t ( i + b ) .

n - 0

Encore, la somme minimum soit par ces relations exprimee par

Par consequence nous obtiendrons selon (6) la formule suivante
de l'efficacite au sens de la variance minimum

o.L. [8] p. 78.
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I

-f bt

Ainsi
_ 1

et S 1 + bt'

011 egalite est valide pour kn = (i -f- bn) / (i + W), c'est-a-dire pour
le modele de Polya. Entre tous les modeles de Poisson composes
ayant la meme variance b des risques individuels, le modele de
Polya fait evidemment la plus grande valeur de e%.

Le modele de Polya est caracterise par la fonction de repartition
Pearson type III

1 /

^1 e^v dv

ou
i + bn.

Nous avons vu que

Vt[Q = bj (1 + bt) et et = 1 / (1 + bt).

La mesure de la variance totale dans 1'intervalle (o 7") de Biihl-
mann est egale a

T T

(* Vt dt = J ^ - ~ dt = log (i bT).

2. Observation du temps d'absence de sinistres (variable aleatoire
= TO).

Supposant que les observations individuelles se composent des
temps operationels exacts d'absence de sinistres a partir d'un
certain moment, par example le debut d'assurance, nous obtenons
pour une periode d'observation (o 3") la fonction d'estimation
optimale
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b (A _ S fe $ POUI" t < T (n\
k{?>-\ k0 (t) pour t > T (9)

ou ko (t) et ki (t) sont donnes par (4).
En effet, si le sinistre premier a lieu en t < T, c'est-a-dire le

temps to d'absence de sinistres est egal a t, la fonction conditionnee
de repartition des risques est egale a (cp. (3) )

e~tx tx dU (x)
dU{x\to = Q=dUt{x) = - ~ - , (9a)

txdU (x)
j
0

et ainsi pour t < T
T

k{t)= f xd Ut{x) = kt (t).

0

Absence de sinistres au cours du temps (o T) implique

k (0 = ko (*).

Nous avons E [k (£)] = f Ai (if) . Po (0 . ̂ o (0 ̂  + Po {T) . k0 (T)
0

= i, ainsi l'estimation est en moyenne ,,un-biassed".
L'esperance mathematique des ecarts quadratiques ou la variance

conditionnee est

0

Selon l'identie

[X k {t)]2 = (X i)2 (k(t) i)2 2 (k(t) i) (X k(t) ) ,

nous ecrivons la variance conditionnee

D2
t [9 = I (* - I)2 i Ut (x) — (k (t) - 1)2 = a% (t)

La moyenne a priori de ces variations conditionnees, c'est-a-dire
la variance du risque par rapport aux ..primes modelees" selon (9)
est derivee par cette formule et (9 a), ainsi
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T

VT [1] = E [a2
T (T)] = J 4 (t) Po (t) dt + 4 Po (T) =

0

f (* — i)2 d U {x)\ ix e~t* dt + c - r J _ t (k(t) — i)2 Po (0 &o (/) dt —

Ainsi, nous pouvons ecrire

VT [5] = b — f (A(f) — i)2 Po (0 Ao (t) dt, (n)
0

ou le second terme est selon (9) une fonction de T.
En effet, la variance totale du risque x par rapport a. l'estimation

optimale est obtenue par reducant la variance b du risque de
repartition U (x) par la variance de k (t), c'est-a-dire de l'estima-
tion optimale.

La fonction ki (t) est une fonction positive et non-croissante de t
(cp. O.L. [8] p. 76) et ainsi ki (0) = 1 + b est la valeur superieure.
Pour t finit ki (t) > 0 et pour t infinit ki (t) > 0.

Une repartition de k (t) avec une probabilite positive dans t = 00
n'est pas possible. Ainsi, la variance de k(t) est majoree par la
distribution ayant la moyenne = 1,

k — 1 + b avec la probabilite 1/(1 + 6)

k = o avec la probabilite b j (1 + b)

Cette distribution a la variance = b.
Par consequence il faut que la variance de k (t) dans la formule

(11) soit moindre que b.
Ainsi, contrairement a l'estimation basee sur des observations du

nombre de sinistres, quand la variance du risque s'approche
,,presque surement" a zero (cp. (8) ), l'estimation basee sur des
observations des temps exacts d'absence de sinistres amene que la
variance du risque reste positive meime pour T infinite.

Dans le cas du modele Polya, ou k0 (t) et ki (t) sont definis par
(g a), il est possible d'obtenir une formule explicite de VT- En la
limite nous obtiendrons

Foo = b (1 + b) I (1 + 2 b).
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