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SUR LE SEMI-GROUPE DE L'OPERATEUR INVERSE DE Δ

YOSHIFUSA ITO

1. Introduction.

Soient N le noyau newtonien sur Γespace euclidien Rn a dimension
n ^ 3 et E Γespace de Banach forme par des fonctions finies et continues
definies dans Rn s'annulant a Γinfini et norme usuellement. Definissons
Γoperateur de convolution K par Kf = —N*f. Dans cette note nous
traitrons Γoperateur K dans E. D'abord on remarque Γexistence de
Γextension fermee K de Γoperateur K. On note Δ Γextension fermee
de Γoperateur de Laplace Δ. Soient (Gt)t±0 et (Tt)t^Q le semi-groupe des
operateurs dont le generateur infinitesimal est Δ et celui dont le generateur
infinitesimal est K. On montrera que la transformation de Bessel appli-
que (GΛΞO & (Tt)t>o> et chaque operateur Tt est defini par la difference
de la mesure de Dirac δ a Γorigine et d'une fonction st analytique en
dehors de Γorigine. La fonction st est spheriquement symetrique et a
decroissance rapide. Elle oscille encore infiniment sur toute la demi-
droite. En Γappliquant on peut obtenir la solution explicite de probleme
de Cauchy:

ί(a) du(X9t) =Ru(x,t)
J dt
{(Jo!) u(x,0) = uo(x).

La solution du present probleme est representee par

u(x, t) = Ttu0(x) = uQ(x) — st*u0(x) ,

si uQ appartient au domaine de K.
Finalement on montrera que

Γ Ttdt = -Δ
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124 YOSHIFUSAITO

au sens des distributions; c'est-a-dire, —Δ est un noyau de potentiel
engendre par (Tt)t^0.

I/etude de K au lieu de Δ dans du/dt = Δu est fondee sur Γinteret
au processus appele "Γinhibition laterale" par les physiologistes ([4], [5]
et [6]). La forme de la difference δ — st represente approximativement
la reponse du systeme nerveux a stimulation du petit groupe des recep-
teurs dans Γorgane sensoriel.

2. Preliminaires.

On designe par x ou y un element de Rn et par s ou t un element
de R\ = {seR1\s^0}.

On note:
Eo Γespace des fonctions finies et continues dans Rn a support compact.
E Γespace de Banach forme par des fonctions finies et continues dans

Rn s'annulant a Γinfini et muni de la norme | |/ | | = BVφXQRn\f{x)\,
U Γespace forme par des fonctions sommables dans Rn.
Soit L un operateur dans E. On ecrit D(L) le domaine de L. On

a evidemment E D D(K) D D(K) ZD EO. Les sous-espaces D(K), D(K) et
Eo sont denses dans E.

La transformee de Fourier d'une fonction / dans Rn est definie par

= f f(x) exp (2πV^Λ x y)dx

des que Γintegrale a un sens, oύ x y est le produit scalaire dans Rn.
La transformee inverse de Fourier d'une fonction g dans Rn s'ecrit comme

On designe par δ la mesure de Dirac a Γorigine et par I Γoperateur
d'identite.

On pose

gs(x) = \ exp (--

Alors

La fonction besselienne du premier cardre est definie par

v Z ~ \2/ ^ o m! Γ(v + m + 1)
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L'OPERATEUR INVERSE DE Δ 125

On appelle la fonction besselienne du troisieme cardre la fonction K£z)

deίinie par

i) Kv(z) = — 7 - ( g ) ~ 7»(g) si v w'est pas entier , (1)
2 sin vπ

π) KM) = ( - 1 ) T O Γ dI-M - J J ^ - Ί si m est entier , (2)
2 L dv dv Λv=m

oύ /„ est la fonction besselienne modifiee du premier cardre definie par

IXz) = (A) f; . Jz'2y si arg^ ̂  π . (3)
\ 2 / m=o n\ Γ{v + m + 1)

II est bien connu que Kv(z) est representee par Γintegrale suivante ([3]

p. 183):

Kv(z) = —(—)' Γ exp (-t - — Vί—-^ί
2 \ 2 / Jo * \ 4ί/

pour v > 0 et z > 0 .

En modifiant cette egalite, on a

Γ exp ( - — ^ - ^π2sAr^dr = _J_(l)v/2^(2VS)
Jo \ 4tπ2r2 ) (2π)2v \s /

pour v > 0, s > 0 et ί > 0 . (4)

Soit τx la translation de x. Rappelons que T est un operateur de

convolution sur un espace vectoriel V forme par des fonctions si les

deux conditions suivantes sont verifiees:

i) TχV = V pour tout x e Rn .

i i ) τx(Tf) = T(τxf) p o u r t o u t x e R n e t t o u t e f e V .

Dans cette note le noyau newtonien est

-i -t

N =
(n-2)Ωn |xΓ2

oύ Ωn est Γaire de la sphere d'unite dans Rn. On appelle le potentiel

newtonien d'une fonction /

N*f(x) = ί f(x ~ v) dy
\vr

des que Γintegrale a un sens. II est clair que K:f-> —N*f est un operateur

lineaire de convolution.
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126 YOSHIFUSAITO

3. Le semi-groupe assode a Γoperateur K et un probleme de Cauchy.

L' operateur K n'est pas ferme dans E. En effet, il existe un ex-

emple suivant:

EXEMPLE. Soient e une constante positive < 1/2 et (Wk)k=1 une suite

des fonctions finies, continues et non-negatives sur R1 qui satisfait aux

conditions suivantes:

1) supp wk C (k — ε, k + ε).

2) wk < 1/εk2.

wk(r)rdr = 1/k.3) Π
Jo

4)
J

jciφ = kn~\
o

Posons

wk(x) =

et

ί

= 2 (—l)fcw*;O) pour i ^ 1 .
fc = l

Alors (ft) et (X/i) convergent uniformement lorsque i-^oo. Posons

/(a) = lim/,(&).

Alors Z / n'a pas de sens c'est-a-dire, / n'appartient pas au domain de

K. Done K n'est pas un operateur ferme. Mais il existe Γextention

fermee de K.

PROPOSITION 1. L'opemteur K possede Vextension fermee K.

Demonstration. Soit G(K) le graphe de K. II suffit de montrer que

G(K) est le graphe d'un operateur. Soit (fm)2=1 une suite dans E telle

que /TO -> 0 et Kfm -> g eE. Soient pr la mesure uniforme sur la sphere

de centre 0 et de rayon r avec

\dpr = 1 , et φ e Eo.

Posons

hr(x) = φ*(d - pr)(x) .
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L'OPERATEUR INVERSE DE Δ 127

Alors on a

g{x)hr{x)dx = — lim N*fm(x)hr(x)dx = — lim N*hr(x)fm(x)dx = 0 .
J TO-»°° J m-»oo J

D'autre part, on a

lim g(x)ρr*φ(x)dx = 0 .

Done

g(x)φ(x)dx = lim M g(x)hr(x)dx + 0($)μr*?>(3θώε) = 0 .

Comme ^ est quelconque, # = 0. c.q.f.d.

Soit (Np)p>0 la resolvante de J . Posons

pour p > 0. Alors (Kp)p>0 est la resolvante de K. Done on voit qu'il

existe le semi-groupe (Tt)t±Q des operateurs de classe CQ dont le generateur

infinitesimal est K, car

J p p

(v. le theoreme 3.3, chap. 1, [2]).

Ce semi-groupe (Tt)t^0 est donne explicitement dans le theoreme sui-

vant.

THEOREME 1. Soit (Tt)t^0 le semi-groupe des operateurs dont le

generateur infinitesimal est K. Alors, pour t ^ 0 quelconque, Tt est

V operateur lineaire de convolution defini par la difference de δ et d'une

fonction st spheriquement symetrique; c'est-ά-dire,

TJ = f -st*f pour feE.

La fonction st est obtenue de (gs)s>0 par la transformation de Bessel suί-

vante:

st(x) = Γ gs(x) V-^i
Jo y s

La fonction st possede les proprietes suivantes:
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128 YOSHIFUSAITO

a) st est analytίque en dehors de Γorigine.

b) st est a decroissance rapίde lorsque |#|—>oo.

c> \st\<^tN et (st(x)/tN(x)) -» 1 lorsque x —• oo.

d) steLι et \st{x)\dx est une constante.

Demonstration. Comme la fonction \/(£/s)/i(2Vst) de s est bornee

sur (0, oo), on peut definir

t(x) = Γ
Jo

et on voit facilement que a) a lieu.

En utilisant Γegalite

on a, pour tout entier m ^ 3,

I m / 2 Jv(2Vst)ds

Par recurrence, pour tout l'entier k

\x\*st(x) >0

lorsque \x\ —> oo. De la meme maniere, on voit que, pour des polynδmes

p, q quelconques,

p(xMDx)st(x) > 0

lorsque \x\—> oo, oύ

Xx dX2 dxn

d'oύ b).

Comme

^ t(i -
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on a, pour η < 4/ί,

tN(x) = ί Γ &(aθete > Γ gs{x) ^j-J
Jo Jo y s

= st(x) > t(l - -2L) £ gs(x)ds - 2ί

129

Done

8t(x) y 1_ ηt
tN(x) 2

Par consequent, c) a lieu.
D'apres b) et c), il est clair que st e ZΛ En posant u = si, on a

= tn'2

Done

f |st(a?)| d^ = ίn/2 f Γ gu(xt1/2)J—J1@JΈ')du
J J Jo %

dx = const .

Alors on a d).
Definissons Γoperateur lineaire Ut de convolution sur E par

UJ = f - 8t*f .

Montrons que (Ut)t7t0 est le semi-groupe de classe Co. Posons

(p > 0, t > 0)

j(8,t)= Jlj

D'apres Γegalite

1 _ e-t/P = Γ e-
Jo

(v. vol. 1, p. 245 [1]), on a

3(8, tλ + ί2) = j(8, td + j(8, t2) - Γ 2'(819 tjjis - sl9 Qdsx .
Jo

Alors, pour tγ > 0 et t2 > 0 quelconques, on a

https://doi.org/10.1017/S0027763000017451 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000017451


130 YOSHIFUSAITO

ί
Jo

Ks, ίi + Qds

= stι(%) + st2(χ) - I I g8χ*
Jo Jo

= SίχO*O + sh(x) - stl*sti(x) .

Done

Utl+tJ = f - stι*f - s ίa*/ + 8tι*st9*f = E7tl(l7tl/) .

La continuite de t->Ut resulte de celle de t->j(-,t).
Comme st(x)/tN(x) <£ 1 et 8t(x)/tN(x)-+l lorsque ί-»0, on voit que

le generateur infinitesimal de (Ut)t>0 coincide avec K dans EQ. Done le
semi-groupe (Ut)t^0 est egal a (Tt)t^Q. c.q.f.d.

COROLLAIRE. ( I ) La solution du probleme de Cauchy

ί(a) ot

' (b) iφ, 0) = uo(x) u0 e D(K)

est representέe par

u(x, t) = Ttu0(x) =

(II) Soΐί (̂ om))m=i ^^ e suite de D(K) telle que u(

o

m) -> 0 fortement
dans E lorsque m—» oo. Alors | |^ ( w )( , ί ) | | —> 0 uniformement sur [0, oo),
oύ u(m) est la solution du probleme du Cauchy pour la valeur initίale u(

o

m).

En effect, on voit facilement que (I) a lieu, d'apres le theoreme 1.
Comme

\\st(x)\dx

est egale a une constante M,

pour tout t e [0, oo), d'oύ (II).

Remarque. D'apres (I), la solution u n'est pas toujours analytique
dans Rn X (0, oo), et done son allure est different de celle de la solution
du probleme de Cauchy usuel pour Γoperateur differentiel.

La fonction st(x) de x et de t peut etre explicitement representee
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par une serie. Le lemme suivant sera utilise dans sa demonstration de
la proposition 2.

LEMME. Soient U et V deux distributions temperees definies dans
Rn et spheriquement symetriques. Si U(gs) = V(gs) pour s > 0 quelconque,
alors U = V.

En effect, soient f et h deux fonctions continues, temperees et
spheriquement symetriques definies dans Rn. Montrons que si, pour s > 0
quelconque,

f f(x)g,(x)dx = ί h(x)gs(x)dx , (5)

alors / = h. Posons f(\x\) = f(x), h(\x\) = h(x) et gs(\x\) = g8(x). Alors
f et h sont deux fonctions continues et temperees sur [0, oo) et Γegalite
(5) s'ecrit comme

Γ f(t)gs(t)t^dt = Γ h{t)gs{t)tn-ιdt .
Jo Jo

L'injectivite de la transformation de Laplace donne que / = h sur [0, oo),
d'oύ / = h sur Rn.

Soit s0 > 0 quelconque. En posant

u = U*gSQ et v = V*gSQ ,

on voit que u et v sont deux fonctions continues, temperees et spheri-
quement symetriques, car gSo est a decroissance rapide et spheriqument
symetrique. Soit s > 0. Alors,

ju(x)gt(x)dx = U(gSo*gs) =

= V(g,0*gs) = J v(x)g9(x)dx .

Done o n a ί ί = i;; e'est-a-dire,

En faisant s0 —> 0, on a U = V.

PROPOSITION 2. La fonction st est explicitement reprέsentέe de la
forme suίvante:

i) Pour n impair.
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π^2-1 ifA 22ίΓ(i)Γ(ί + ΐ)Γ(-n/2 + i

f, (\x\tϊ/2)2ί

άi 2M+nΓ(i + n/2)Γ(i + n/2 + l)Γ(i + 1)

ii) POUT n pair,

to 22i+nΓ(i -
i+n/2

x ( Σ ^ + Σ ~+ Σ •( i 1 i+n/2-1 I

oά C esί Zα constante d'Euler.

Demonstration, En utilisant la formule dans [1] (vol. 1, p. 245), on a

Γ e-*'uwJ±Jι(2V8Ϊ)dt = 1- e-"4*2'*'2 .

Jo ' s

Done

En utilisant cette egalite et la formule de Parseval, on a

β n Γ exp ( ~ - Λ τ ~ ^ s r 2 ) ^ " 1 ^ = \ - f ^(^flr^da? (7)
Jo \ 4ττ2r2 / (4τrs)w/2 J

Soit n un entier impair. En utilisant (1), (3) et (4), on a

exp I — — ^π2srΛτn'ιdr
Jo * \ 4π2r2 /

= -L-±l —( —) («t)" B / 4 Σ — ( 8 )
(2π)n 2\sJ L ft* ϋ Γ(-n/2 + i + 1) '

— f sί)w/4 y1 (g£^ I

i-o ^7^(^/2 + ^ + 1) J '

Posons
( i y n + l>/2

^ ~ 1 ?α ' 22iπn/2-ψ(i)Γ(i + l)Γ(-n/2 + i

et
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( 1\(rc + l)/2
6, = S zL pour i > 0 .

22ί+nπn/2-1Γ(i + n/2)Γ(i + n/2 + l )Γ( i + 1) ~~

En regardant les ordres de (α )̂ et de (δ^), on voit que

et

convergent absolument en dehors de Γorigine. Posons s'£x) =

st

(2)(α5). Alors la fonction s{ est localement sommable, car la singularite

de slτ) est d'ordre (2 — n) a Γorigine. En utilisant (8) et Γegalite

Γ r2k-ιe-r2/4sdr = 22k'1skΓ(k) pour fc>0ets>0, (9)
Jo

on a

Γ exp {--r±— - ±π2s\x\2)dx = \ - f 8ί(aj)Λ(a?)daj . (10)
Jo \ 4ττ2|^|2 / (4ττs)w / 2 J

En comparant (7) avec (10), on a

J 8t(x)g8(x)dx = J sί(aj)flrβ(aj)dίc (11)

Soit w un entier pair. En utilisant (2), (3) et (4), on a

Γ exp (—
Jo \

4τr2r2

2 t=i i\Γ(n/2 + i + 1)

Σ-^+ Σ 4-2C-log si)

Posons

(-l)«"(n/2 - i - 1) i ^ ^ n l
2iπnl2Γ{i)Γ(i + 1)

2H+nΓ(i + n/2)Γ(i + n/2 + ΐ)Γ(i
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( i i ΐ+n/2-l -i i+n/2 1 \

Σ — + Σ — + Σ — - 3C + 2 log 2 j pour i ^ 0 ,
et

pour i ^ 0 .
+«-»π«

/ίΓ(t + n/2)Γ(i + n/2

De la meme faςon, les deux series

et

βw(a0 = J β,(μμ l/2)2i log I a? I ί1/2

convergent absolument en dehors de Γorigine. Posons

Alors Sί(a ) est localement sommable dans i?w, car la sigulalite de s't(x) est

d'ordre (2 - w) a Γorigine. En utilisant (9), (12) et Γegalite

= 22*-2s*[log 4s-

pour fc > 0 et s > 0 ,
on voit que

f exp (-—±— - 4ττ2s μrtcte - 1 - ί sί(aί)Λ(a;)ΛB . (10a)
J \ 4τr2 |^|2 / (4τrs)%/2 J

En comparant (7) avec (10a), on a

J st(x)gs(x)dx = J s"t(x)g9(x)dx . (lla)

En utilisant le lemme, (11) et (lla), on obtient st = s{. Done on a

(8) et (8a).

Remarque. On a

£t(α;)<Z$ = 1

Pour un polynδme p(x) s'annulant a Γorigine quelconque,

p(x)st(x)dx = 0 .
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Lorsque \x\—> oo, st oscille infiniment en prenant des valeurs positives et
negatives alternativement.

En effect, soit px{x) un polynδme quelconque. Alors on a

f Pl(x)st(x)dx = lim
2ττ

Done on a deux Γegalites dans la remarque. Si st n'oscille pas infini-
ment en prenant des valeurs positives et negatives alternativement, il
est impossible que

p(x)st(x)dx = 0 .

4. Comparaison de (Tt)t^0 et du semi-groupe associe au noyau newtonien.
Definissons Γoperateur Gt par

Gtf(x) = gt*f(x) = J >^/2

β"'y|2/4ί/(^ — 2/)#

des que Γintegrale a un sens. Alors (Gt)t^o est le semi-groupe associe
au noyau newtonien. II est bien connu que

Γ GJdt = Nf ,
Jo

oύ le noyau newtonien N et Γoperateur dans E defini par iV sont identi-
fies. Montrons que Γoperateur — Δ peut etre aussi considere comme le
noyau de potentiel engendre par (Tt)t^0. En effect, soit £f Γespace des
fonctions indefiniment derivables a decroissance rapide sur Rn. Si ψ e &*,
il est clair que Ttφ est continue comme une fonction de t. Considerons
la fonction

Γ Ttφ(x)dt
Jo

de x, alors

/ CM \ PM

&{\ TtΨdt)= e-^w

\Jo / Jo

En faisant M\oo, on a

Γ Ttψdt = - Δψ
Jo
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au sens des distributions.

Les semi-groupes (Gt)t^0 et (Tt)t^0 sont de classe Co. Le generateur

infinitesimal de (Gt)t>0 est Δ et celui de (Tt)t±0 est K. Done la relation

entre (Gt)t2s0> N et Δ est analogue a celle entre (Tt)t^09 — Δ et — JV. De

plus, lorsque ί—>oo, Gt dilate et Tt se contracte, mais pour feE quel-

conque Gj/ et Ttf->0 (ί->oo). Lorsque £->0, G* et Tt convergent a

Γoperateur d'identite.

Pour un nombre 0 < a ^ 1, la relation suivante est bien connue:

1 Γ
W Jo

= Γ(n/2 - q) = N α

* 4V"2Γ(α)|3|n-a β

De meme, on a Γegalite suivante:

sur le domaine de (—J)α. En effect, pour ψ e ^ ,

ί (-ΔYψdx = [{Aπ2\x\2W-ιψdx = f-4-τ Γ t - W ί - st))^'ιψdtdx
J J J jΓ(αr) Jo

= ί * Γ t«-ιTt^dtdx = ί (—^— Γ t«-ιTtdt)ψdx .
J Γ(α) Jo ^ J \Γ(α) Jo / y

Done on a

sur $f. Comme ¥ est dense dans Γespace de Banach Z?((—Δ)a), on a

Γegalite sur le domaine de (—Δ)a.

Finalement on remarque le semi-groupe associe a Γoperateur inverse du

est obtenu de la meme maniere des que

Ta- y

est elliptique.
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