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ABSTRACT

We consider particular semi-Markov risk models M/SM and M/SM for which
the interarrival distributions are exponential with parameters depending of the
risk type. We obtain theoretical expressions for the ruin probabilities on an infinite
horizon.

In the special case of exponential distributions for the claim amounts, ruin
probabilities are in both models solutions of linear diSerential systems. These
systems are explicitly solved when there are only two risk types.

1. MODELES CONSIDERES

En suivant la terminologie de JANSSEN (1982), nous considerons essentiellement
les modeles M/SM et M/SM eux-memes cas particulier du modele SM/SM
defini comme suit: I = {l,...,m} representant l'ensemble des m types de sinistres
possibles, l'idee de base est de supposer que si (Jn)n»\, (Yn)nscl, (X n ) n 3 l represen-
tent respectivement la suite des types successifs, la suite des montants successifs
des sinistres et celle des interarrivees, nous supposons que

(1.1) P[Jn=j,Xn^x, Ynsiy\(Jk,Xk, Yk),k^n-l]=QJn^j(x,y)

en admettant que /0 =7o. Xo = Yo = 0, j0 e /.
La matrice Q{-,•) = ((?,;,(•, •)) est une matrice de fonctions de masse nulles

en dehors de IR+ xR+ et telle que la matrice P = <?(+oo, +oo) est une matrice de
probability de transition, en fait celle de la chame de Markov (/„).

Le modele M/SM correspond au cas ou:

(1.2) Qij(x,y)=pij
AFi(x)BFj(y)

avec

(1.3) ^ « = {l'-e-V HI'
Dans ces conditions, le processus des arrivees de sinistres est un processus de
Markov homogene continu dans le temps ayant / comme espace d'etats. Le
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modele M'/SM est une variante du precedent pour lequel

(1.4) Qij(x,y)=piJ
AFj(x)BFJ(y)

ou

^ >

II semble plus adequat en effet de faire dependre la distribution de l'interarrivee
entre 2 sinistres successifs plutot du sinistre qui suit que de celui qui precede.

Designons par

(1.6) aj=\ xAdFj(x),
Jo

(1-7) bj= \ yBdFj(y),
Jo

ces moyennes conditionnelles etant supposees finies. De plus, nous ferons toujours
l'hypothese que le taux de prime par unite de temps vaut 1 et ceci sans perte de
generalite etant donne l'arbitraire laisse sur les moyennes a, et bjt j e /.

Enfin, la matrice P sera toujours supposee ergodique ce qui implique l'existence
d'une distribution stationnaire unique II = ( I I , , . . . , IIm).

Designons, pour tout i e / , par Ri(u) la probability de non-ruine, partant en
t = 0, juste apres l'arrivee du sinistre du type i ayant, apres reglement de ce
sinistre, une reserve initiale de montant u (w>0).

II est bien connu que

(1.8) limi?,(u) = l

ssi

ou pour le modele M/SM

(1.10) \ = I Pah
j

et pour le modele M'/SM

j

Nous travaillons desormais en supposant la condition (1.9) remplie. Pour les
deux modeles, on voit aisement que (1.9) est equivalent a:

(1.12) lUjbj
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2. TRAITEMENT DU MODELE M/ SM (jANSSEN, 1982)

Pour simplifier les notations, nous posons

(2.1) BFJ(-) = BJ(-).

Un raisonnement probabiliste elementaire conduit au resultat suivant:

m f°° fu + T

(2.2) J? , ( t i )=Ip t f Xte-^dr] RJ(U + T-X) dBj(x), iel.
7=1 Jo Jo

En effectuant le changement de variable w + T = £ il vient:

(2.3) Ri(u)= I kiPij\ «"*'«-«) df # , (£ -*) dB,(x)
7=1 Ju Jo

ce qui prouve la differentiabilite des Ri(u). La differentiation donne:

(2.4) /?;(u) = A,i?i(u)-A, I p,y K,(u-x)dB,(x), i€ / .
7 = 1 Jo

De fafon generale, en designant par C la transformee de Laplace de la fonction
C:

(2.5) C(s)= I e~"C(t)dt,
Jo

le systeme precedent prend la forme:

(2.6) sRM + ki I [piJbj(s)-8ij]Rj(s) = Ri(0)
7 = 1

ou

Jo^

Posons maintenant:

(2.7) A = (A,5y),

(2.8) fe(s) = (8ijbj(s)).

Si JR(S) represente le vecteur-colonne des Ri(s), i = 1 , . . . , m et i?(u) celui des
Rt(u), le systeme (2.6) devient:

(2.9)

On verifie aisement que la matrice

(2.10) A(s)
s

tend vers la matrice nulle lorsque s tend vers oo; par consequent.
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(2.11) (I-A(s)yl= £ (A(s))n.
n=0

Posons

(2 12) A{t) = STl(A{s)).

II vient

(2.13) A(t) = A(I-PB(t))

ou B{-) est la matrice diagonale dont les elements diagonaux sont B , ( ) . Nous
avons ainsi la forme explicite de la transformee de Laplace inverse de (/ - A(s))"1

par

(2.14) ST\l-A(s)Yl= £ A(n\t)

A(n)(-) representant la «i4mc convoluee de la matrice A(-):

(2.15) Am(t) = I(t), All\t) =

(2.16) A(B)(0 = ( l I ^ - ' ' ( r - u ^ d j
V=i Jo

En revenant au systeme (2.9), il vient:

(2.17) R(u) = ( l | Aw(t) dt) R(0)
\n=0 Jo /

la valeur de R(0) resultant du fait que, par (1.8):

(2.18) UmR(u)=l.
u-*oo

Si m = 1, on retrouve le resultat suivant:

(2.19) R(u) = (l+ £ A" | B("\t) dt) R(0)

\ n=\ Jo /
OU

(2.20) 5{u)=l-B(u).

En faisant tendre u -*• oo, il vient:

(2.21) i?(0) = ( l + £ A"bn)
\ n=l /

(2.22) = 1 - A 6

b etant la moyenne relative a la f.d. B( •).
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3. TRAITEMENT DU MODELE M'/SM

Montrons d'abord que pour un tel modele le processus

(3.0) ((Jn+uXmYn),n&0)

verifie encore (1.1); en effet, on a:

(3.1) P[/n+1 = /, Xn =sx, Yn^y\(Jl+u X,, Y,), / « n- 1, /„ = fc]

= Pk,AFk(x)BFk(y)

Designons par R~i(u) les probabilites de non-ruine relatives au noyau (3.1). II est
clair que

(3.2) J?,(u) = I / v R » .
j

II suffit done de calculer les probabilites £,•(•) pour en deduire les probabilites
R,(M) cherchees.

Un raisonnement analogue a celui fait a la Section 2 donne:

(3.3) R,(u)=ZpA Afe-A'Tdr| Rj(u + r-x) dB,(x)
j Jo Jo

En effectuant le changement de variables U + T= g, il vient

(3.4) i?,(w) = LA,./7,J e-x>((-u)dt \ Rj(t-x)dBi(x)
j Jo Jo

ce qui prouve la differentiabilite des Rt(u). La differentiation donne:

(3.5) «;(«) = AA(u)-AlI /»J Ri{£-x)dBl{x)
j Jo

systeme analogue au systeme (2.4) et qui se traite de la meme facon. En passant
aux transformees de Laplace, on obtient:

(3.6) 4 1

Posons maintenant

(3.7)

(3.8)

Le systeme (3.6) devient

(3.,)

expression analogue a (2.9).
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Posons

( 3 , 0 ) A W = ^ >

tendant a nouveau vers la matrice nulle lorsque s tend vers +<x>; par consequent:

(3.11) (I-A(s))-l= I (A
n=0

Posons

(3.12) A(t) = %i

II vient

(3.13) A(t) = A(I-B(t)P),

ouB(-) est la matrice diagonale dont les elements diagonaux sont B,( •). II vient
ainsi:

(3.14) g-'il-Ais))-^ £ A(n\t)

les convoluees successives de A(t) etant definies par des relations identiques a
(2.15) et (2.16).

En revenant au systeme, il vient:

(3.15) *(«) = ( I | A(n\u)dt)R(0)
\n=Ojo /

R(0) etant definie par la relation (2.18).
Evidemment, le cas particulier m = 1 redonne (2.19) puisque dans ce cas, les

matrices B( •) et P commutent.
Cas particulier:

(3.16) bj(x) = ̂ e-^ ou fij = bj\ j=l,...,m.

Dans ce cas, les relations (3.5) deviennent:

(3.17) RW^^RM-KlPij | Rj(
j Jo

d'ou l'existence des derivees secondes des fonctions i?,( •) qui se mettent sous la
forme:

(3.18) R';(u) = \iR'i(u)-Klpij\-] tfRj(x) e-»>iu-x) dx + RjWfi

(3.19) =\iR'i(u)-fii[\i
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On voit ainsi que les fonctions Ri(•),..., Rm(•) satisfont le systeme differentiel
du second ordre a coefficients constants:

\J.£\J) I\j\UJ — \*M l^i) **- i V / ~ "•if~i**'i\ M) AiULi / . PaIS.i\ U 1.
j

Si m = 1, on retrouve l'equation

(3.21) R"{u)'-(A -u)R'(u)

discutee dans GERBER (1979).
L'interet de (3.20) est de mettre la solution generate sous la forme d'une

combinaison lineaire en general a coefficients constants de 2 m exponentielles
negatives ce qui est d'un grand interet, comme les developpements ci-dessous le
montrent, pour l'obtention de resultats numeriques.

REMARQUE. (3.3) se met encore, grace a (3.2) sous la forme:

(3.22) J?,(u) = A, e-x'rdr\ R,(u + r - x) dB^x)
Jo Jo

relations "inverses" de (3.2).

4. LE CAS EXPONENTIEL

Nous montrons que lorsque les distributions des montants de sinistres sont
exponentielles:

le calcul des probabilites de non-ruine pour chacun des deux modeles traites
ci-dessus se ramene a la resolution d'un systeme differentiel lineaire du deuxieme
ordre. Nous donnons explicitement la solution de ces systemes dans le cas
particulier m = 2. Nous supposerons constamment la condition (1.12) satisfaite.

4.1. LeModeleM/SM

4.1.1. Sous la condition (4.1), on peut reecrire (2.4) comme suit:

1 f"
(4.2) KJ(ii) = AAdi) = A, I Pij- Rj(y) e-

iu-»/bJ dy
j "j Jo

d'ou Ton deduit par une nouvelle derivation

1 f"
î I P s 75 RJ

j bj Jo

(y) e (u y)/b> dy.

On ne peut ramener directement ce systeme d'equations integro-differentielles a
un systeme differentiel. Cependant, on peut, pour se ramener a un systeme
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differentiel utiliser l'artifice suivant. Soit L,(w) la probabilite de non-ruine
asymptotique juste avant l'arrivee d'un sinistre de type j si le montant des reserves
libres avant ce sinistre est u. Ces probabilites sont liees aux Ri(u) par les relations

f°°
**(«) = ! P9 Afe-A<'L,(u + 0«ft,

j Jo
(4.4)

Un raisonnement probabiliste classique montre par ailleurs que les probabilites
Lj(u) verifient les relations

(4.5) Lj(u)= j -
Jo t>j

m

x I PjkLk(u + t-x)dtdx, (je J, u s* 0)

ou encore en posant u—x = z:

(4.6) Uu)

x I PJkLk{z+ t) dt dz, (j eI,u»0).
k=\

Derivons les deux membres de (4.6) par rapport a u et posons ensuite u + t = v.
II vient:

Oj Ju k
(4.7) L'j(

Derivons une nouvelle fois les deux membres de (4.7) par rapport a w; on obtient

(4.8)

,k(v)dv-^L'j{u), (jeI,u^0)
fc Oj

ou encore en reutilisant (4.7):

Le systeme differentiel lineaire (4.9) doit etre resolu avec les conditions aux bornes

(4.10) L,(0) = 0, Z,(oo) = 1, (jel)

la deuxieme de ces conditions resultant de (1.12) et (4.4).

4.1.2. Considerons le cas particulier ou m = 2 et ou Pi2-p2i>0 (cette derniere
condition resultant d'ailleurs du fait que la matrice P est supposee ergodique).
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Le systeme (4.9) presente alors la meme structure que le systeme rencontre
dans REINHARD (1984):

(4.11)

Posons

(4.12) «"=1,2)

et supposons sans restriction p\=*p2; on a alors, vu (1.12), pi>0.
La solution generale de (4.11) est donnee par

(4.13)
'L,(«) = Ao + A, ek'u + A2 e

k

L2(u) = Ao- D(fc,)A, ek>" - D(k2)A2 e^u -D(k3)A3

ou fci, k2 et fc3 sont les racines de l'equation du 3eme degre

(4.14) P(k) = k3

/A2Pi A1P2

et ou

(4.15)

Comme

- l , 0=1,2,3).

n,=- n,=-
(1.12) est equivalent a

(4.16)

Par consequent k{k2k3>0. Comme

(4-17)

P(0)<0, P(+oo) = +oo, P(-oo) = -oo,

f
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P a une racine negative, soit k2 satisfaisant

(4.18) -Pl^k2^-p2

et une racine positive, soit k3. On voit finalement que si p, > p2, la troisieme
racine fc, est strictement inferieure a — px. Si P\= p2 = p on obtient la meme
conclusion en verifiant que P ' ( - p ) < 0 . En resume:

(4.19)
fc, < —p, <fc2<min{0, -p2}; fc3>0 si pi > p2,

3 s i pi= p 2 = p .

La condition Lj(oo) = L2(°o) = 1 entraine alors A3 = 0, Ao = 1. A, et A2 sont alors
determines par la condition L^O) = L2(0) = 0:

(4.20)

d'oii

(4.21)

Finalement:

L,(«)

A,=

~D(kl)A,-D(k2)A2 = -l,

l + D(fc2)

D(k2)-D(k,)

(4.22)

)-D(k2)

Les probabilites de non mine /?,-(«) peuvent alors etre explicitees en utilisant
(4.4) et (4.22). On obtient:

> / \ 1 , Ai .

(4.23)

A,-fc,

A2-fc2^21

4.2. Le Modele M'/SM

4.2.1. Sous la condition (4.1) le systeme (3.5) s'ecrit

(4.24) «;(«) = AiRi(«)-^IPs I Rj
°i j JO

(y) dy,
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Derivons une nouvelle fois les deux membres de (4.24). II vient

(4.25) RK^ + ̂ J-X^RW-^IRM-ZPMU)], (ieI,u*0),

c'est-a-dire un systeme differentiel identique a (4.9). II faut cette fois le resoudre
avec les conditions aux bornes

(4.26) R,(ao) = 1, R'l(0) = XlRl(0), (iel).

4.2.2. Dans le cas particulier m = 2, p]2-p2\>0, on obtient en conservant les
notations de la Section 4.1.2:

[R2(u) = 1 - D(kt)Ai *'" ~ D(k2)A2

ou A\ et A2 sont solutions de

Ukl-Xl)

\-(k1-\1)D(k1)Al-(k2-\2)D(k2)A2 = \2.

Les probabilites de non-ruine #,(M) du modele initial sont alors determinees par
(4.27) et (3.2). On obtient apres calculs:

(4.29)
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