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PROPRIETES DES SOLUTIONS FAIBLES NON NEGATIVES
DE L’EQUATION PARABOLIQUE

J. CHABROWSKI

Le but de cette communication est de prouver que la solution u(f,x)
faible non négative dans (0,T]xE, de I’équation

/S R P ou ) _
M) Lu= =2 5, @lho) axi] 0

possede la limite presque partout dans E, si ¢ converge vers zéro, ainsi
qu’elle représentable sous la forme d’une intégrale de la solution fonda-
mentale faible de (1) par rapport & une mesure non négative. Ces problémes
ont été traités par M. Kato et M. Krzyiaﬁski (voir [7] et [8]) pour les

solutions au sens classiques. Nos démonstrations sont basées sur les méthodes
utilisées dans leurs travaux.

On suppose que les coefficients a;,(¢, ») sont définis mesurables et bornés
dans la fermeture H de la couche H= (0,T]1x E,(E, étant l'espace euclidien
a dimensions) et que la forme quadratique A(§) =.§] a;(t, x)&&; y est pres-
que uniformément définie positive, c’est-a-dire qu’itij:el}(iste un nombre 2> 1

tel que 27']€]2 < A(§) < 2]&|® presque partout dans H et pour tout vecteur
&= (El, Sty gn)EEn-

1. Introduisons d’abord des définitions et des notations qui interviend-
ront dans la suite.

Une fonction f(¢,2)eLl(H) poss¢de les dérivées fortes par rapport a
x; (j=,-++, n) lorsqu’il existe des fonctions fo,€ELI(H) (i =1, +,n) telles

que l'on a les égalités
t t
{ac| secdo==fac| fieas =1,
0 En ¢ 0 En !

pour tout t(0,T] et pour toute fonction peCYH) au support compact
dans E,.
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Soit 2 une boule ouverte contenue dans E,. Désignons par H**Q) la
fermeture de 'espace C*(2) muni de la norme

@ lolas = {[, (0 + 3 02 )az ).

i=1

On sait (voir [6]) que H“X(Q) est égale & 'espace des fonctions ¢ possédant
des dérivées fortes dans 2 et telles que

Sg(fpz + é@éi)dx < o,
On désigne par H}'?(Q) la fermeture de Pespace des fonctions de classe
C» aux supports compacts muni de la norme (2).
Une fonction f(¢,z) appartient & espace L[y, T; H"*R)] (voir [2] et [3])
si elle satisfait aux conditions suivantes:
(i) f est définie et mesurable dans [, T1x 2,
(i) feH“¥Q) pour presque tout t<[y,T],
() N fllar 2 L7, T1.
Analogiquement nous définissons ’espace L[y, T; Hy?(2)]. 11 suffit de

remplacer dans ce but la condition (ii) par (ii’) feH{?(2) pour presque
tout t<[y, Tl

Une fonction f(¢,x) appartient a Pespace L[, T; L¥R)] si elle satisfait
aux conditions:

(i) f est définie et mesurable pour (¢,z)e[r, TIXQ,

(ii) feL¥Q) pour presque tout t&([y, T,

(ifi) sup |, f(t,2)dw < oo,
[2,7]1%"

Une fonction u(t,z) est dite la solution faible dans H de ’équation (1)
lorsqu’elle appartient & L[5, T; LX2)1n L[5, T; H-*2)] pour toute boule
QCcE, et pour tout 7€(0,T) et de plus elle satisfait & ’équation

n

t n
(3) \S‘En M(t, x) @(t, x)dx + Sda SE (_ uep, + i?:laijuxigﬁxj)dx =

SE,. u(n, ), x)dx

pour tout 7(0,T) (p<t) et pour toute fonction ¢=C(H) au support com-
pact dans E,.
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La fonction u(t,x) satisfaisant aux conditions mentionnées ci-dessus est
dite souvent la solution locale de [1].

J. Moser (voir [9] et aussi [2] p. 301-303) a démontré que la solution
faible de (1) satisfait essentiellement a la condition de Hélder sur tout en-
semble compact contenu dans H, nous pouvons donc supposer qu’elle est
continue dans H.

2. Les définitions du point 1 étant adoptées, nous pouvons énoncer
nos théorémes.

TutorEME 1. Soit u(t,x) la solution faible et non négative dans H de
Péquation (1). On a [égalité suivante

u(t,x) = SE G(t, 251, y)uly, y)dy

pour tout n=(0,T) et (t,x)E(, TIXE,, G(t,x;7,y) étant la solution fondamentale
Saible de (1).

Démonstration. Posons

n=(lz] <mxT], I'n={(z] <mx(t=n}U{(lx] =m)x[y,T]}. Définis-
sons pour tout entier s >3 une fonction 7,€C\E,) telle que 7,(z) =1 pour
le] <Km—2, To(x) =0 pour |z] =Zm—1, 0<yn(x) <1 pour m—2<|x]<m—1
et [F7.(2)] < K pour 2€E,, K étant une constante positive indépendant de
.
Considérons le probléme généralisé aux limites

(4m) Lv =0 pour (¢,2)eX,

v(n, @) = Tu(@)u(y, @) pour |a| <m, v(t,x) =0 pour (f,z)e(y,TIx(lz| =m)).
En vertu du théoréme d’Aronson (voir [1]) ce probléme admet la solu-

tion unique v,€C(X)N LA, T; HY? (lx] < m)] et satisfaisant a 1’équation

t n
(5m) [ onttmett)de + [ de | (—vnp.+ Sapm.0.)dn =
i, j=

[z]<m |2| <m

S Ta(®)u(y, ), x)dx
|z] <m

pour toute fonction ¢eC'3}) au support compact dans E,. La solution
v, est représentable (voir [1]) sous la forme
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Un(t, @) = S Gty 252, Y)Tm(y)u(2, ¥)dy,
ly|<m
ou G, est la fonction faible de Green pour le cylindre [0,TIx(l2] < m).
Il résulte du théoréme III de [2] que v, converge presque uniformément
dans H, vers u(t,z), ou H,= (y,TIXE,. D’une part la suite G, est non
décroissante et de plus on a en vertu du principe généralisé d’extremum
(voir [2])

Vn(t, ) < u(t,x) pour m= 3.

D’autre part, la suite G, converge vers la solution fondamentale faible de
(1) (voir [3]), on en tire donc par le passage a la limite P’égalité

u(t,x) = SE G(t, x5 n, y)ul, y)dy

pour (t,2)e(@, TIXE,.

Nous passons & un procédé permettant d’établir une représentation de
la solution faible et non négative sous la forme d’une intégrale de la solu-
tion fondamentale faible par rapport 4 une mesure non négative. Dans ce
but nous adoptons la définition suivante de la convergence d’une suite de
mesures (voir [5], p. 61);

on dit qu’une suite de mesures pg,(E) m=1, 2, +-+), définies sur les
ensembles boréliens de E,, converge vers la mesure u(E), si, f(x) étant une
fonction continue au support compact, on a

lim | f@)em(dn) = | f@)(da).

m—ood En

Dans la suite il nous conviendra de nous réferer 4 une limitation de
la solution fondamentale G établie par D.G. Aronson (voir [4]). Il existe
des nombres positifs ¢;, ¢,, C; et C, tels que

n

(6) Ci(t—=) % exp |-, %2-] <G ey <Clt—7) ° x
exp {—- cz_lo;:zlz } .

En s’appuyant sur I'inégalité (6), il est facile de vérifier (voir [8] lemme
3) qu’il existe pour tout ¢ >0 un nombre § = j(a) tel que T'on ait
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n

™ Glt 3 7, 9) exp alyl?) < Cult = 5) " exp (g 2% lx ]

exp {— (t —1)"1[19(1 — )]yl __19%]’_%)‘]2]

1
pour t —r<9d, 0<c<t<T, ou I¢t)=(c,— at)z. Le nombre § =d(a) >0
est choisi de facon que l'on ait

Cest-a-dire §=_S2
2a

TrtorEME 2.  Soit u(t,x) la solution faible et non négative dans H de
Péquation (1).  On a dans une couche (0,8,1X E,, convenablement choisie I’égalité
®) ut,2) = | Git,w30,9)0(d),

En

o(E) étant une mesure non négative.

Démonstration. Il résulte du théoréme 1 que

%(t, x) = SE;. G(t, X357, ?/)M(% y)dy

pour (t,x)eH,. On a en vertu de l'inégalité (6)

Cf @ =0 texp (= clyl)ut,yay < | GT,059,yul,ydy = T, 0).

Supposons que 0<7p<T;, ou T,<7. Il est évident qu’il existe des con-
stantes positives C; et a telles que

(9) [ exp (= alylDum y)dy < CauT, 0).

Il est clair que nous pouvons supposer la convergence uniforme des intégrales
(9) pour tout 7=(0,T,]. Nous faisons correspondre pour tout y&(0,7,], a
chaque ensemble E borélien de E, les mesures

(10) r,(E) = | un, y) exp (= aly|?dy.

Les mesures 7,(E) sont, d’aprés (9), bornées uniformément par rapport a
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7€(0,T,]. 1l existe donc, d’aprés le théoréme du choix, une suite 7,, telle
que lim7, =0 et la suite 7,,(E) soit convergeante vers une mesure 7(E) non
négayzi_\jg. Soit (¢, 2) un point arbitraire de la couche (0, 6,1x E,,, §,=min(T}, é(a))
(3(a) étant une constante intervenant dans l’inégalité (7)). Nous pouvons

supposer que 7, < ¢{. Introduisons les fonctions

(11) Wﬂm(y) = G(t9x; Nms y) exp (alylz) (m = 1y29 i ')-

En vertu de l’inégalité (7) les fonctions W7, (y) sont uniformément bornées
dans E, et de plus elles sont continues. D’aprés le théoréme 1 et de la
définition des mesures 7,,, on a

[, W 7o @) = { Glt, 25 10, puls )y = uit, 2).

D’autre part, en vertu de la convergence uniforme des intégrales (9), pour
chaque ¢ >0 on peut choisir un nombre R, >0 de facon que l'on ait

Tm(dy) < e.
|y >R,

Il résulte du théoréme 3 de [8] (sec. 8) que

(12 im | Won @ (@) = | Glt,25 0,5) exp (aly|97(dy)

Or, en prenant [exp (a|y]|?7] = p, nous obtenons 1’égalité (8).

TuEOREME 3.  La solution faible et non négative dans H de [équation (1)
posséde la limite presque partout dans E, lorsque ¢ converge vers zéro.

Puisque la solution fondamentale satisfait a I’inégalité (6) et a la condi-
tion

tl_i)rglJEn G(t,xz;0,y)dy =1 pour tout x€kE,,

donc la démonstration de ce théoréme est tout-a-fait analogue a celle du
théoréme 1 de [7].

En appliquant l'inégalité (6) on peut démontrer le théoréme suivant
(voir [7] théoréme 1 et 2)

TuEOREME 4, Soit u(t,x) la solution faible et non négative dans H de
Péquation (1). St lim sup u(t,x) < oo pour tout x€E, alors il existe la fonction
104

¢ localement intégrable et non négative dans E, telle que
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lim u(¢, 2) = @(x) presque partout dans E,,

£0+

[, ewrexp (= alyrray< oo o
u(t, @) = | Git,w;0,2)pw)dy  pour (t,%)€(0,31XE,,

o et &, étant des constantes positives convenablement choisies.
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