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PROPRIETES DES SOLUTIONS FAIBLES NON NEGATIVES

DE LEQUATION PARABOLIQUE

J. CHABROWSKI

Le but de cette communication est de prouver que la solution u{t,x)

faible non negative dans {O,T]xEn de Γequation

(1) Lu = -|f - Σ S
ΰt i,j=l OXj

possede la limite presque partout dans En si t converge vers zero, ainsi

qu'elle representable sous la forme d'une integrate de la solution fonda-

mentale faible de (1) par rapport a une mesure non negative. Ces problemes

ont ete traites par M. Kato et M. Krzyzanski (voir [7] et [8]) pour les

solutions au sens classiques. Nos demonstrations sont basees sur les methodes

utilisees dans leurs travaux.

On suppose que les coefficients a LJ{t,x) sont definis mesurables et bornes

dans la fermeture H de la couche H- {O,T]xEn{En etant Γespace euclidien
n

a dimensions) et que la forme quadratique A(ξ) = 2 aij{t,x)ξiξj y est pres-

que uniformement definie positive, c'est-a-dire qu'il existe un nombre λ> 1

tel que i"1)^I2 < Λ(ζ) < 2\ξ|2 presque partout dans H et pour tout vecteur

1. Introduisons d'abord des definitions et des notations qui interviend-

ront dans la suite.

Une fonction f{t,x)^L\oc{H) possede les derivees fortes par rapport a

#/ U = 9 ' •> ̂ ) lorsqu'il existe des functions fXι^L{oc(H) (i - 1, ,n) telles

que Γon a les egalites

ΐdτ \ fφΆ dx = - ΐdτ \ fx.φdx (i = 1, , n)
Jθ JEn ι JO J En l

pour tout t<=(O,T] et pour toute fonction φ<=Cι(H) au support compact

dans En.
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Soit Ω une boule ouverte contenue dans En. Designons par HX>2(Ω) la

fermeture de Γespace C°°(£?) muni de la norme

(2) M l * i «

On sait (voir [6]) que W'2(Ω) est egale a Γespace des fonctions <p possedant

des derivees fortes dans Ω et telles que

On designe par HI'2 (Ω) la fermeture de Γespace des fonctions de classe

C°° aux supports compacts muni de la norme (2).

Une fonction f(t,x) appartient a Γespace L2[-η,T; Hι>2{Ω)Ί (voir [2] et [3])

si elle satisfait aux conditions suivantes:

(i) / est definie et mesurable dans [η,T]xΩ,

(ii) f(ΞHι>2{Ω) pour presque tout fefy,T],

(iii) ll/IUi.«eL2b,r].

Analogiquement nous definissons Γespace L2[η,T; Hi'2 ffl]. II suffit de

remplacer dans ce but la condition (ii) par (ii?) f^Hι

0'
2{Ω) pour presque

tout fefy,T].

Une fonction f{t,x) appartient a Γespace L°°[̂ ,T; L2(ί2)] si elle satisfait

aux conditions:

(i) / est definie et mesurable pour {t,x)e[η9T']xΩ,

(ii) f(=L\Ω) pour presque tout

(iii) supf f(t,x)2dx <oo.

Une fonction u(t,x) est dite la solution faible dans H de Γequation (1)

lorsqu'elle appartient a LT\r),T\ L2(Ω)~\ Π L2[η,T; Hlt2(Ω)] pour toute boule

ΩcEn et pour tout η&(O,T) et de plus elle satisfait a Γequation

(3) I u(t,x)φ{t,x)dx + \ dτ\ (— uφT + Σl aijux.φx)dx =
JEn Jη JEn i,J=l l J

\ u(η,x)φ(η,x)dx
JEn

pour tout η(=(O>T) (η < t) et pour toute fonction φ^C\H) au support com-

pact dans En.
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La fonction u(t,x) satisfaisant aux conditions mentionnees ci-dessus est

dite souvent la solution locale de [1].

J. Moser (voir [9] et aussi [2] p. 301-303) a demontre que la solution

faible de (1) satisfait essentiellement a la condition de Holder sur tout en-

semble compact contenu dans H, nous pouvons done supposer qu'elle est

continue dans H.

2. Les definitions du point 1 etant adoptees, nous pouvons enoncer

nos theoremes.

T H E O R E M E 1. Soit u(t,x) la solution faible et non negative dans H de

Γequation (1). On a Γegalite suivante

u(t, x) = \ G(t, x η, y)u(η, y)dy
VEn

pour tout 7}(=(O,T) et {t,x)<^{r},T]xEn, G(t,x\η,y) etant la solution fondamentale

faible de (1).

Demonstration. Posons

Σ l = ( M <m)x(η,Tl Γ£ = {(\x\ <m)x(t = η)}Ό{(\x\ = m)x[rj,T]}. D e n n i s -

sons pour tout entier m > 3 une fonction Tm^Cl{En) telle que ϊm(x) = 1 pour

IxI <m — 2, Tm{x) = 0 p o u r | x | > m — 1, 0 < γm{x) < 1 p o u r m — 2< \x\<m—l

et \VTm{x)\ < K pour x<^En, K etant une constante positive independant de

m.

Considerons le probleme generalise aux limites

(4m) Lυ = 0 pour ( ί , x ) ε 2 l ,

v(η,x) = Tm{x)u{y,x) p o u r \x\^m, v{t,x) = 0 p o u r {t,x)<={[η,T]x(\x\ = m)).

En vertu du theoreme d'Aronson (voir [1]) ce probleme admet la solu-

tion unique ^mGC°(Σm)ΠL2[^,T; Hi'2 (\x\ <: m)] et satisfaisant a Γequation

vn(t, x)ψ{t9 x) dx + \ dτ 1 ( - Vmψτ + 2 auυmx φx)dx =
t\<m \x\<m ι ' J

] rm{x)u{7],x)φ{r],x)dx
\x\<m

pour toute fonction ^ G C ° ( Σ ^ ) au support compact dans En. La solution

vm est representable (voir [1]) sous la forme
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vn{t9 x) = ] Gm{t9 x η9 y)rm{y)u{η, y)dy9

\y\<m

oύ Gm est la fonction faible de Green pour le cylindre [O9T]x{\x\ < m).

II resulte du theoreme III de [2] que vm converge presque uniformement

dans Hη vers u(t,x), oύ Hη = (η,T]xEn. D'une part la suite Gm est non

decroissante et de plus on a en vertu du principe generalise d'extremum

(voir [2])

vm(tfx)<u{t9x) p o u r m > 3.

D'autre part, la suite Gm converge vers la solution fondamentale faible de

(1) (voir [3]), on en tire done par le passage a la limite Γegalitέ

u(t, x) = I G(t, x η, y)u{η, y)dy
JEn

pour (t,x)ςΞ(η,T]xEn.

Nous passons a un procede permettant d'etablir une representation de

la solution faible et non negative sous la forme d'une integrale de la solu-

tion fondamentale faible par rapport a une mesure non negative. Dans ce

but nous adoptons la definition suivante de la convergence d'une suite de

mesures (voir [5], p. 61)

on dit qu'une suite de mesures μm(E) (m = 1, 2, ), definies sur les

ensembles boreliens de En, converge vers la mesure μ(E), si, f(x) etant une

fonction continue au support compact, on a

limf f(x)μn(dx) = \ f(x)μ(dx).
JE JE

Dans la suite il nous conviendra de nous referer a une limitation de

la solution fondamentale G etablie par D.G. Aronson (voir [4]). II existe

des nombres positifs c19 c2, Cλ et C2 tels que

(6) C,(ί - T) ' exp ( - C l

 lX

tZ
y/} < G{t, x;r,y)< Ct(t - r)

En s'appuyant sur Γinegalite (6), il est facile de verifier (voir [8] lemme

3) qu'il existe pour tout α > 0 un nombre δ - δ(a) tel que Ton ait
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(7) G(t,x;τ,y)exv(a\y\η<C2(t-τ) 2 exp

e x p ( - (t - r ) " 1 [ϋ(t -r)\y\-

_1_

pour t —τ <δ, 0 < τ < t < T, oύ #(0 = (c2 - at) 2 . Le nombre 5 = δ(a) > 0

est choisi de facon que Γon ait

= (c2 -

c'est-a-dire 3 =

TH6OREME 2. *Sozϊ u(t,x) la solution faible et non negative dans H de

Γequation (1). On a dans une couche (O,δ^\xEn convenablement choisie Γegalite

(8) u(t,x) = \ G{t,x;0,y)p{dy),

p{E) etant une mesure non negative.

Demonstration. II resulte du theoreme 1 que

u(t, x) = 1 G{t, x η, y)u{η, y)dy
JEn

pour (t,x)^Hη. On a en vertu de l'inegalite (6)

_ n

C i L ( Γ ~η) 2 exp (~ C I | 2 / | 2 ) M ^ ' »)rf» < L G ( τ > 0 ; ^ » ) M ( J ?'
 y)dy = M(T> O)

Supposons que 0 < η < Tu oύ Tt < T. II est evident qu'il existe des con-

stantes positives C3 et a telles que

(9) ( exp(-a\y\ηu(v,y)dy<,C3u(T,O).
0 En

II est clair que nous pouvons supposer la convergence uniforme des integrales

(9) pour tout ηs.(O,TJ. Nous faisons correspondre pour tout ^e(O,7\], a

chaque ensemble E borelien de En les mesures

(10) Γf(£)= [ u(η,y)exp(-a\y\2)dy.
J E

Les mesures TV(E) sont, d'apres (9), bornees uniformement par rapport a
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^\. II existe done, d'apres le theoreme du choix, une suite Tηm telle

que \\mηm = 0 et la suite Tvm{E) soit convergeante vers une mesure T(E) non
m-+oo

negative. Soit (t, x) un point arbitraire de la couche (O,δ1]xEn,δί = πιin(T1,δ(a))

(δ(a) etant une constante intervenant dans Γinegalite (7)). Nous pouvons

supposer que ηm < t. Introduisons les fonctions

(11) Wηm(y) = G(t,x;r]m,y)exp(a\y\2) (m = l,2, ).

En vertu de Γinegalite (7) les fonctions Wηm(y) sont uniformement bornees

dans En et de plus elles sont continues. D'apres le theoreme 1 et de la

definition des mesures ϊηm, on a

\ Wvm (y)Tvm (dy) = \ G{t, x ηm, y)u{ηm, y)dy = u{t, x).
vEn J En

D'autre part, en vertu de la convergence uniforme des integrates (9), pour

chaque ε > 0 on peut choisir un nombre Rε > 0 de faςon que Ton ait

j
\y\>Rε

II resulte du theoreme 3 de [8] (sec. 8) que

(12) lim[ Wηm(y)ϊvm(dy) = \ G(t, x; O, y) exp (a\y\2)ϊ(dy)
m-^-ooJ En JEn

Or, en prenant [exp (a\y\2)7~\ = p, nous obtenons Γegalite (8).

TH6OREME 3. La solution faible et non negative dans H de Vequation (1)

possede la limite presque partout dans En lorsque t converge vers zero.

Puisque la solution fondamentale satisfait a Γinegalite (6) et a la condi-

tion

lim I G(t,x; O,y)dy = 1 pour tout
t->0 + JEn

done la demonstration de ce theoreme est tout-a-fait analogue a celle du

theoreme 1 de [7].

En appliquant Γinegalite (6) on peut demontrer le theoreme suivant

(voir [7] theoreme 1 et 2)

4. Soit u{t,x) la solution faible et non negative dans H de

Vequation (1). Si lim sup u{t, x) < oo pour tout x^En alors il existe la fonction

Ψ localement integrable et non negative dans En telle que
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lim u(t, x) = φ(x) presque partout dans En,

φ(y)exp{—a\y\2dy< co et

u(t,x) = \ G{t,x;O,x)φ(y)dy pour (t,x)<={O,δ1]xEn,
J En

a et βx etant des constantes positives convenablement choisies.
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