
Compositio Mathematica 108: 185–240, 1997. 185
c 1997 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.

Représentations cristallines de torsion

NATHALIE WACH
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Strasbourg cedex France

Received 27 June 1995; accepted in final form 7 February 1996

Abstract. In this paper, we study representations of a Galois group of a local field absolutely
unramified whose residue field is perfect of characteristic p and give two ways of recognize crystalline
representations with weights between r and r + p � 1. The first one is the description of terms of
weakly admissible filtered modules proved by J.-M. Fontaine and G. Laffaille (Ann Sc ENS 1982):
here a new proof of this result is proposed (second chapter). The second criterion (third chapter)
is the equivalence between crystalline representations with weights between r and r + p � 1 and
representations of finite ‘cr-height’ 6 p� 1, result announced by J.-M. Fontaine in a paper edited a
few years ago where he introduced the category of (';�)-modules.
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0. Introduction

Dans tout ce travail, p est un nombre premier, K0 un corps de caractéristique 0,
complet pour une valuation discrète, absolument non ramifié et de corps résiduel k
parfait de caractéristique p. On note W l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients
dans k; c’est donc aussi l’anneau de valuation de K0. Tous trois sont munis d’une
action de Frobenius, notée � (on a �(x) = x

p pour x 2 k). On fixe �K une clôture
algébrique de K0 et on pose GK0 = Gal( �K=K0).

Dans [F91], J.-M. Fontaine a construit une équivalence entre la catégorie des
représentations p-adiques de GK0 (i.e. des Qp -espaces vectoriels de dimension
finie munis d’une action linéaire et continue de GK0) et une catégorie de nature
plus élémentaire, celle des (';�)-modules étales sur le corps E (cf. ci-dessous).
Une question naturelle qui se pose alors est de décrire les représentations qui
interviennent en géométrie algébrique (de Hodge-Tate, de de Rham, semi-stables,
cristallines) en termes de (';�)-modules.

J.-M. Fontaine a donné une réponse conjecturale à cette question pour les
représentations cristallines: pour tout entier h > 0, une représentation p-adique V
de GK0 est cristalline à poids de Hodge-Tate entre 0 et h si et seulement si elle est
de cr-hauteur 6 h (cf. ci-dessous).

Le but principal de cet article est de prouver cette conjecture lorsque h 6 p� 1
(théorème 1 ci-dessous). Remarquons que le fait que la condition soit suffisante
(sans restriction sur h) est un cas particulier d’un résultat plus général sur les
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186 NATHALIE WACH

représentations potentiellement cristallines de GK = Gal( �K=K), où K est un
corps contenu dans l’extension cyclotomique de K0 (cf. [Wa]).

La démonstration conduit à étudier de façon détaillée les représentations de
torsion qui sont des sous-quotients de représentations cristallines à poids de Hodge-
Tate entre 0 et h, ce qui est l’objet de la partie 2. On y rappelle la construction
des anneaux des périodes p-adiques Acris et B+

cris et on y redémontre (Théorème 2)
le résultat principal de la théorie de Fontaine-Laffaille [F-L] par une méthode un
peu différente (qui, en particulier, ne nécessite pas l’étude des objets simples de
la catégorie des modules filtrés), en travaillant avec l’anneau Acris qui est l’anneau
naturel pour cette théorie (alors que J.-M. Fontaine et G. Laffaille utilisaient un
anneau un peu différent).

Dans la partie A, on rappelle les résultats sur les représentations p-adiques et les
(';�)-modules contenus dans [F91] et utilisés par la suite. On trouvera un énoncé
précis du théorème à la fin de cette partie.

Enfin, la démonstration du Théorème 1 lui-même est l’objet de la partie 3.

Je voudrais conclure cette introduction en remerciant J.-M. Fontaine, qui m’a
dirigée tout au long de ce travail, pour ses nombreux conseils et ses encouragements.

1. Rappels sur les représentations p-adiques et énoncé du résultat principal

1.1. On considère l’ensemble, noté R (cf. [F82], p. 535), des suites x = (x(n))n2N
d’éléments de O �K=pO �K vérifiant (x(n+1))p = x

(n) pour tout n. C’est un anneau
parfait de caractéristique p, qu’on peut munir d’une valuation; son corps résiduel
s’identifie à �k, le corps résiduel de �K . Son corps des fractions est un corps
algébriquement clos de caractéristique p (voir le paragraphe 2.1.1.1. pour plus
de détails).

Si A est une k-algèbre, W (A) désigne l’anneau des vecteurs de Witt à coef-
ficients dans A et WK0(A) = K0 
W W (A) = W (A)[1=p]; si a 2 A, on note
[a] = (a; 0; : : : ; 0; : : :) le représentant de Teichmüller de a dans W (A). On note '
l’endomorphisme de Frobenius deW (A) ainsi que son extension à WK0(A); ainsi,
si � 2 W , on a '(�) = �(�). En particulier ceci s’applique à W (R), W (FrR) et
WK0(FrR).

D’autre part, le groupe GK0 opère par fonctorialité sur FrR, R et W (R)
et les anneaux W (R), W (FrR) et WK0(R) s’identifient à des sous-anneaux de
WK0(FrR) stables par GK0 et '.

On note Zp(1) = lim �n2N �p
n( �K) le module de Tate du groupe multiplicatif

et pour tout i 2 N, on note Zp(i) = Symi
Zp
Zp(1) et Zp(�i) son dual. Pour tout

Zp-module T et pour tout i 2 Z, on pose T (i) = T 
Zp Zp(i).

1.2. Le module de Tate Zp(1) = Tp(Gm ) s’identifie au sous-Zp-module du
groupe multiplicatif des unités de R congrues à 1 modulo l’idéal maximal, formé
des x tels que x

(0) = 1. Choisissons un générateur de ce module, c’est-à-dire
un élément " = ("(n))n2N 2 R tel que "(0) = 1 et "(1) 6= 1, et considérons les
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REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES DE TORSION 187

éléments ["] = ("; 0; : : : ; 0; : : :) et � = ["] � 1 dans W (R) . Alors l’adhérence S
de la sous W -algèbre de W (R) engendrée par � s’identifie à l’algèbre W [[�]] des
séries formelles en � à coefficients dansW ; de plus S est stable par ' et GK0, avec
les relations suivantes:

'(�) = (1 + �)p � 1 et

g(�) = (1 + �)�(g) � 1;

où � est le caractère cyclotomique, décrivant l’action de GK0 sur les racines de
l’unité d’ordre une puissance de p.

Pour tout entier n > 1, soit Kn le sous-corps de �K engendré sur K0 par les
racines pn-ièmes de l’unité. On poseK1 = [n>1Kn, �K0 = Gal( �K=K1) etHK0

le noyau de la projection de GK0 sur �K0 . On dispose d’une suite exacte:

1! HK0 ! GK0 ! �K0 ! 1:

Si p 6= 2, on note �f le sous-groupe de torsion de �K0 et on pose S0 = S
�f ; on

montre, (cf. [F91], p 268–273) que S0 =W [[�0]] , où �0 = �p+
P

a2Fp
["][a]. De

plus,

'(�0) = u�0q
p�1 où u est une unité de S0 et q = �0 + p et

(�0) � �()p�1
�0 modulo �2

0 pour  2 �K0 :

Si p = 2, on convient que �0 = �, S0 = S et q = p+ �.
Remarque. Ces notations ne sont pas exactement les mêmes que celles de [F91] ou
[F94], où � était noté �", S était noté S" et S0 était noté S. L’anneau qui est noté
S0 ici correspond à l’anneau qui était noté S dans la deuxième partie de [F91].

On note OE le complété pour la topologie p-adique de S[1=�]. C’est l’anneau
des entiers d’un corps complet pour une valuation discrète, absolument non ramifié,
noté E . Comme � est inversible dans W (FrR), l’inclusion de S dans W (R) se
prolonge en un plongement deS[1=�] dansW (FrR) etOE s’identifie à l’adhérence
de S[1=�] dans W (FrR), tandis que E = OE [1=p] s’identifie à un sous-corps de
WK0(FrR). Alors si E = OE=pOE ; on a

E = Frac(S=pS) = k((e�)) et OE = S=pS = k[[e�]];
où e� est la réduction modulo p de �. De plus, si bEnr désigne l’adhérence dans
WK0(FrR) de l’extension maximale non ramifiée Enr de E contenue dans
WK0(FrR), ObEnr=pObEnr est une clôture séparable Es�ep de E , avec une identifi-
cation des groupes de Galois

HK0 = Gal(Es�ep
=E) = Gal(Enr=E):

1.3. Soit A un anneau noethérien, muni d’une topologie, pour laquelle il est séparé
et complet, d’un endomorphisme noté � et d’une action d’un groupe profini �
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continue, compatible à la structure d’anneau et commutant à �. On suppose en
outre que le morphisme �:A ! A est plat. Un '-module sur A est un A-module
muni d’un endomorphisme ', semi-linéaire par rapport à �; on note �MA la
catégorie formée par les '-modules sur A. Si M est un tel module, on note M� le
A-module déduit de M par l’extension des scalaires �:A! A et on dit que M est
étale s’il est de type fini sur A et si l’application linéaire �:M� !M , déduite de
' en posant �(�
 x) = �'(x) pour � 2 A et x 2M , est bijective.

Un (';�)-module sur A est un '-module sur A muni en plus d’une action de
�, semi-linéaire par rapport à l’action de � sur A, cette action commutant avec
l’endomorphisme '. On dit qu’un (';�)-module est étale si le '-module sous-
jacent l’est et si l’action de � est continue. Les (';�)-modules étales définissent
une catégorie abélienne notée ��Mét

A . Dans la suite, on pose � = �K0 .
Appelons représentation de GK0 de p-torsion (respectivement Zp-adique) la

donnée d’un Zp-module de longueur finie (respectivement de type fini) muni
d’une action linéaire et continue de GK0 ; on note RepZp,tors(GK0

) (respectivement
RepZp

(GK0
)) la catégorie des représentations de GK0 de p-torsion (respectivement

Zp-adiques).
J.-M. Fontaine a montré dans [F91] (p. 274) qu’il existait une équivalence de

catégories entre ��Mét
OE

et RepZp
(GK0

) induite par les foncteurs DOE et VOE ,

DOE : RepZp
(GK0

) ! ��Mét
OE

T 7! DOE (T ) = (ObEnr 
Zp T )HK0 ;

et son quasi-inverse

VOE :��Mét
OE
! RepZp

(GK0
)

N 7! VOE (N ) = (ObEnr 
OE N )'=1
:

Dans la suite de ce texte, on va davantage utiliser la version contravariante de ces
foncteurs. On pose

OEnr ;1 = lim�!
n2N

OEnr=p
nOEnr = Enr=OEnr :

Pour tout objet T de RepZp,tors(GK0
), on note Tb le Zp-module des applications

linéaires de T dans Qp=Zp sur lequel GK0 agit via (g�)(t) = �(g�1
t) pour

g 2 GK0, � 2 Tbet t 2 T . L’anti-équivalence de catégories entre RepZp,tors(GK0
)

et ��Mét
OE ,tors, sous-catégorie pleine de ��Mét

OE
formée des objets de torsion, est

alors obtenue en associant à T le module DOE (Tb) ou bien également décrite par:

D�
OE

: RepZp,tors(GK0
) ! ��Mét

OE ,tors

T 7! D�
OE
(T ) = HomZp[HK0

](T;OEnr ;1);
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tandis qu’un quasi-inverse est donné par

V�
OE

:��Mét
OE ;tors ! RepZp,tors(GK0

)

N 7! V�
OE
(N ) = Hom�MOE

(N ;OEnr ;1):

De même, si T est un objet de RepZp
(GK0

) sans p-torsion,

D�
OE
(T ) = HomZp[HK0

](T;ObEnr );
s’identifie à

lim �
n2N

D�
OE
(T=pnT );

et siN est un (';�)-module étale libre surOE ,

V�
OE
(N ) = Hom�MOE

(N ;ObEnr );
s’identifie à

lim �
n2N

V�
OE
(N=pnN ):

On en déduit l’équivalence entre la catégorie des représentations p-adiques de
GK0 et la catégorie des (';�)-modules sur E obtenus à partir de '-modules étales
sur OE en rendant p inversible, induite par le foncteur (cf. [F91], p 274) VE défini
par

VE(M) = ( bEnr 
EM)'=1
:

1.4. Représentations Zp-adiques de GK0

Soit �0 le groupe de Galois de la Zp-extension cyclotomique de K0 contenue
dans K1, si p 6= 2; c’est à dire �0 = �=�f . Si p = 2, on prend �0 = �. On a
une action de �0 sur S0. Si h 2 N, on note �0�Mh

S0
la sous-catégorie pleine de la

catégorie des (';�0)-modules sur S0 formée des objets N vérifiant:

(1) leS0-module sous-jacent est de type fini et sans p0-torsion (ie, pour tout élément
irréductible � de S0 non associé à p, N est sans �-torsion),

(2) le S0-module N=�(N�) est annulé par qh,
(3) le groupe �0 agit trivialement sur N=�0N .
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Pour h < p � 1, la catégorie �0�Mh
S0

est abélienne (cf. [F91], p 301); pour

h = p � 1, il faut se restreindre à la sous-catégorie pleine de �0�Mp�1
S0

, qu’on

note �0�Mp�1�
S0

, formée des objets N n’admettant pas de sous-quotient non nul
�N tel que �( �N�) � q

p�1 �N .
On note �0�M+

S0
la réunion des �0�Mh

S0
pour h 2 N. Pour tout objet M de

�0�M+
S0

, on définit la cr-hauteur de M comme le plus petit entier h tel que M

soit un objet de �0�Mh
S0

.
Le foncteur �0�Mh

S0
! ��Mét

OE
(cf. [F91], p. 301) qui à N associe

j
�(N) = N = OE 
S0 N;

est exact et fidèle; si h 6 p � 2 (si h = p � 1, on se restreint à �0�Mp�1�
S0

); il

est pleinement fidèle et induit alors une équivalence de catégories entre �0�Mh
S0

(�0�Mp�1�
S0

si h = p� 1) et son image essentielle par j� . On note �0�Mh
S0,tors

la sous-catégorie pleine de �0�Mh
S0

formée des objets de p-torsion. Si N est un
objet de cette catégorie, on pose

V
�
cr(N) = V�

OE
(j�(N));

c’est un Zp-module de type fini muni d’une action de GK0. On obtient ainsi un
foncteur

V�
cr:�0�Mh

S0,tors ! RepZp,tors(GK0
);

qui est exact et fidèle et on note Reph
Zp,tors,cr(GK0

) son image essentielle, appelée
catégorie des représentations de cr-hauteur finie 6 h. Si h 6 p� 2, V�

cr est pleine-
ment fidèle et induit donc une anti-équivalence de catégories entre �0�Mh

S0,tors

et Reph
Zp,tors,cr(GK0

). Si h = p � 1; on a une anti-équivalence de catégories entre

�0�Mp�1
S0,tors et son image essentielle Repp�1�

Zp,tors,cr(GK0
).

On se propose de montrer que les représentations de cr-hauteur finie sont des
sous-quotients de représentations cristallines.

On rappelle que si V est une représentation p-adique de GK0, le K0-espace
vectoriel (B+

cris
QpV )
GK0 , oùB+

cris est l’anneau défini en 2.1.2.2., est de dimension
finie, 6 dimQp V . On dit que la représentation est cristalline si

dimQp
V = dimK0(B

+
cris 
Qp V )

GK0 :

THEOREME 1. Soith un entier vérifiant 0 6 h 6 p�1 et soitT une représentation
de p-torsion de GK0 . Alors T est de cr-hauteur finie 6 h si et seulement si T est
isomorphe à un sous-quotient d’une représentation cristalline à poids de Hodge-
Tate compris entre 0 et h.
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REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES DE TORSION 191

Remarquons que ce théorème implique que, si r 2 Z et siT est une représentation
de p-torsion de GK0, alors T (r) est de cr-hauteur finie 6 h si et seulement si T est
sous-quotient d’une représentation cristalline à poids de Hodge-Tate dans l’inter-
valle [r; r + h].

On dit qu’une représentation p-adique V de GK0 est de cr-hauteur 6 h s’il
existe un objet N0 de �0�Mh

S0
libre de rang fini sur S0 et un isomorphisme de

E 
S0 N0 sur D�
E(V ) = HomQp[HK0 ]

(V; bEnr).
Remarque: Représentations de hauteur finie
On rappelle que si V est une représentation p-adique, alors j�(D�

E (V )), défini
comme le plus grand des sous-S[1=p]-modules de type fini de D�

E(V ) stables par
', est également stable par � et c’est un S-module libre de rang fini 6 dimQp

V .
On dit que V est de hauteur finie si l’on a l’égalité.

Alors, une représentation p-adique V de GK0 qui est de cr-hauteur finie est de
hauteur finie.

En effet, si N0 est comme ci-dessus, comme S est un S0-module libre et
S0 = S

�f , on en déduit que

N = S 
S0 N0 � j�(D
�
E(V )) et

N0 � (j�(D�
E(V )))

�f :

Puisque j�(D�
E(V )) est un S[1=p]-module libre de rang6 d = dimQp

V et contient
N [1=p] qui est un S[1=p]-module libre de rang d, on obtient le fait que j�(D�

E(V ))
est de rang d sur S[1=p] et, par conséquent, que la représentation est de hauteur
finie.

Le résultat suivant est alors une conséquence immédiate du théorème 1.

COROLLAIRE: Soient V une représentation p-adique de GK0 , r 2 Z et h un
entier compris entre 0 et p� 1. Alors V est cristalline à poids de Hodge-Tate dans
l’intervalle [r; r + h] si et seulement si V (r) est une représentation de cr-hauteur
finie 6 h.

S’il en est ainsi, V est de hauteur finie.

Observons de plus que, avec les notations de la remarque ci-dessus, N est un
S-module libre de rang d stable par � et tel que l’action de � soit triviale modulo
�. On voit ainsi que le fait que, dans le corollaire, la condition soit suffisante
n’est qu’un cas particulier de l’implication (4) ) (1) du théorème de [Wa], à
savoir que si V est une représentation de hauteur finie telle qu’il existe un entier
r et un sous-S-module N de j�(D�

E(V )) stable par � et tel que l’action de � soit
triviale (resp. finie) sur (N=�N)(�r), alors la représentationV est cristalline (resp.
potentiellement cristalline).
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2. Représentations cristallines de torsion

2.1. CONSTRUCTION DES ANNEAUX R, WPD
n (R), Acris ET B+

cris

Dans ce chapitre, on se place dans le cas général, où K est un corps local complet
d’indice de ramification absolue e et de corps résiduel k; K est donc une extension
totalement ramifiée de K0. �K est une clôture algébrique de K et on note GK =
Gal( �K=K).

2.1.1. Les anneaux R et WPD
n (R)

2.1.1.1. L’anneau R (cf. [F82] ou [F94])
Posons S0 = O �K=pO �K . On définit R = lim �n2N S

0, où les applications de

transition sont toutes identiques, à savoir l’application qui à x 2 S0 associexp 2 S0.
L’anneau R ainsi défini est un anneau parfait de caractéristique p.

Remarques: (a) on peut obtenir une autre description de R en munissant la
limite projective, indexée par N, des anneaux OC , où OC est l’anneau des entiers
du complété C de �K avec toujours pour applications de transition les applications
x 7! x

p , de la structure d’anneau suivante

� la multiplication est définie par (xy)(n) = x
(n)
y
(n)

� l’addition par (x+y)(n) = limm!+1(x
(m+n)+y(m+n))p

m
où x = (x(n))n2N

et y = (y(n))n2N sont des éléments de lim �n2NOC .

La projection OC ! O �K=pO �K permet d’identifier R et lim �n2NOC . Il est alors

possible de définir une valuation sur R, en posant vR(x) = vC (x
(0)) et R est

complet pour cette valuation .
D’autre part �k se plonge dans R : à a 2 �k , on associe son représentant de

Teichmüller [a] dansO �K , puis sa réduction modulo p dans S0 . On obtient de cette
façon une application de �k dans R

a 2 �k ! ([a1=pn ])n2N 2 R;

qui est un morphisme d’anneaux et munit R d’une structure de �k-algèbre. Le corps
des fractions de R, noté FrR, est un corps valué complet, d’anneau des entiers R
et de corps résiduel �k ; de plus, il est algébriquement clos.

R et FrR sont naturellement munis d’une action deGK et d’un Frobenius, noté
', qui n’est autre que l’élévation à la puissance p.

(b) Soit E le corps des normes (cf. [W]) de l’extension K1 = [n2NKn, où

Kn = K0["
(n)] = Kn�1["

(n)];

est le corps engendré par les racines pn-ièmes de l’unité contenu dans �K. On
rappelle que "

(1) est une racine primitive p-ième de l’unité dans O �K et que les
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("(n)) forment un système compatible de racines de l’unité. On sait (cf. [W], chap.
2) que E est un corps local de caractéristique p, dont l’anneau des entiers OE est
la limite projective des anneauxOKn=("

(1) � 1)OKn , l’application de transition

�n:OKn=("
(1) � 1)OKn ! OKn�1=("

(1) � 1)OKn�1 ;

étant induite par la norme de Kn à Kn�1. En outre, si x 2 OKn et �x est son image
dansOKn=("

(1) � 1)OKn ,

x
p �NKn=Kn�1

(x) 2 ("(1) � 1)OKn ;

ce qui fait que �n(�x) est l’image de xp dans

(OKn�1 + ("(1) � 1)OKn)=("
(1) � 1)OKn = OKn�1=("

(1) � 1)OKn�1 :

En fait OE = k[["� 1]] = k[[e�]]:
Le groupe de Galois Gal(K1=K0) = �K0 ' Z�p agit sur E par g(") = "

�(g),
où � est le caractère cyclotomique, et E0 = E

�f est le corps de normes de la
Zp-extension cyclotomique de K0 contenue dans K1. On peut voir (cf. [F91], p.
271) que E0 = k((e�0)) avec e�0 =

P
a2Fp

"
[a] et OEO = k[[e�0]], pour p 6= 2, et,

pour p = 2, e�0 = �2 + "+ "
�1.

On voit facilement que E et E0 se plongent dans FrR; de même, OE0 et OE
se plongent dans R. Plus généralement (cf. [W], chap. 3), si L est une extension
galoisienne finie de K1, alors le corps des normes EL de l’extension L=K est une
extension galoisienne finie de E, on a

Gal(L=K1) = Gal(EL=E);

et EL se plonge dans FrR. Ceci permet de définir

E �K = lim�!
K1�L� �K

L=K1finie galoisienne

EL;

qui est une clôture séparable de E, que l’on note Es�ep, et

Gal(E �K=E) = Gal( �K=K1) = HK0:

Rappelons enfin (cf. [W], chap. 4) que FrR s’identifie au complété de la clôture
radicielle de E �K = E

s�ep.

2.1.1.2. Construction de WPD
n (R)

2.1.1.2.1. On note W (R) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans R et
Wn(R) l’anneau des vecteurs de Witt de longueur n.
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PROPOSITION 2.1.1.2.1.: L’application

�:W (R)! OC

x = (xn) 7!
X
n2N

p
n
x
(n)
n ;

est un morphisme d’anneaux, qui est surjectif. Son noyau Ker � est un idéal prin-
cipal de W (R).

DEMONSTRATION: cf. [F82], p. 537.

Remarque: plus précisément, un élément � = (�0; �1; : : : ; �n; : : :) 2 Ker � en
est un générateur, si et seulement si vR(�0) = 1. En particulier, si p 6= 2 et si
q = �0 + p est l’élément de W (R) introduit dans la partie 1., alors q0 = '

�1(q)
est un générateur de Ker �. En effet, on voit facilement que �(q0) = 0 et il suffit de
vérifier que v(e�0) = p. Puisque e� et e�0 sont des uniformisantes de OE et de OE0

respectivement et que l’extension E=E0 est totalement ramifiée de degré p� 1, on
a

vR(e�0) = (p� 1)vR("� 1);

et d’autre part

vR("� 1) =
p

p� 1
:

Si p = 2, on pose q = � + p et q0 = '
�1(q) est un générateur de Ker �.

2.1.1.2.2. De même, pour n entier > 1, on définit l’application

�n:Wn(R)! O �K=p
nO �K ;

par

�n((x0; x1; : : : ; xn�1)) =
X

06m6n�1

p
m
x
(m)
m :

On pose

Ker �n = Im Ker � = (�<n);

en notant �<n l’image dans Wn(R) du générateur choisi � de Ker �. On note
W

PD
n (R) l’enveloppe à puissances divisées (cf. [B-O], chapitre 3) de Wn(R)

relativement à Ker �n, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur
pWn(R).
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2.1.2. Description de WPD
n (R)

2.1.2.1. Rappels sur l’enveloppe à puissances divisées d’une Z(p)-algèbre B
Il s’agit de faire une description de l’enveloppe à puissances divisées de B

relativement à un idéal J , la structure de puissances divisées devant être compatible
avec la structure de puissances divisées canoniques sur pB.

On remarque que se donner les applications m: J ! J , qui définissent la
structure d’idéal à puissances divisées sur J (cf. [B-O]), revient à se donner une
application �: J ! J telle que 8 x; y 2 J et 8 � 2 A:

� p�(x) = x
p,

� �(�x) = �
p
�(x),

� �(x+ y) = �(x) + �(y) +
P

16i6p�1
1
p
(p
i
)xiyp�i.

En effet, si les puissances divisées sont données, on prend �(x) = (p� 1)!p(x).
Inversement, tout entier m s’écrit sous la forme m = m0 + pm1 + � � �+ p

s
ms ,

où les entiers mi sont compris entre 0 et p � 1. Alors, si B est une Z(p)-algèbre
sans p-torsion,

x
pi = p

1+p+���+pi�1
�
i(x)

x
m = p

m1+���+ms(1+p+���+ps�1)
x
m0(�(x))m1 : : : (�s(x))ms ;

comme

vp(m!) = m1 + (1 + p)m2 + � � �+ (1 + p+ � � �+ p
s�1)ms;

on obtient

m(x) =
p
vp(m!)

m!
x
m0(�(x))m1 : : : (�s(x))ms :

Si B est de p-torsion, comme pvp(m!)
=m! est une unité de Z(p), l’expression ci-

dessus garde un sens dans B. On vérifie que les m ainsi définis conviennent.

EXEMPLE. SiB est uneZ(p)-algèbre et si � n’est pas diviseur de zéro, l’enveloppe
à puissances divisées de B compatibles avec les puissances divisées canoniques
sur pB relativement à un idéal principal J = (�) est l’algèbre

B
PD = B[(m(�))m2N]

= B[�s(�)] avec p�
s(�) = (�s�1(�))p

= B[Y1; : : : ; Ys; : : :]=(pYs � Y
p

s�1)s>1 avec Y0 = �:
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2.1.2.2. D’après ce qui vient d’être vu,

W
PD
n (R) = Wn(R)[�(�<n); : : : ; �

s(�<n); : : :]

= Wn(R)[Y1; : : : ; Ys : : :]=(pYs � Y
p

s�1)s>1 et Y0 = �<n:

On pose

Acris = lim �
n2N

W
PD
n (R);

le séparé complété pour la topologie p-adique de l’enveloppe à puissances divisées
de W (R) relativement à Ker �, compatibles avec les puissances canoniques sur
pW (R) et B+

cris = K0 
W Acris = Acris[1=p].

Remarques. (a) pour n = 1, on a �<1 = �0; (�s(�0))
p = 0 et

W
PD
1 (R) = R[Y1; : : : ; Ys; : : :]=(Y

p
s )s2N = (R=�0)[Y1; : : : ; Ys; : : :]=(Y

p
s )s>1:

(b) La suite exacte courte

0!Wr(R)
ps

!Wr+s(R)!Ws(R)! 0;

induit la suite exacte

0!W
PD
r (R)

ps

!W
PD
r+s(R)!W

PD
s (R)! 0:

2.1.3. Filtration sur WPD
n (R)

2.1.3.1. Pour r 2 N, on pose

FilrWn(R) = (Ker �n)r

et on note FilrWPD
n (R) l’idéal de W

PD
n (R) engendré par les m(�<n) pour

m > r. Le morphisme naturel de Wn(R) dans WPD
n (R) envoie FilrWn(R) dans

FilrWPD
n (R).

On a également un Frobenius sur WPD
n (R) , qui provient du Frobenius sur

Wn(R) et vérifie '(�(x)) = �('(x)). On voit que Ker � + pW (R) est stable par
' et que '(�) est divisible par p dans WPD

n (R) . En particulier pour r 6 p� 1 et
n > r , on dispose de l’inclusion suivante

FilrWPD
n (R) � fx 2WPD

n (R) tel que '(x) 2 prWPD
n (R)g;
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ainsi que de la suite exacte

0! FilrWPD
n (R)! FilrWPD

n+s(R)! FilrWPD
s (R)! 0:

Alors, si x est un élément de FilrWPD
n (R), il se relève en un élément bx 2

FilrWPD
n+r(R) tel que '(bx) = p

rby et 'r(x) = by modulo pn ne dépend pas du choix
du relèvement bx de x, ni du choix de by. Ceci permet de définir des applications

'
r: FilrWPD

n (R)! W
PD
n (R);

qui vérifient, pour r 6 p� 2,

'
r

jFilr+1
= p'

r+1
:

La filtration et les applications 'r ainsi définies passent à la limite projective.

2.1.3.2. L’application �:W (R)! OC se prolonge en une application notée toujours
� de Acris vers OC ou de B+

cris vers C . Pour tout entier r > 0 , on note Filr B+
cris

l’adhérence de l’idéal engendré par les q0m=m! pour m > r . On remarque que

Filr Acris = Filr B+
cris \Acris :

D’autre part, l’élément t défini par

t =
X
n>1

(�1)n�1 (["] � 1)n

n
;

appartient à B
+
cris et l’idéal engendré par t est stable par l’action de GK et par

' (on a '(t) = pt et g(t) = �(g)t, pour g 2 GK). On pose Bcris = B
+
cris[1=t];

c’est un anneau muni d’une application ', d’une action de GK et d’une filtration
décroissante par des sous K0-espaces vectoriels, pour r 2 Z:

Filr Bcris = [i2Zt
�i Filr+iB+

cris

2.1.3.3. Les idéaux FilrWPD
n (R) et FilrWn(R) ne sont pas stables par '; on

introduit alors les idéaux (cf. [F94])

I
[r] =

8><
>:x 2 Acris tel que ' � ' � � � � � '| {z }

i fois

(x) 2 Filr Acris pour tout i 2 N

9>=
>;

et

I
[r]
W (R) =

8><
>:x 2W (R) tel que ' � ' � � � � � '| {z }

i fois

(x) 2 FilrW (R)

pour tout i 2 N

9>=
>;:
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On sait que I [r]W (R) est un idéal principal et qu’un élément

a = (a0; a1; : : : ; an; : : :) 2 I
[r]
W (R)

en est un générateur si et seulement si vR(a0) = rp=(p � 1); on en déduit que
I
[r]
W (R) est l’idéal de W (R) engendré par �r et I [p�1]

W (R) peut être également
vu comme l’idéal engendré par �0, si p 6= 2. Si p = 2, I [p�1]

W (R) = I
[1]
W (R)

est l’idéal engendré par �.
D’autre part I [1] est un p-d-idéal de Acris et I [r] est la r-ième-puissance divisée

de I [1]; plus précisément I [r] est l’adhérence du W (R)-module engendré par les
éléments tfsg = t

r(s)
m(s)(

tp�1

p
) où m(s) et r(s) sont respectivement le quotient

et le reste de la division euclidienne de s par p � 1. Comme '(t) = pt, on voit
facilement que, pour m 6 p� 1,

'
m(FilmAcris \ I

[r]) � I
[r]

et pour tout n 2 N,

'
m(FilmW

PD
n (R) \ I [r]WPD

n (R)) � I
[r]
W

PD
n (R);

en particulier, si n = 1 et r = p� 1, on a

'
m(FilmW

PD
1 (R) \ I [p�1]

W
PD
1 (R)) � I

[p�1]
W

PD
1 (R):

2.1.3.4. Le cas n = 1. On a:

� 'r
jFilr+1

= 0 pour 0 6 r 6 p� 2.

� choisissons � = (�(n))n2N 2 R tel que �(0) = �p. Alors:

W
PD
1 (R)=I [p�1]

W
PD
1 (R) = R=�

p
R

= R=e�0R si p 6= 2

= R=e�R si p = 2;

et l’application

u = �1 � '
�1: R ! O �K=pO �K

x 7! x
(1) mod p;

induit un isomorphisme d’anneaux de R=�
p
R vers O �K=pO �K ('�1 désigne ici

l’inverse de ').
De plus, rappelons que R=�pR est muni d’une filtration

Filr(R=�pR) = �
r(R=�pR);
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pour r 6 p� 1 et Filr(R=�pR) = 0 pour r > p, et d’applications 'r définies par:

'
r: Filr(R=�pR) ! R=�

p
R

�
r
x 7! x

p
:

Si on définit sur O �K=pO �K la filtration suivante

Filr O �K=pO �K = (�(1))rO �K=pO �K ;

et les applications 'r par

'
r: FilrO �K=pO �K ! O �K=pO �K

(�(1))rx 7! x
p
;

on constate que u respecte la filtration et commute aux applications 'r. Alors, si
on munit O �K=pO �K de la structure de k-espace vectoriel déduite par l’extension
des scalaires ��1: k ! k, on voit que u est un isomorphisme de modules filtrés de
W

PD
1 (R)=I [p�1]

W
PD
1 (R) sur O �K=pO �K .

2.2. LES MODULES FILTRÉS SUR W

2.2.1. Un module filtré sur W est un W -module � muni

� d’une filtration (Filr �)r2Zdécroissante par des sous-W -modules de�, séparée
et exhaustive; c’est-à-dire telle que

\r2ZFilr � = 0 et [r2ZFilr � = �;

� d’applications 'r: Filr � ! � semi-linéaires par rapport au Frobenius � de
W et telles que

'
r

jFilr+1 �
= p'

r+1
:

On note MFW la catégorie des modules filtrés sur W , dont les morphismes sont
applications W -linéaires respectant la filtration et commutant aux applications 'r ,
et MFk la sous-catégorie pleine de MFW formée des objets tués par p. La catégorie
MFW est additive et Zp-linéaire, mais n’est pas abélienne.

2.2.1.1. Noyau et conoyau d’un morphisme dans MFW
Soient � et �0 des objets de MFW et u un morphisme de � vers �0. On peut

définir le noyau de u: en tant que W -module, Keru est le noyau de u considéré
comme un morphisme de W -modules, qu’on munit de la filtration

Filr Keru = Keru \ Filr �;
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et des applications 'r

'
r
Ker u = '

r

jKer u
:

De même, un sous-objet �0 de � est un sous-W -module de � tel que

'
r(�0 \ Filr �) � �0;

et muni de la filtration induite par l’inclusion, c’est-à-dire Filr �0 = �0 \ Filr �.
On dit que le morphisme u:�! �0 est strict si

u(Filr �) = Filr �0 \ u(�);

pour tout r 2 Z. Si u est strict, on peut définir son conoyau; en tant que W -
module, Cokeru est le conoyau de u dans la catégorie des W -modules. On définit
la filtration sur Cokeru de la manière suivante:
� soient ur la restriction de u à Filr � à valeurs dans Filr �0 et Cokerur le

conoyau de ur dans la catégorie des W -modules. On a alors un diagramme com-
mutatif

Filr � ! Filr �0 ! Cokerur ! 0
# #
� ! �0 ! Cokeru ! 0

qui fournit une flèche naturelle de Cokerur vers Cokeru. Comme u est strict, cette
flèche est injective et on définit Filr Cokeru comme l’image de Cokerur dans
Cokeru. Les applications 'r se déduisent de celles sur �0 par passage au quotient.
En particulier, on déduit la notion d’objet quotient.

Si � et �0 sont des objets de MFk, alors Keru et Cokeru le sont également.

EXEMPLES: (a) Si � est un réseau adapté d’un module filtré sur K0 faiblement
admissible, alors on peut poser 'r = (1=pr)'jFilr �

et � devient un objet de MFW.
(b) L’anneau Acris tel qu’il a été décrit dans la partie précédente est muni d’une

filtration Filr Acris et d’endomorphismes 'r: Filr Acris ! Acris pour r 6 p � 1 et
vérifiant 'r

jFilr+1 Acris
= p'

r+1, pour r 6 p � 2. Il est nécessaire de modifier cette

filtration pour que Acris devienne un objet de MFW: pour cela, il suffit de poser
Filr Acris = 0 pour r > p et de conserver la définition des Filr Acris pour r 6 p� 1.
(Dans les applications, on ne s’intéressera qu’aux objets dont la longueur de la
filtration est plus petite que p� 1 et le choix des Filr Acris, pour r > p, n’intervient
pas; on aurait également pu choisir

FilrpAcris = fx 2 Filr Acris tel que '(x) 2 pr Acrisg;

mais alors, la multiplication par pn dans Acris ne serait pas un morphisme strict,
pour n > 1.)
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(c) De même, WPD
n (R) est muni d’une structure d’objets de MFW; pour r 6

p � 1, FilrWPD
n (R) est l’idéal de WPD

n (R) défini ci-dessus, avec l’application
'
r: FilrWPD

n (R)!W
PD
n (R) et pour r > p, on pose FilrWPD

n (R) = 0. On voit
que WPD

n (R) s’identifie au conoyau de l’endomorphisme strict de Acris qui est la
multiplication par pn.

2.2.1.2. Remarque: cas où � est tué par p.
L’application 'r est nulle sur Filr+1; en d’autres termes 'r se factorise en une

application notée toujours

'
r: Filr �=Filr+1 �! �:

Puisque � est muni d’une filtration décroissante, on peut considérer le module
gradué gr� associé à � , c’est-à-dire le module

gr� =
M
r2Z

Filr �=Filr+1 �:

La donnée des applications'r: Filr �! � nulles sur Filr+1 � équivaut à la donnée
d’une application �-semi-linéaire �: : gr�! �; en effet il suffit de poser

�(�x) = '
r(x) pour �x 2 grr � = Filr �=Filr+1 �;

où x est un relèvement quelconque de �x dans Filr �.

2.2.2. Pour a et b entiers, on considère à présent les sous-catégories pleines de
MFW, qu’on notera MF[a,b]

W (respectivement MF+
W) formée des objets � de type

fini sur W , tels que Fila � = � et Filb+1 � = f0g (respectivement des objets �
de type fini sur W tels que Fil0 � = � et tels qu’il existe un entier h vérifiant
Filh+1 � = f0g). On impose en plus que les Filr � soient des facteurs directs et
que

� =
X
r2Z

'
r(Filr �):

Si � est tué par p, ceci revient à demander que � soit de dimension finie sur k et
que l’application

�:
M
r2Z

Filr �=Filr+1 �! �

soit bijective.
On note MF+

k la sous-catégorie pleine de MF+
W formée des objets tués par p. On

appelle alors hauteur de � le plus petit entier h tel que Filh+1 � = f0g et on note
MFhW (respectivement MFhk) la sous-catégorie pleine de MF+

W (respectivement de
MF+

k ) formée des objets de hauteur 6 h . Tout morphisme de MF+
W (donc de

MF+
k ) est strict et ces deux catégories sont abéliennes (cf. [F-L], p. 588).
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Remarque: les sous-objets d’un objet � de MF+
W dans la catégorie MFW sont

également des sous-objets dans MF+
W. De même, un quotient d’un objet de MF+

W;

qui est a priori dans MFW, est en fait un quotient dans MF+
W (cf. [F-L], p. 588).

Les sous-objets et quotients d’un objet de MF+
k vérifient la même propriété.

Si � est un objet de MF+
W et i un entier, on introduit le module �fig défini par

Filr �fig = Filr+i �

'
r

�fig = '
r+i
� :

Si � 2MF[a,b]
W , on a �fig 2MF[a-i,b-i]

W .

Remarque: bases adaptées à la filtration.
Soit � un objet de MFh

k de dimension d sur k et (ei)16i6d une base de �. A
chaque ei, on associe le plus grand entier ri tel que ei 2 Filri �.

On voit que l’on peut choisir une base (ei)16i6d telle que (ei)ri>r soit une
base de Filr � pour tout r; on dit alors que la base est adaptée à la filtration.
Dans ces conditions, (�ei)16i6d est une base de gr�, où �ei est l’image de ei dans
grri � = Filri �=Filri+1 � et on a grr � = �ri=rk�ei.

De plus si

'
rj (ej) =

X
16i6d

aijei;

l’application �: gr�! � est décrite dans la base (�ei) par

�(�ej) =
X

16i6d

aijei:

On constate qu’exiger que � soit bijective revient à demander que la matrice
A = (aij) soit inversible.

2.2.3. Notion de suite exacte et de Ext1 dans les catégories MFW et MFk

2.2.3.1. Notion de suite exacte dans les catégories MFW et MFk.
Soient �, �0 et �00 des objets de MFW. La suite

0! �0 ! �! �00 ! 0;

où les morphismes sont des morphismes dans MFW, est dite exacte si elle est
exacte en tant que suite de W -modules et si les suites de W -modules suivantes

0! Filr �0 ! Filr �! Filr �00 ! 0;
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pour r 2 Z, sont exactes. Elle identifie alors �0 au noyau de � ! �00 et �00 au
conoyau du morphisme strict �0 ! �.

Une suite exacte dans MFk est une suite exacte d’objets de MFW tués par p.

EXEMPLES (a) La suite

0!W
PD
r (R)

ps

!W
PD
r+s(R)!W

PD
s (R)! 0

(rappelons que FilpWPD
n (R) = 0 pour n = r; s et r+ s), est une suite exacte dans

MFW.
(b) On a vu (cf. 2.1.3.3.) que

'
r(I [p�1]

W
PD
1 (R) \ FilrWPD

1 (R)) � I
[p�1]

W
PD
1 (R)

ce qui permet de considérer I [p�1]
W

PD
1 (R) comme un sous-objet de WPD

1 (R)
dans MFk; d’autre part

W
PD
1 (R)=I [p�1]

W
PD
1 (R) ' O �K=pO �K

La suite suivante est donc une suite exacte dans MFk:

0! I
[p�1]

W
PD
1 (R)!W

PD
1 (R)! O �K=pO �K ! 0:

2.2.3.2. Notion de Ext1

On dit que deux extensions E1 et E2 de � par �0 dans la catégorie MFW sont
isomorphes s’il existe un morphisme de modules filtrés de E1 vers E2 qui rende le
diagramme suivant commutatif

0 ! �0 ! E1 ! � ! 0
k # k

0 ! �0 ! E2 ! � ! 0;

et on note Ext1MFW
(�;�0) l’ensemble des classes d’isomorphismes d’extensions

de � par �0. On munit cet ensemble de la structure de groupe suivante: soient
E1 et E2 deux extensions de � par �0 et [E1] (respectivement [E2]) la classe
d’isomorphismes de E1 (respectivementE2). On veut définir [E1] + [E2]; les deux
extensions permettent d’écrire la suite exacte

0! �0 � �0 ! E1 �E2 ! �� �! 0;

d’où

0! �0 � �0 ! E1 �� E2 ! �! 0;
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où E1 �� E2 est le produit fibré de E1 et E2 au-dessus de �. Alors le conoyau E3
de l’application composée

�0 ! �0 � �0 ! E1 �� E2

x 7! (x;�x);

est une extension de � par �0 et [E3] = [E1] + [E2].
Remarques. (a) Une extension est dans la classe nulle si et seulement si elle est

scindée.
(b) Si � et �0 sont dans MFk et si �00 est une extension de � par �0 tuée par p,

alors toute la classe d’isomorphismes de�00 est tuée par p. On définit Ext1MFk
(�;�0),

le sous-groupe de Ext1MFW
(�;�0) formé des classes d’extensions tuées par p.

2.2.3.3. Suite exacte longue

PROPOSITION 2.2.3.3. Si 0 ! �0
i
! � ! �00 ! 0 est une suite exacte courte

dans MFW et �0 est un objet de MFW, alors les foncteurs HomMFW(�0; :) et
HomMFW(:;�0) donnent lieu à deux suites exactes longues, à savoir

(a) HomMFW(�
00
;�0)! HomMFW(�;�0)! HomMFW(�

0
;�0)

! Ext1MFW
(�00;�0)! Ext1MFW

(�;�0)! Ext1MFW
(�0;�0);

et

(b) 0! HomMFW(�0;�
0)! HomMFW(�0;�)! HomMFW(�0;�

00)

! Ext1MFW
(�0;�

0)! Ext1MFW
(�0;�)! Ext1MFW

(�0;�
00):

DEMONSTRATION. (a) il s’agit tout d’abord de définir le morphisme

HomMFW(�
0
;�0)! Ext1MFW

(�00;�0):

Si u:�0 ! �0 est un morphisme dans MFW, alors le morphisme

�0 ! �0 � �

� 7! (u(�);�i(�))

est un morphisme strict, qui permet de définir Cokeru = �0 q�0 � et on obtient
une suite exacte

0! �0 ! �0 q�0 �! �00 ! 0:

Le morphisme cherché est donc l’application qui à �0 ! �0 associe

[�0 q�0 �] 2 Ext1MFW
(�00;�0):
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(b) La flèche

HomMFW(�0;�
00)! Ext1MFW

(�0;�
0)

est donné par l’application qui à un morphisme �0 ! �00 associe la classe de
l’extension ���00 �0.

La preuve de l’exactitude des deux suites longues (a) et (b) se fait alors de la
même manière que dans le cadre d’une catégorie abélienne. 2

Remarque: de la même manière, on obtient deux suites exactes longues en
considérant la catégorie MFk.

2.3. REPRÉSENTATIONS Zp-ADIQUES QUI SONT DES SOUS-QUOTIENTS DE
REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES

Posons

Acris;1 = lim�!
n2N

W
PD
n (R);

c’est un objet de MFW avec FilpAcris;1 = 0; alors, si � est un objet de MFp�1
W de

torsion, on peut considérer le Zp-module défini par

V�
cris(�) = HomMFW(�; Acris;1);

qui est muni d’une action de GK0. Si � est un objet de MFp�1
W sans p-torsion, on

pose

V�
cris(�) = lim �

n2N

V�
cris(�=p

n�) = HomMFW(�; Acris);

c’est une représentation Zp-adique de GK0.
On se propose alors de montrer le théorème suivant où MFp�1�

W est la sous-
catégorie pleine de MFp�1

W dont les objets � vérifient la propriété suivante:

� si �0 est un quotient de � tel que �0 = Filp�1 �0 alors �0 = 0.

THEOREME 2. Le foncteur V�
cris restreint à MFh

W,tors pour h 6 p� 1 et à valeurs
dans RepZp,tors(GK0

), est exact et fidèle. Si � est un objet de longueur finie, alors

longW � = longZp
V�

cris(�):

De plus, la restriction de V�
cris à MFhW,tors, pour h 6 p� 2, ou bien à MFp�1�

W est
pleinement fidèle.
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Si � est libre sur W , alors V�
cris(�) est libre sur Zp et on a

rangW � = rangZp
V�

cris(�):

Remarque: Ce résultat a essentiellement déjà été démontré dans [F-L]; la
démonstration de l’exactitude et de la fidélité de V�

cris proposée ici est un peu
différente de celle contenue dans cet article. D’une part, elle est plus directe, car
elle ne repose pas sur la classification des objets simples de la catégorie MFW, ce
qui était le cas dans l’article cité; d’autre part, l’anneau utilisé n’est pas le même.
En effet, un anneau S �WK(R) y est introduit

(S = fx 2WK(R) tel que vR(x
(0)
�n) > np pour n 2 Ng;

où x =
P

n>>1 p
n[xn]), qui est également inclus dansAcris; cette inclusion induit

une application de S=pnS vers Acris=p
n
Acris, pour tout n 2 N. On peut vérifier

que cette application induit un isomorphisme entre les représentations construites
avec le premier anneau et celles construites avec le second.

2.3.1. Démonstration de l’exactitude et la fidélité de V�
cris

PROPOSITION 2.3.1. Soit h un entier vérifiant 0 6 h 6 p� 1. Si � est un objet
de MFh

W de torsion, donc un W -module de longueur finie d, alors

longZp
V�

cris(�) = d

et

Ext1MFW
(�; Acris;1) = 0:

Par dévissage, il suffit de considérer le cas où � est tué par p.

2.3.1.1. On commence par remarquer que si� est un objet de MF+
W tué par p, alors,

comme WPD
1 (R) s’identifie au noyau de la multiplication par p dans Acris;1,

V�
cris(�) = HomMFW(�; Acris;1) = HomMFk(�;W

PD
1 (R)):

Par ailleurs,

Ext1MFk
(�;WPD

1 (R)) = Ext1MFW
(�; Acris;1):
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En effet, si E est une extension de � par WPD
1 (R), le diagramme suivant est

commutatif, où les lignes et les colonnes sont exactes:

0 0 0
# # #

0 ! W
PD
1 (R) ! Ker p ! � ! 0
# # k

0 ! Acris;1 ! E ! � ! 0
�p # # #
Acris;1 ! Im p ! 0
# #
0 0

ce qui permet de définir une flèche de Ext1MFW
(�; Acris;1) vers Ext1MFk

(�;

W
PD
1 (R)); on vérifie facilement que cette flèche est l’inverse de la flèche naturelle

Ext1MFk
(�;WPD

1 (R))! Ext1MFW
(�;WPD

1 (R))! Ext1MFW
(�; Acris;1);

elle est donc bijective.

2.3.1.2. On s’est ainsi ramené à montrer la proposition:

PROPOSITION 2.3.1.2. Si � est un objet de MFp�1
k , alors

dimFp(HomMFk(�;W
PD
1 (R)) = dimk �

et

Ext1MFk
(�;WPD

1 (R)) = 0:

Cette proposition se démontre en distinguant deux cas: le cas où � est un objet
de MFp�1�

k
(c’est-à-dire qui n’admet pas de sous-quotient �� tel que Filp�1 �� = ��)

ou bien le cas où � vérifie Filp�1 � = �. Ces deux cas sont clairement disjoints
et les objets simples de la catégorie MFp�1

k soit sont dans MFp�1�
k , soit vérifient

� = Filp�1 �. Ainsi, par dévissage, on voit qu’il suffit de démontrer la proposition
ci-dessous.

PROPOSITION 2.3.1.2.0 (1) Si � est un objet de MFp�1�
k , alors, pour i = 0; 1,

l’application naturelle

ExtiMFk
(�;WPD

1 (R))! ExtiMFk
(�;O �K=pO �K)

induite par la suite exacte

0! I
[p�1]

W
PD
1 (R)!W

PD
1 (R)! O �K=pO �K ! 0
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est injective et c’est un isomorphisme pour i = 0.
(2) Si � est un objet de MFp�1

k tel que Filp�1� = �, alors, pour i = 0; 1,
l’application naturelle

ExtiMFk
(�; I [p�1]

W
PD
1 (R))! ExtiMFk

(�;WPD
1 (R))

est un isomorphisme.

2.3.1.2.1. DEMONSTRATION de (1). La suite exacte

0! I
[p�1]

W
PD
1 (R)!W

PD
1 (R)! O �K=pO �K ! 0

permet de se ramener à montrer:

(a) HomMFk(�; I
[p�1]

W
PD
1 (R)) = 0 et

(b) Ext1MFk
(�; I [p�1]

W
PD
1 (R)) = 0:

(a) Soient u 2 HomMFk(�; I
[p�1]

W
PD
1 (R)) et �0 = Keru. Puisque

� =
X

06r6p�1

'
r(Filr�)

on obtient l’égalité suivante, en utilisant le fait que u commute avec les applications
'
r:

u(�) =
X

06r6p�1

'
r(u(Filr�)):

Comme u a son image dans I [p�1]
W

PD
1 (R) � Filp�1

W
PD
1 (R), on déduit que

'
r(u(Filr�)) = 0 pour r < p� 1

et, par conséquent,

� = �0 + '
p�1(Filp�1�):

Si �� = �=�0, on a �� = '
p�1(Filp�1��), donc dimk

�� 6 dimkFilp�1��, d’où
�� = Filp�1��; comme � est un objet de MFp�1�

k , on obtient �� = 0.
(b) Pour montrer que Ext1MFk

(�; I [p�1]
W

PD
1 (R)) = 0, il s’agit de vérifier

qu’une suite exacte

0! I
[p�1]

W
PD
1 (R)! E ! �! 0

est scindée.
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REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES DE TORSION 209

Soient (ei)16i6d une base de � adaptée à la filtration et, pour tout i, ri le plus
grand entier tel que ei 2 Filri�. Choisissons un relèvement bei de ei dans FilriE;
alors si (aij) est la matrice représentant les 'r dans la base (ei), c’est-à-dire si

'
rj (ej) =

X
16i6d

aijei;

il existe des éléments bj 2 I [p�1]
W

PD
1 (R) tels que

'
rj (bej) = X

16i6d

aijbei + bj pour tout j; 1 6 j 6 d:

On cherche à montrer l’existence d’une section � ! E respectant la filtration
et commutant aux '

r, ce qui revient à montrer l’existence d’éléments �j de
I
[p�1]

W
PD
1 (R) tels que

'
rj (bej + �j) =

X
16i6d

aij(bei + �i) pour tout j; 1 6 j 6 d:

Comme Filp�1
I
[p�1]

W
PD
1 (R) = I

[p�1]
W

PD
1 (R) et puisque 'r(x) = 0, pour tout

x 2 FilrI [p�1]
W

PD
1 (R) et pour tout r 6 p�2, on est ramené à résoudre le système

d’équations:8>>>><
>>>>:

X
16i6d

aij�i = bj pour j tel que rj 6= p� 1;

X
16i6d

aij�i = '
p�1(�j) + bj pour j tel que rj = p� 1;

qui est équivalent au système suivant, où la matrice (a0ij) est la matrice inverse de
(aij),8>><

>>:
�j = bj pour j tel que rj 6= p� 1;

�j �
X

16i6d

(a0ij)
p
'
p�1(�i) = bj pour j tel que rj = p� 1:

Comme le montre le lemme suivant, la condition � implique que ce système a une
unique solution. 2

LEMME 2.3.1.2.2. Soit � un objet de MFp�1
k n’admettant pas de quotient �� tel

que Filp�1�� = ��; on se place dans une base (e1; : : : ; ed) adaptée à la filtration,
ordonnée de telle sorte que (e1; : : : ; em) soit une base de Filp�1�, on note rj le
plus grand entier tel que ej 2 Filrj�, A = (aij)16i;j6d la matrice telle que

'
rj (ej) =

X
16i6d

aijei
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et A0 = A
�1. Alors la matrice B = (a0ij)16i;j6m extraite de la matrice A

0 est
nilpotente.

DEMONSTRATION. Si la matrice n’est pas nilpotente, alors on peut trouver une
base de Filp�1� telle que dans cette base, la matrice A0 soit de la forme

 
C 0

B1 B2

!

où C est une matrice carrée inversible d’ordre d0 > 1.
On définit un objet �� de MFp�1

k tel que Filp�1�� = ��, de base (�e1 : : : ; �ed0)
vérifiant �ej =

P
16i6d0 a

0
ij'

p�1(�ei) et on va construire un morphisme surjectif de
� vers �� ce qui contredira l’hypothèse faite sur �. Soit u l’application linéaire
définie par

u: � ! ��

ej 7!
X

16i6d0
a
0
ij'

p�1(�ei);

u respecte la filtration et il reste à vérifier que u commute bien aux applications
'
rj , c’est-à-dire

u('rj (ej)) = '
rj (u(ej)) pour tout j; 1 6 j 6 d:

Puisque A0 est inversible, il est équivalent de vérifier que

X
16i6d

a
0
iju('

ri(ei)) =
X

16i6d

a
0
ij'

ri(u(ei)) pour tout j; 1 6 j 6 d:

Comme u est linéaire,

X
16i6d

a
0
iju('

ri(ei)) = u

0
@ X

16i6d

a
0
ij'

ri(ei)

1
A = u(ei);

d’autre part, puisque 'ri(x) = 0 pour ri 6 p� 2 et x 2 ��,

X
16i6d

a
0
ij'

ri(u(ei)) =
X

16i6m

a
0
ij'

p�1(u(ei))

et, par choix de la base, pour j tel que d0 + 1 6 j 6 m,

u(ej) =
X

16i6d0
a
0
ij'

p�1(�ei) = 0;
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d’où X
16i6d

a
0
ij'

ri(u(ei)) =
X

16i6d0
a
0
ij'

p�1(u(ei))

=
X

16i6d0
a
0
ij'

p�1(�ei) = u(ei): 2

2.3.1.2.3. DEMONSTRATION de (2). La même suite exacte que précédemment
permet de se ramener à montrer que, pour i = 0; 1

ExtiMFk
(�;O �K=pO �K) = 0:

(a) Pour montrer que HomMFk(�;O �K=pO �K) = 0, on montre que

8><
>:x 2 Filp�1(O �K=pO �K) tel que '

p�1 � � � � � 'p�1| {z }
i fois

pour tout i 2 N

9>=
>; = 0:

En effet, Filp�1O �K=pO �K est l’image de

�
x 2 O �K tel que v(x) >

p� 1
p

�

et on voit que, pour i 2 N,

8><
>:x 2 Filp�1(O �K=pO �K) tel que '

p�1 � � � � � 'p�1| {z }
i fois

(x) 2 Filp�1(O �K=pO �K)

9>=
>;

est l’image de

fx 2 O �K tel que v(x) > (p� 1)(1=p+ � � � + 1=pi)g:

On en déduit que

8><
>:x 2 Filp�1O �K=pO �K tel que '

p�1 � � � � � 'p�1| {z }
i fois

pour tout i 2 N

9>=
>;

est l’image de

fx 2 O �K tel que v(x) > 1g

c’est-à-dire pO �K .
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(b) SoitE une extension de� parO �K=pO �K ; on se place dans une base (ei)16i6d
de � et on note 'p�1(ej) =

P
16i6d aijei, où la matrice (aij) est inversible. On

choisit bei un relèvement de ei dans Filp�1
E, alors

'
p�1(bej) = X

16i6d

aijbei + bj;

où bi 2 O �K=pO �K ; dire que l’extension est triviale revient à dire qu’il existe des
éléments (xi)16i6d de Filp�1O �K=pO �K tels que

'
p�1(bej + xj) =

X
16i6d

aij(bei + xi);

c’est-à-dire qui vérifient

'
p�1(xj)�

X
16i6d

aijxi = bj pour tout j; 1 6 j 6 d:

Soient baij un relèvement de aij dans OC et bbi, pour 1 6 i 6 d, des éléments de
OC ; alors le système

bxp
j

(�p)p�1 �
X

16i6d

baijbxi = bbj pour tout j; 1 6 j 6 d;

admet toujours des solutions dans OC (la démonstration repose sur le fait que
l’algèbre

C [X1 ; : : : ;Xd]=(Xj � p
p�1

X
16i6d

baijXi � p
p�1bbj)16j6d

est étale, cf. ci-dessous, 2.3.2.4.), d’où le fait que le système modulo p admet tou-
jours des solutions. 2

On est alors ramené à montrer les deux propositions suivantes

PROPOSITION 1. Si � est un objet de MFp�1�
k , alors

dimk� = dimFp HomMFk(�;O �K=pO �K);

Ext1MFk
(�;O �K=pO �K) = 0:

PROPOSITION 2. Si � est un objet de MFp�1
k tel que Filp�1� = � alors,

dimk� = dimFp HomMFk(�; I
[p�1]

W
PD
1 (R));

Ext1MFk
(�; I [p�1]

W
PD
1 (R)) = 0:
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2.3.2. Démonstration de la proposition 1 dans le cas où h 6 p� 2

On se place dans une base (ei)16i6d de � adaptée à la filtration; pour chaque i,
soit ri l’entier tel que �ei appartienne à une base de grriM , alors

'
rj (ej) =

X
16j6d

aijei;

où la matrice A = (aij) est inversible à coefficients dans k.

2.3.2.1. Soit u 2 HomMFk(�;O �K=pO �K); on pose u(ei) = xi 2 FilriO �K=pO �K .
On doit alors avoir

8j; 1 6 j 6 d; u('rj (ej)) = '
rj (xj):

En d’autres termes, si l’on choisit des relèvements baij 2 W (k) des aij , V�
cris(�)

est l’ensemble des solutions (bxi)16i6d 2 O
d
C du système de congruence

bxp
j

(�p)rj
�

X
16i6d

baijbxi mod pOC

pour tout j; 1 6 j 6 d;

où bxi est un relèvement de xi dans OC et vérifie donc vC (bxi) > ri=p.

2.3.2.2. Soit E une extension de � par O �K=pO �K . Pour tout i, notons bei un
relèvement de ei dans FilriE et, pour tout j, soit bj l’élément de O �K=pO �K tel
que

'
rj (bej) = X

16i6d

aijbei + bj :

Pour montrer que cette suite est scindée, il s’agit de montrer qu’il existe pour tout
i, 1 6 i 6 d, des éléments xi dans FilriO �K=pO �K tels que

'
rj (bej + xj) =

X
16i6d

aij(bei + xi);

c’est-à-dire, si bbj désigne un relèvement de bj dans W (k), de résoudre le système
suivant:

bxp
j

(�p)rj
�

X
16i6d

baijbxi + bbj mod pOC

pour tout j; 1 6 j 6 d:
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où bxi est un relèvement de xi dans OC et vérifie donc vC (bxi) > ri=p.

2.3.2.3. Commençons par établir le lemme suivant.

LEMME 2.3.2.3. Si (xi)16i6d 2 O
d
C est un d-uplet vérifiant le système

x
p

j

(�p)rj
�

X
16i6d

baijxi + bbj mod�n1 ; pour tout j; 1 6 j 6 d

pour n > p , alors il existe (�i)16i6d 2 O
d
C , où �i est unique modulo �1, tel que

(xi + �
n
1 �i)16i6d vérifie le même système de congruence modulo �n+1

1 .

DEMONSTRATION.
Soit n > p; pour 0 6 r 6 p� 2, calculons (x+ �

n
1 �)

p
=(�p)r, où v(x) > r=p

et x = �
r
1x

0 avec x0 2 OC .

(x+ �
n
1 �)

p

(�p)r
= (x0 + �

n�r

1 �)p

= x
0p + px

0p�1
�
n�r

1 �+ � � �+ px
0(�n�r1 �)p�1 + �

p(n�r)
1 �

p

or 8>>><
>>>:
v(px0p�1

�
n�r

1 �+ � � �+ px
0(�n�r1 �)p�1) > 1 +

n� r

p
>
n+ 1
p

v(�
p(n�r)
1 �

p) > n� r >
n+ 1
p

:

Dans ce cas, où h 6 p� 2 et par conséquent rj 6 p� 2 pour tout j, les équations
à résoudre sont les suivantes

8j; 1 6 j 6 d;

X
16i6d

baij(xi + �
n
1 �i) �

x
p

j

(�p)rj
� bbj mod�n+1

1 :

Puisque

X
16i6d

baijxi � x
p

j

(�p)rj
+ bbj 2 �n1OC

pour tout j par hypothèse, on peut écrire

X
16i6d

baijxi � x
p

j

(�p)rj
+ bbj = �

n
1 �j
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avec �j 2 OC .
Il s’agit maintenant de résoudre

X
16i6d

baij�i � ��j mod�1 pour tout j; 1 6 j 6 d:

Comme la matrice (aij) est inversible, la matrice (baij) l’est également, d’où l’ex-
istence et l’unicité modulo �1 des �i. 2

2.3.2.4. Comme OC est séparé et complet pour la topologique p-adique, donc
�1-adique, le lemme précédent montre que:

� prouver la nullité de Ext1MFk(�;O �K=pO �K) revient à prouver que le système

bxpj
(�p)rj

=
X

16i6d

baijbxi + bbj pour tout j; 1 6 j 6 d: (1)

a toujours au moins une solution dans OC ,
� prouver que

dimk� = dimFpHomMFk(�;O �K=pO �K)

revient à montrer que le système ci-dessus a exactement pd solutions lorsque
les bbj sont tous nuls.

Il suffit donc de vérifier que le système a toujours pd solutions.
Tout d’abord, on constate que toute solution du système

x
p

j
= p

rj
X

16i6d

baijxi + p
rjbbj pour tout j; 1 6 j 6 d;

dans C d est solution dansOd
C du même système, car baij 2W et

W [X1; : : : ;Xd]

,0
@Xp

j
� p

rj
X

16i6d

baijXi � p
rjbbj

1
A

16j6d

est une W -algèbre finie.
On note E = f(xi)16i6d 2 C d tel que xp

j
= p

rj
P

16i6d baijxi + p
rjbbjg. Cet

ensemble est en bijection avec les morphismes de C -algèbres de � dans C , où

� = C [X1 ; : : : ;Xd]

,0
@Xp

j
� p

rj
X

16i6d

baijXi � p
rjbbj

1
A

16j6d
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est une algèbre finie sur C de dimension p
d, de base les images de

Q
16i6dX

�i
i

pour 0 6 �i 6 p � 1. Il suffit donc de montrer que � est étale, c’est-à-dire que

1
�=C = 0. Soient  2 OC tel que p = p et posons Xj = 

rjYj ; alors

� = C [Y1 ; : : : ; Yd]

,0
@Y p

j
�
X

16i6d

baijriYi � bbj
1
A

16j6d

:

On note yi l’image de Yi dans �, alors 
1
�=C est engendré par les dyi avec pour

relations:

py
p�1
j dyj �

X
16i6d

baijridyi = 0:

Le déterminant de la matrice, dont les coefficients sont ri(p�rjyp�1
j

�ij�baij), est
inversible dans C [y1 ; : : : ; yd] puisque la matrice (baij) est inversible; donc 
1

�=C =

0. L’algèbre � est non ramifiée sur le corps C , donc étale.
L’exactitude et la fidélité du foncteur V�

cris : MFp�2
k ! RepFp

(GK0
) se déduisent

directement de ce résultat.

2.3.3. Démonstration de la proposition 1 dans le cas où h = p� 1

2.3.3.1. On a défini MFp�1�
k de la manière suivante: ses objets sont les modules

filtrés � sur k de hauteur 6 p � 1 et tels que si �0 est un quotient de � vérifiant
�0 = Filp�1�0 , alors �0 = 0.

Le théorème se démontre de la même manière que dans le cas précédent en
passant par le lemme suivant, dont la démonstration est un peu plus pénible.

LEMME 2.3.3.1. Si (bxi)16i6d 2 O
d
C est un d-uplet vérifiant le système (1) modulo

�
n
1 , pour n > p, alors il existe (�i)16i6d 2 O

d
C , où �i est unique modulo �1, tel

que (bxi + �
n
1 �i)16i6d vérifie le système de congruence modulo �n+1

1 .

2.3.3.2. DEMONSTRATION. Le système à résoudre, compte-tenu des remarques
du paragraphe précédent, s’écrit

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

X
16i6d

baij(bxi + �
n
1 �i) �

bxpj
(�p)rj

� bbj mod�n+1
1

pour j tel que ej 62 Filp�1�

X
16i6d

baij(bxi + �
n
1 �i) �

bxp
j

(�p)p�1 + (�p)n�(p�1)
�
p

j �
bbj mod�n+1

1

pour j tel que ej 2 Filp�1�;
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ce qui s’écrit modulo �1:

8>>>><
>>>>:

X
16i6d

baij�i � ��j pour j tel que ej 62 Filp�1�

X
16j6d

baij�i � �
(n�p)(p�1)
1 �

p

j
� ��j pour j tel que ej 2 Filp�1�:

� Si n > p, on conclut immédiatement à l’existence et à l’unicité des �i modulo
�1.
� Si n = p, il reste à résoudre le système suivant modulo �18>>>><
>>>>:

X
16i6d

baij�i � ��j pour j tel que ej 62 Filp�1�;

X
16i6d

baij�i � �
p

j
� ��j pour j tel que ej 2 Filp�1�:

Puisque la matrice (baij) est inversible, on peut transformer le système à résoudre
en le système suivant, où (ba0ij) = (baij)�1

8>><
>>:
�j � ��j mod�1 pour j tel que ej 62 Filp�1�

�j �
X

16i6d

(ba0ij)p�pi � ��j mod�1 pour j tel que ej 2 Filp�1�:

On conclut en utilisant à nouveau le lemme 2.3.1.2.2.: d’après ce lemme, la
matrice (a0ij)16i;j6m est nilpotente. On en déduit l’existence et l’unicité des �i
modulo �1 et, par conséquent celle des �i. 2

2.3.4. Démonstration de la proposition 2

Il s’agit de voir à présent que si� est un objet de MFp�1
k tel que Filp�1� = � alors

dimk � = dimFp HomMFk(�; I
[p�1]

W
PD
1 (R)) et

Ext1MFk
(�; I [p�1]

W
PD
1 (R)) = 0:

Soit (ei)16i6d une base de � et 'p�1(ej) = �16i6daijei où la matrice (aij) est
inversible à coefficients dans k; comme précédemment et comme
Filp�1(I [p�1]

W
PD
1 (R)) = I

[p�1]
W

PD
1 (R), on se ramène à vérifier que l’ensemble

des solutions dans I [p�1]
W

PD
1 (R) du système

'
p�1(xj) =

X
16i6d

aijxi � bj pour tout j; 1 6 j 6 d
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où aij 2 k et bj 2 I [p�1]
W

PD
1 (R), est de cardinal pd.

Si p 6= 2, un élément x de I [p�1]
W

PD
1 (R) s’écrit sous la forme

x =
X

n>p�1

x
(n)etfng avec x

(n) 2 R=e�0R;

où etfng est l’image dans WPD
1 (R) de tfng = t

r(n)
m(n)(t

p�1
=p) et r(n) et m(n)

sont respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne denparp�1 (cf.
[F94]). On remarque que 'p�1(etfng) = 0, si n > p� 1, et 'p�1(etfp�1g) = etfp�1g.

A la suite de ces remarques, le système à résoudre s’écrit pour tout j, 1 6 j 6 d,

'
p�1

0
@ X
n>p�1

x
(n)
j
etfng

1
A

=
X

16i6d

aij

0
@ X
n>p�1

x
(n)
i
etfng

1
A� X

n>p�1

b
(n)
j
etfng;

ce qui revient à résoudre dans R=e�0R ' O �K=pO �K le système

(2) (x
(p�1)
j

)p =
X

16i6d

aijx
(p�1)
i

� b
(p�1)
j

(3) 0 =
P

16i6d aijx
(n)
i
� b

(n)
j

pour n > p:

On montre comme précédemment que (2) a exactement pd solutions, tandis que
(3), comme la matrice (aij) est inversible, a une et une seule solution, d’où le
résultat souhaité.

Si p = 2, un élément x 2 I [1]WPD
1 (R) s’écrit sous la forme

x =
X
n>1

x
(n)en(t) avec x

(n) 2 R=e�R
où en(t) est l’image de n(t) dans I [1]WPD

1 (R). Le reste de la démonstration est
semblable au cas précédent. 2

2.4. DÉMONSTRATION DE LA PLEINE FIDÉLITÉ DE V�
cris RESTREINT À MFp�1�

W

2.4.1. Pour démontrer la pleine fidélité, on se ramène par dévissage au cas où � est
tué par p.

Soit, en effet, 0! �0 ! �! �00 ! 0 une suite exacte d’objets de MFp�1
W et

N un objet de MFp�1
W . Si l’on suppose

HomMFW(N;�
0) ' HomZp[GK0

](V
�
cris(�

0);V�
cris(N)) et

HomMFW(N;�
00) ' HomZp[GK0

](V
�
cris(�

00);V�
cris(N));
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il suffit de montrer que l’application naturelle

Ext1MFW
(N;�0)! Ext1

Zp[GK0 ]
(V�

cris(�
0);V�

cris(N))

est injective, pour en déduire l’isomorphisme

HomMFW(N;�) ' HomZp[GK0
](V

�
cris(�);V

�
cris(N)):

On se ramène ainsi à montrer que

Ext1MFW
(N;�)! Ext1Zp[GK0

](V
�
cris(�);V

�
cris(N))

est injective lorsque � et N sont tués par p. En fait, il suffit de vérifier l’injectivité
de

Ext1MFk
(N;�)! Ext1Fp[GK0

](V
�
cris(�);V

�
cris(N)):

En effet, si l’on a une suite exacte d’objets de MFp�1
W

0! �! E ! N ! 0;

où � et N sont tués par p et E n’est pas tué par p, alors V�
cris(E) n’est pas tué par

p et la suite

0! V�
cris(N)! V�

cris(E)! V�
cris(�)! 0

n’est pas scindée.
La démonstration de la pleine fidélité du foncteur

V�
cris: MFp�1�

k ! RepFp; cris(GK0)

et de l’injectivité de la flèche

Ext1MFk
(N;�)! Ext1

Fp[GK0 ]
(V�

cris(�);V
�
cris(N))

va reposer sur la construction d’un quasi-inverse.

2.4.2. Soit T une représentation modulo p de GK0 de dimension finie d. Pour
L, extension galoisienne de K0, on note Hom0

Fp[GK0
](T;OL=pOL) l’ensemble des

morphismes deT dansOL=pOL, commutant àGK0 et se relevant en une application
f :T ! OL commutant à GK0. Alors si Gal( �K=L) agit trivialement sur T , on a

Hom0
Fp[GK0

](T;OL=pOL) = Hom0
Fp[GK0

](T;O �K=pO �K):
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On pose �(T ) = Hom0
Fp[GK0

](T;O �K=pO �K); il résulte de ce qui est écrit ci-

dessus que �(T ) est un k-espace vectoriel de dimension finie et on se propose de
montrer la proposition suivante:

PROPOSITION. 2.4.2. Si T est un espace vectoriel de dimension d sur Fp et muni
d’une action de GK0 , alors dimk�(T ) 6 d.

DEMONSTRATION (a) On commence par se ramener au cas où T est irréductible;
en effet, si

0! T
0 ! T ! T

00 ! 0

est une suite exacte de Fp [GK0]-modules, on obtient, en appliquant le foncteur �,
la suite exacte

0! �(T 00)! �(T )! �(T 0);

et on en déduit que dimk�(T ) 6 dimk�(T
0) + dimk�(T

00).
(b) On suppose à présent T irréductible; si H est le noyau de la représentation

GK0 ! AutT , on note L = �KH le sous-corps de �K invariant par H , kL le corps
résiduel deL,! une uniformisante deL et �! son image dansOL=pOL. On introduit
L0, l’extension maximale non ramifiée deK0 contenue dansL, e = [L:L0] l’indice
de ramification absolue de L et L1 l’extension maximale modérément ramifiée de
K0 contenue dans L. Alors, Gal(L=L0) agit trivialement sur kL.

Comme Gal(L=L1) est un p-groupe et puisqueT est irréductible, on aTGal(L=L1) =
T et on se ramène au cas où l’extension L=L0 est modérément ramifiée.

(c) Supposons à présent l’extension L=L0 modérément ramifiée. L’extension
L=L0 est alors une extension cyclique de degré e premier à p et on note g un
générateur de Gal(L=L0). De plus, OL=pOL = OL=!

eOL et tout élément x de
OL=pOL s’écrit alors de manière unique sous la forme

x =
X

06n6e�1

x
(n)�!n

avec x(n) 2 kL.
On choisit une base (ei)16i6d de T et on noteMg la matrice représentant g dans

la base (ei)16i6d. Si u est un morphisme dans �(T ) et ui l’image de ei par u, les
éléments ui doivent vérifier

(g(u1); : : : ; g(ud)) = (u1; : : : ; ud)Mg:

On écrit pour chaque i,

ui =
X

06n6e�1

u
(n)
i

�!n
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REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES DE TORSION 221

avec u(n)
i
2 kL.

� On commence par résoudre le système

(g(u1); : : : ; g(ud)) � (u1; : : : ; ud)Mg modulo �!:

Comme le groupe Gal(L=L0) agit trivialement sur kL et que Mg est à coefficients
dans Fp , on obtient

(4) (u
(0)
1 ; : : : ; u

(0)
d
) = (u

(0)
1 ; : : : ; u

(0)
d
)Mg:

Ce système admet des solutions non nulles uniquement si 1 est valeur propre de
la matrice Mg; dans ce cas, puisque T est irréductible, la représentation est de
dimension 1 et l’ensemble des solutions du système (4) forme un espace vectoriel
sur kL de dimension 1.

� On s’intéresse à présent au système modulo !n pour n < e. On écrit

g(�!) � ��! mod �!2

avec � 2 kL. Comme e est premier à p, on peut supposer e = p
h � 1; on a

alors � 2 F?
ph

et Fph � kL. On pose T 0 = Fph 
Fp T ; c’est une représentation
de Gal(L=L0) et HomFp[GK ](T;OL=pOL) est un sous Fp -espace vectoriel de
HomF

ph
[Gal(L=L0)](T

0
;OL=pOL). Pour tout m 2 N, on note dm la dimension de

l’espace caractéristique de Mg associé à �m. On suppose à présent que l’ensemble
des solutions du système

(g(u1); : : : ; g(ud)) � (u1; : : : ; ud)Mg modulo �!n

forme un espace vectoriel sur kL de dimension6 d0+� � �+dn�1 et on veut montrer
que l’ensemble des solutions du même système modulo �!n+1 forme un kL-espace
vectoriel de dimension 6 d0 + � � �+ dn�1 + dn.

Si (ui)16i6d est une solution dans OL=pOL du système modulo �!n, on a

(g(u1); : : : ; g(ud)) = (u1; : : : ; ud)Mg + �!n(y1; : : : ; yd)

avec yi 2 OL=pOL et on cherche une solution modulo �!n+1 sous la forme (ui +

�!nu
(n)
i
)16i6d. Les u(n)

i
doivent alors vérifier, puisque Gal(L=L0) agit trivialement

sur kL

�
n(u

(n)
1 ; : : : ; u

(n)
d
) = (u

(n)
1 ; : : : ; u

(n)
d
)Mg + (y1; : : : ; yd):

�
n 6= 1 puisque L=L0 est modérément ramifiée et n < e.

� Si �n n’est pas valeur propre de Mg , la matrice (�n �Mg) est inversible et

les u(n)
i

pour 1 6 i 6 d, s’ils existent, sont uniquement déterminés.

comp3923.tex; 28/07/1997; 11:35; v.7; p.37

https://doi.org/10.1023/A:1000108818774 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000108818774


222 NATHALIE WACH

� Sinon, on choisit la base (ei)16i6d de T
0 de telle sorte que la matrice Mg

s’écrive0
BBBBBB@

A0 0 � � � 0 B0

0
. . . . . .

...
...

...
. . . An�1 0 Bn�1

0 � � � 0 An Bn

0 � � � � � � 0 C

1
CCCCCCA
:

Les matricesAi��
n, pour 0 6 i 6 n�1, etC��n sont inversibles. On en déduit

que

� pour 1 6 i 6 d0 + � � �+ dn�1, u(n)
i

est uniquement déterminé,

� pour �16j6n+1dj 6 i 6 d, les u
(n)
i

sont uniquement déterminés par les
précédents,
� s’il existe des solutions au système, on a nécessairement yi = 0, pour
�16j6ndj + 1 6 i 6 �16j6n+1dj , et u(n)

i
est quelconque dans kL.

D’où le fait que l’ensemble des solutions au système ci-dessus forme un espace
vectoriel sur kL de dimension 6 dn et le résultat annoncé.

On a ainsi montré que

dimkL
HomFp[Gal(L=L0)](T;OL=pOL) 6 d:

Or, Gal(L0=K0) = Gal(kL=k) agit sur Hom0
Fp[Gal(L=L0)]

(T;OL=pOL) et

Hom0
Fp[Gal(L=L0)]

(T;OL=pOL)
Gal(L0=K0) = Hom0

Fp[GK0 ]
(T;OL=pOL):

Le résultat se déduit alors facilement du fait que, si W est un kL-espace vectoriel
de dimension finie d, muni d’une action de Gal(kL=k), alors WGal(kL=k) est un
k-espace vectoriel de dimension 6 d. 2

2.4.3. On vient de voir que�(T ) = Hom0
Fp
(T;O �K=pO �K) est un k-espace vectoriel

de dimension finie 6 d. On peut le munir d’une filtration et d’applications 'r , qui
proviennent de la filtration et des applications 'r définies sur O �K=pO �K . On a

Filr �(T ) = ff 2 �(T ) telle que f(v) 2 Filr O �K=pO �K pour tout v 2 Tg :

On rappelle que

Filr O �K=pO �K = �
r
1O �K=pO �K

où �1 2 O �K=pO �K est l’image d’un élément b�1 2 O �K vérifiant b�p1 + p = 0 et que
'
r: FilrO �K=pO �K ! O �K=pO �K est l’application qui à �r1x associe xp.
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Le module �(T ) ainsi construit est donc un module filtré sur k de dimension
finie, dont on ne sait pas s’il vérifie la condition

X
r2Z

'
r(Filr �(T )) = �(T ):

On construit une suite décroissante de sous-modules filtrés de �(T ) en posant
pour n 2 N

�0 = �(T )

�n+1 =
X
r2Z

'
r(Filr �n):

Alors �1 = \�n est un k-espace vectoriel de dimension finie qui vérifie

Fil0 �1 = �1;

Filp �1 = 0;

�1 =
X
r2Z

'
r(Filr �1):

C’est donc un objet de MFp�1
k .

PROPOSITION 2.4.3. �1 est un objet de MFp�1�
k et le foncteur

�
�
cris: Reph

Fp, cris(GK0
) ! MFp�1�

k

T 7! �1

est un quasi-inverse du foncteur V�
cris.

DEMONSTRATION. On vérifie facilement que si � est un module filtré sur k,
objet de MFp�1�

k et si ��
cris(T ) est le module filtré associé à V�

cris(�) par la
recette précédente, alors� � ��

cris(T ). On en déduit que dimk�
�
cris(T ) > dimk �;

comme la proposition précédente permet de dire que dimk�
�
cris(T ) 6 d, on en

déduit l’égalité des espaces vectoriels, c’est-à-dire que � ' ��
cris(T ). 2

2.4.4. Remarque. Il existe également une version covariante du foncteur V�
cris et de

son quasi-inverse; pour 0 6 h 6 p� 2, le foncteur

Vcris: MFh
W ! RepZp

GK0

� 7! Vcris(�) = (Acris 
W �)'=1
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est exact et fidèle et induit une équivalence de catégories entre MFh
W et son image

essentielle. Le foncteur

T 7!
[

�2MFh
W

��(Acris
ZpV )
GK0

�

est un quasi-inverse (cf. [N]). Ceci se voit sur les objets tués par p en remarquant
que

Vcris(�) = V�
cris(�

�)

où �� est le dual de �, c’est-à-dire �� = Homk(�; k); dans ce cas le foncteur
ci-dessus n’est autre que le foncteur

T 7! (�cris(T
�))�:

3. Représentations de cr-hauteur finie

Nous allons maintenant prouver le théorème 1.

3.1. FILTRATION SUR N 2 �0�Mh
S0

, où h 6 p � 1, ET STRUCTURE D’OBJET DE

MFh
W SUR N=�0N

3.1.1. Rappels sur S et S0

3.1.1.1. On suppose ici p 6= 2. On rappelle que � = Gal(K1=K0), que le sous-
groupe de torsion de � est noté �f et on pose

�0 = �=�f :

D’autre part, S =W [[�]] où � = ["]� 1 et

S0 = S
�f =W [[�0]] =W [[q]];

où �0 =
P

a2Fp
["][a] et q = �0+p. Les anneaux S et S0 sont tous deux munis d’un

Frobenius ' et d’une action de �, qui agit à travers �0 sur S0. L’application

�:S !W;

["] 7! 1

est surjective, commute à ' et à �; son noyau est

Ker � = �S:
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La restriction �0 de � à S0 est également surjective, elle commute à ' et à �0; son
noyau est

Ker �0 = �0S0:

En fait, � et �0 sont les restrictions respectivement à S et à S0 de l’application
définie dans le chapitre précédent et notée également �:W (R)! OC .

Soit K1 = K( p
p

1) et OK1 l’anneau des entiers de K1; alors l’application

�
0:S ! OK1 ;

["] 7! "
(1)

est surjective, commute à l’action de � et son noyau est

Ker �0 = qS:

En effet, S � W (R) et rappelons que Fil1 W (R) = q
0
W (R), où q0 = '

�1(q) (le
Frobenius ' est bijectif sur W (R)); d’autre part

Fil1 W (R) \ S = Ker � et

Ker �0 = '(Fil1 W (R)) \ S = qW (R) \ S = qS:

La restriction �00 de �0 à S0 est surjective sur W , commute à l’action de �0 et son
noyau est

Ker �00 = qS0:

LEMME 3.1.1.2. Soit g 2 �0; alors:

(1) g(q)� q = g(�0)� �0 2 q�0S0,
(2) si g est un générateur topologique de �0,

g(q)� q

q�0

est une unité de S0,
(3) il existe un et un seul générateur topologique g0 de �0 tel que

g0(q)� q

q�0
� 1 mod qS0:

DEMONSTRATION: on peut supposer K = Qp ; on a alors S = Zp[[�]] et
S0 = Zp[[�0]] = Zp[[q]]. L’application �:S0 ! Zp � Zp, définie par �(x) =
(�0(x); �

0
0(x)), commute à l’action de �0, qui opère trivialement sur Zp� Zp; son

noyau est

Ker� = Ker �0 \ Ker �00 = q�0S0:
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Par conséquent, �0 opère trivialement sur S0=q�0S0.

(2) Rappelons que K2 = Qp(
p2p

1). L’application

�
00:S ! OK2

["] 7! "
(2)
;

commute à l’action de�; sa restriction �000 àS0 a pour image l’anneau des entiersOL
de l’unique extension cyclique L de Qp de degré p contenue dans K2 et �00(q) = !

est une uniformisante de L. Alors,

g(!) = ! + �!
2

où � 2 OL; comme l’unique nombre de ramification de l’extensionL=Qp est 1 (cf.
[S68], chap. IV.4), � est une unité deOL si g est un générateur topologique de �0.
D’après (1), g(q) = q + �q�0, où � 2 S0, alors

�
00(g(q)) = �

00(q) + �
00(�q�0)

= ! + �
00(�)!(! � p)

= ! +
! � p

!
�
00(�)!2

= g(!):

Comme (!� p)=! est une unité deOL, �00(�) est aussi une unité et � ne peut être
qu’une unité de S0.

(3) Soit g1 un générateur topologique de �0; alors, d’après ce qui vient d’être
vu, on peut écrire

g1(q) = q + �q�0

avec � une unité de S0, ou bien, de manière équivalente il existe c 2 Z�p tel que

g1(q) � q + cq�0 mod q2
�0:

Par récurrence sur n 2 N, on voit que

g
n
1 (q) � q(1 + �0cn) mod q2

�0;

avec

cn =
(1 + pc)n � 1

p
� nc mod pZp:

Cette formule est vraie par continuité pour tout n 2 Zp. Puisque c est inversible
dans Zp, on voit qu’on peut trouver m 2 Zp tel que cm � 1 mod qS0; on prend
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alors g0 = g
m
1 . 2

3.1.1.4. Supposons p = 2. L’équivalent de S0 est S00 = S
�f = W [[�00]], où

�
0
0 = �2+["]+ ["]�1. Cependant, il n’est pas intéressant de considérer S00 et, dans

tout ce qui suit, on convient que �0 = �K et S = S0 lorsque p = 2. De même,
�0 = � et on pose q = ["] + 1. Les applications � et �0 sont définies de la même
manière:

�:S !W

["] 7! 1 et

�
0:S !W

["] 7! "
(1) = �1:

On a toujours Ker � = �S et Ker �0 = qS. On vérifie facilement que, pour g 2 �,

g(�) � � = g(q)� q 2 q�S:

3.1.2. Filtration sur N objet de �0�Mh
S0

Rappelons que, pour touth 2 N, �0�Mh
S0

désigne la catégorie des (';�0)-modules
N de type fini sur S0, qui sont sans p0-torsion, tels que �0 opère trivialement
sur N=�0N et que q

h
N � S0'(N). Pour tout N objet de �0�Mh

S0
, on pose

FilrqN = fx 2 N tel que '(x) 2 qrNg.
Alors Filrq N est un sous-S-module de N ; FilrqN = N si r 6 0, (FilrqN)r2Z

est une filtration décroissante de N , exhaustive ([r2ZFilrqN = N ) et séparée
(\r2ZFilrqN = 0).

On peut alors définir les applications 'r: FilrqN ! N par

'
r(x) =

'(x)

qr
pour x 2 Filr N:

On remarque que ces applications sont �-linéaires et que 'r
jFilr+1 N

= q'
r+1.

PROPOSITION 3.1.2.: Soit h un entier vérifiant 1 6 h 6 p� 1 et soit N un objet
de �0�Mh

S0
, alors

(1) N =
X

06r6h

'
r(FilrqN) + �0N ;

(2) N = S0:
X

06r6h

'
r(FilrqN):

Remarquons d’abord que 1) 2.
Commençons par établir le lemme suivant.

LEMME 3.1.2. Soit N un (';�0)-module, qui soit un S0-module de type fini, sans
p
0-torsion tel que l’action de �0 soit triviale sur N=�0N ; soit r un entier vérifiant

1 6 r 6 p� 1 et x0; x1; : : : ; xr�1 des éléments de N tels queX
06i6r�1

q
i
'(xi) � 0 mod q

r
N;
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alors '(xi) � 0 mod q
r�i

N pour i, 0 6 i 6 r � 1.

DEMONSTRATION: La démonstration se fait par récurrence sur r, le cas r = 1
étant trivial.

On suppose r > 2; par conséquent p 6= 2. Soit g0 un générateur topologique de
�0 comme dans le lemme 3.1.1.2., alors

g0(q) = q(1 + �0�1);

où �1 2 S0 et �1 � 1 mod qS0 et, plus généralement

g0(q
i) = q

i(1 + �0�i);

où �i 2 S0 et, si l’on écrit

�i =
X
j2N

cijq
j
;

on voit que ci0 � imod p et que cij 2 Zp.
D’autre part, pour tout x 2 N , il existe y 2 N tel que g0(x) = x+ �0y. On a

donc

g0('(x)) = '(g0(x)) = '(x) + '(�0)'(y) � '(x) mod �0q
p�1

N

puisque '(�0)S0 = �0q
p�1

S0 (cf. [F91] p. 268–273). Alors, siX
06i6r�1

q
i
'(xi) = q

r
z

avec z 2 N ,

X
06i6r�1

g0(q
i)g0('(xi)) = g0(q

r)g0(z):

Or
X

06i6r�1

g0(q
i)g0('(xi)) �

'(x0) +
X

16i6r�1

q
i(1 + �0�i)'(xi) mod �0q

p�1
N

et

g0(q
r)g0(z) � q

r
z mod �0q

r
N ;
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en faisant la différence, puis en divisant par �0, on obtient la congruence

X
16i6r�1

q
i
�i'(xi) � 0 mod q

r
N;

ou encore,

X
06i6r�2

q
i

0
@X
j2N

ci+1;jq
j

1
A'(xi+1) � 0 mod q

r�1
N;

c’est-à-dire, si l’on pose c0ij = '
�1(cij) (rappelons que ' est bijectif sur W ),

X
06i6r�2

q
i

0
@ X

06j6i

cj+1;i�j'(xj+1)

1
A =

=
X

06i6r�2

q
i
'

0
@ X

06j6i

c
0
j+1;i�jxj+1

1
A � 0 mod q

r�1
:

Par l’hypothèse de récurrence, '(�06j6i c
0
j+1i�jxj+1) est divisible par qr�1�i et

'(xi) également, puisque ci0 � imod p, on voit que ci0 est inversible dans Zp pour
1 6 i 6 p� 1. 2

DEMONSTRATION de la proposition 3.1.2.
Il s’agit de montrer que

N =
X

06r6h

'
r(FilrqN) + �0N

autrement dit

q
h
N =

X
06r6h

q
h�r

'(FilrqN) + q
h
�0N:

Puisque N est de cr-hauteur 6 h, on a l’inclusion suivante

q
h
N � S0:'(N)

donc, si x 2 N , il existe des éléments bj de S0 et yj de N en nombre fini, soit s,
tels que

q
h
x =

X
16j6s

bj'(yj):
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On écrit bj sous la forme

bj =
X

06i6h�1

bijq
i + q

h
cj ;

avec les bij 2W et cj 2 S0. Si l’on pose cj = bhj+�0b
0
j avec bhj 2W et b0j 2 S0,

on a

bj =
X

06i6h

bijq
i + q

h
�0b

0
j :

L’égalité ci-dessus devient

q
h
x =

X
06i6h

q
i
X

16j6s

bij'(yj) + q
h
�0y;

où y est un élément de N . En posant xi = �16j6s�
�1(bij)yj (rappelons que ��1

est l’inverse de � = 'jW qui est bijectif, puisque k est parfait), on a donc

q
h
x =

X
06i6h

q
i
'(xi) + q

h
�0y

=
X

06r6h

q
h�r

'(xh�r) + q
h
�0y

=
X

06i6h

q
i
'(xi) + q

h
�0y:

Si p = 2, la démonstration est terminée; si p 6= 2, en appliquant le lemme, on voit
que '(xh�r) 2 qrN , autrement dit xh�r 2 FilrqN . 2

3.1.3. Bases adaptées à la filtration: cas où N est tué par p

Soit N un objet de �0�Mh
S0

tué par p; le OE0 -module N est libre, car c’est un
module sans torsion et de type fini sur l’anneau OE0 = S0=pS0 qui est principal ;
on peut donc considérer une base (ei)16i6d deN . Pour chaque i , on note ri le plus
grand entier tel que ei 2 Filriq N (c’est-à-dire ei 2 Filriq N mais ei 62 Filri+1

q N ).
L’action de ' sur N est donnée par une matrice (aij) à coefficients dansOE0 telle
que

'(ej) = �
rj

0

X
16i6d

aijei

(on rappelle que q = �0 + p , donc q � �0 modulo p).
Une base (ei)16i6d est dite adaptée à la filtration si la matrice (aij) est

inversible. On remarque que l’existence d’une telle base est équivalente au fait
que �r'

r(FilrqN) engendre N . En particulier, la proposition précédente montre
que si h 6 p � 1, il existe une base de N adaptée à la filtration et les ri sont des
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entiers compris entre 0 et h. Ceci entraîne, en particulier que Filh+1
q N � �0N .

3.1.4. Structure d’objet de MFh
W sur � = N=�0N

Supposons h 6 p� 1 et soit N un objet de �0�Mh
S0

. La réduction � modulo �0 de
N est un W -module de longueur finie, muni de la filtration image de celle de N :

Filr � = fx 2 N=�0N tels qu’il existe un relèvement bx de
x dans N avec bx 2 FilrqNg

= fx 2 � tels qu’il existe un relèvement bx de x dans
N avec '(bx) 2 qrNg:

On voit donc que Fil0 � = � et Filh+1 � = 0.
Comme, dans S0, '(�0) est divisible par �0q

p�1, si r 6 h et si x 2 Filrq �,
n’importe quel relèvement bx de x dans N appartient à FilrqN et l’image '

r(x)
de '

r(bx) dans � ne dépend pas du choix du relèvement. On a ainsi défini une
application �-semi-linéaire

'
r: Filr �! �:

Ces applications satisfont à

'
r

jFilr+1 �
= p'

r+1

puisque q � p modulo �0. On a donc muni � d’une structure de '-module filtré
sur W .

THEOREME 3. (1) Soit h un entier 6 p � 1. Pour tout objet N de �0�Mh
S0

, le
'-module filtré � = N=�0N est un objet de MFh

W.
(2) Le foncteur additif

i�:�0�Mh
S0
!MFh

W

ainsi défini est exact. Il est fidèle pour h 6 p�2; si h = p�1, il faut se restreindre
à la catégorie �0�Mp�1�

S0
, sous-catégorie pleine de �0�Mp�1

S0
, dont les objets

vérifient la condition suivante

si �N est un quotient de N tel que '( �N ) � q
p�1 �N alors �N = 0.

(3) i� admet un quasi-inverse et induit donc une équivalence de catégories entre
�0�Mh

S0
et MFh

W.

DEMONSTRATION. (1) Le fait que

N =
X

06r6h

'
r(FilrqN) + �0N
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implique que

� =
X
r2Z

'
r(Filr �):

Si � est de p-torsion, ceci implique (cf. [F-L]) que � est bien un objet de MFh
W.

Dans le cas généralN = lim �n2NN=p
n
N , � = lim �n2N �=p

n� et � est dans MFh
W,

puisque c’est un W -module de type fini, limite projective d’objets de MFh
W.

(2) Une suite

0! �0 ! �! �00 ! 0

de morphismes dans MFh
W est exacte si et seulement si la suite de morphismes de

W -modules sous-jacente l’est et l’exactitude de i� provient de ce que tout objet de
�0�Mh

S0
est sans �0-torsion.

Quant à la fidélité, il suffit de la vérifier sur les objets tués par p; soit u:N ! N
0

un morphisme dans la catégorie ��Mh
OE0

tel que le morphisme

�u:N=�0N = �! N
0
=�0N

0 = �0

soit l’application nulle. Ceci signifie

u(N) � �0N
0 (5)

alors, puisqueN = S0:
P

r2N '
r(Filrq N), on a l’inclusion suivante, pourh 6 p�2,

u(N) = S0:
X
r2N

'
r(u(FilrqN)) � �

2
0N

0

Sinon (si h = p� 1), l’inclusion (5) ci-dessus implique la suivante:

'(u(N)) � �
p

0N
0 = �

p�1
0 :�0N

0
:

On se place dans une base (ei)16i6d de N adaptée à la filtration et on note (aij) la
matrice inversible représentant les 'rj (ej) dans la base (ei); chercher l’image de
u revient à chercher des solutions (yi)16i6d dans N 0 , où u(ei) = �0yi, au système

�
p�1�rj
0 '(yj) =

X
16i6d

aijyi

ou bien au système équivalent, en notant (a0ij) la matrice inverse de (aij)

yj =
X

16i6d

a
0
ij�

p�1�ri
0 '(yi):
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REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES DE TORSION 233

Si h = p� 1, par l’argument habituel (Lemme 2.3.1.2.2.), en utilisant le fait qu’il
n’existe pas de quotient �N de N tel que Filp�1 �N = �N , on conclut que yi 2 �0N

0.

Par récurrence, on peut montrer que u(N) � �
n
0N

0 pour tout n et , par conséquent
u = 0 , puisqueN 0 est libre surOE0 etOE0 est séparé pour la topologie �0�adique.

3.1.5. DEMONSTRATION de (3). Il suffit de considérer le cas où� est libre surW
et il s’agit alors de montrer que si (ei)16i6d est une base de � adaptée à la filtration
et si (aij) est la matrice des applications 'r dans cette base, alors le S0-module
N = S0 
W �, muni de l’action de ' suivante

'(ej) = q
rj
X

16i6d

aijei

peut être muni d’une action et d’une seule de �0 commutant à ' et triviale modulo
�0. Remarquons que si � désigne l’unique endomorphisme deN , semi-linéaire par
rapport à l’action de g0 sur S0 =W [[�0]] tel que �(ej) = ej , on a

�('(ej))� '(�(ej)) = �

0
@qrj X

16i6d

aijei

1
A� q

rj
X

16i6d

aijei

= (g0(q)
rj � q

rj )
X

16i6d

aij

= q
rj�0�j

X
16i6d

aijei;

si �j est l’unique élément de S0 telle que

g0(q
rj ) = q

rj (1 + �0�j):

Comme S0 est complet pour la topologie �0-adique, il suffit de vérifier le lemme
suivant.

LEMME 3.1.6. Soient n 2 N et � un endomorphisme de N , semi-linéaire par
rapport à l’action de g0 sur S0 tel que �(ej) � ej mod�0 et

�('(ej)) � '(�(ej)) mod�n0 q
rjN

pour tout j; alors, il existe un endomorphisme �0 de N , uniquement déterminé
modulo �n+1, semi-linéaire par rapport à l’action de g0 sur S0 tel que, pour tout j

�
0(ej) � �(ej) mod�n0N et

�
0('(ej)) � '(�0(ej)) mod�n+1

0 q
rjN:
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DEMONSTRATION. On pose, pour tout j, 1 6 j 6 d

�('(ej))� '(�(ej)) = �
n
0 q

rjbj (6)

où bj est un élément de N et on cherche �0 à l’aide des équations

�
0(ej) = �(ej) + �

n
0

X
16i6d

g
0
ijei;

avec g0ij 2W . Rappelons que '(�0) = u�0q
p�1 avec u une unité de S0; alors,

�
0('(ej)) = �

0

0
@qrj X

16i6d

aijei

1
A

= g0(q
rj )

X
16i6d

aij�
0(ei)

= �('(ej)) + g0(q
rj )�n0

X
16i;k6d

akjg
0
ikei

et

'(�0(ej)) = '

0
@�(ej) + �

n
0

X
16i6d

g
0
ijei

1
A

= '(�(ej)) + '(�n0 )
X

16i6d

'(g0ij)'(ei)

= '(�(ej)) + �
n
0 q

n(p�1)
u
n
X

16i;k6d

'(g0kj)q
rkaikei:

En comparant avec l’équation (6), on obtient les équations à résoudre pour tout j,
1 6 j 6 d

�
n
0 q

rjbj � �
n
0 g0(q

rj )
X

16i;k6d

akjg
0
ikei+

+�n0 q
n(p�1)

u
n
X

16i;k6d

'(g0kj)q
rkaikei � 0 mod�n+1

0 q
rj ;

ou bien

bj � (1 + �0�j)
X

16i;k6d

akjg
0
ikei+

+qn(p�1)�rjun
X

16i;k6d

'(g0kj)q
rkaikei � 0 mod�0:

Comme W est complet pour la topologie p-adique, on commence par résoudre ce
système modulo p.
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On voit que pour n > 2 ou bien pour n = 1 et rj < p � 1 (c’est-à-dire � de
hauteur h 6 p� 2), les équations deviennent

bj � (1 + �0�j)
X

16i;k6d

akjg
0
ikei mod p

et on conclut en utilisant le fait que la matrice (aij) est inversible.
Pour n = 1 et si l’un au moins des rj = p� 1, on conclut en utilisant le lemme

2.3.1.2.2.
De la même manière, on montre qu’on peut relever une solution de ce système

modulo pn en une solution modulo pn+1. 2

3.2. LIEN AVEC LES REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES

3.2.1. Soit h un entier 6 p � 1; à un objet N de p-torsion de �0�Mh
S0

(de

�0�Mp�1�
S0,tors, il est maintenant possible d’associer deux représentations de GK0 , à

savoir

� celle qui est associée à N par le foncteur V�
cr, c’est-à-dire

V�
cr(N) = Hom�MS0

(N;OEnr;1) = Hom�MS0
(N;A+

S;1
);

� celle qui est associée à i�(N) = � par le foncteur V�
cris, c’est-à-dire

V�
cris(�) = V�

cris �i
�(N) = HomMFW(�; Acris;1):

On se propose de comparer ces deux représentations; plus précisément, lorsque N
est de p-torsion, on va construire un isomorphisme

Hom�MS0
(N;OEnr ;1) ' HomMFW(�; Acris;1):

THEOREME 10. Toute représentation de p-torsion de GK0 de cr-hauteur finie
inférieure ou égale à h, pour h 6 p � 1 est un sous-quotient de représentation
cristalline à poids de Hodge-Tate compris entre 0 et h. Plus précisément, si N 2
�0�Mh

S0,tors (respectivement �0�Mp�1�
S0,tors si h = p � 1), alors i�(N) = N=�N

est objet de MFh
W,tors (respectivement MFp�1�

W,tors) et les représentations associées à
chacun des deux modules sont naturellement isomorphes, c’est-à-dire

Hom�MS0
(N;OEnr ;1) ' HomMFW(i

�(N); Acris;1):

DEMONSTRATION. Soit N un objet de �0�Mh
S0

tué par pn; alors

Hom�MS0
(N;OEnr ;1) = Hom�MS0

(N;A+
S;1

)

= Hom�MS0
(N;A+

S
=p

n
A
+
S
):

comp3923.tex; 28/07/1997; 11:35; v.7; p.51

https://doi.org/10.1023/A:1000108818774 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000108818774


236 NATHALIE WACH

L’inclusion A+
S
�W (R) fournit une flèche encore injective

A
+
S
=p

n
A
+
S
!W (R)=pnW (R) =Wn(R);

que nous utilisons pour identifier A+
S
=p

n
A
+
S

à un sous-anneau de Wn(R).
Considérons la catégorie �MS0;Fil, dont les objets sont les objets de �MS0

munis d’une filtration décroissante (FilrqN)r2N par des sous-S0-modules, et dont
les morphismes sont les morphismes de �MS0 respectant la filtration. Tout objet
de �MS0 sans q-torsion est muni d’une structure naturelle d’objet de �MS0;Fil, si
l’on définit

Filrq N = fx 2 N tel que '(x) 2 qrNg:

Ceci s’applique en particulier à A
+
S
=p

n
A
+
S

et à Wn(R). On munit le quotient
Wn(R)=�0Wn(R) de la filtration induite.

Comme A+
S
=p

n
A
+
S

et Wn(R) sont sans q-torsion, on a un diagramme commu-
tatif

Hom�MS0
(N;A+

S
=p

n
A
+
S
) - Hom�MS0

(N;Wn(R))

Hom�MS0 ;Fil(N;A
+
S
=p

n
A
+
S
)

wwwwwwwwww
- Hom�MS0 ;Fil(N;Wn(R)):

wwwwwwwwww

On dispose ainsi d’une flèche naturelle

Hom�MS0 ;Fil(N;Wn(R))! Hom�MS0 ;Fil(N;Wn(R)=�0Wn(R));

et on constate que ce dernier groupe s’identifie à HomMFW(i
�(N);Wn(R)=�0Wn(R)).

D’autre part, on a vu que si � est un objet de MFp�1�
W tué par pn, alors

HomMFW(�; Acris;1) = HomMFW(�;W
PD
n (R))

= HomMFW(�;W
PD
n (R)=I [p�1]

W
PD
n (R))

= HomMFW(�;Wn(R)=I
[p�1]

Wn(R))

= HomMFW(�;Wn(R)=�0Wn(R))

Pour démontrer le théorème, on est donc ramené à montrer que la flèche

Hom�MS0 ;Fil(N;A
+
S
=p

n
A
+
S
)! HomMFW(i

�(N);Wn(R)=�0Wn(R));

est un isomorphisme.
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Par dévissage, on se ramène au cas où N est tué par p; dans ce cas
A
+
S
=pA

+
S
= OEs�ep et S0=pS0 = OE0 = k[[�0]]; on a

Hom�MS0 ;Fil(N;OEs�ep) = Hom�ME0 ;Fil(N;OEs�ep)

et il s’agit de montrer que

Hom�ME0 ;Fil(N;OEs�ep) = HomMFW(i
�(N); R=�0R):

L’inclusionOEs�ep � R induit une inclusion

Hom�ME0 ;Fil(N;OEs�ep) � Hom�ME0 ;Fil(N;R);

qui est une égalité puisque Hom�ME0 ;Fil(N;OEs�ep) est de dimension d sur Fp .
Il ne reste plus qu’à montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 3.2.2. L’application naturelle

Hom�MOE0
(N;R) = Hom�MOE0

;Fil
(N;R)! Hom�MOE0

;Fil
(N;R=�0R)

est un isomorphisme.

DEMONSTRATION. La catégorie additive �MOE0 ;Fil n’est pas abélienne, mais
dispose de propriétés analogues à celles considérées dans le paragraphe 2.2.3 au
sujet de la catégorie MFW (on peut définir des Exti pour i = 0; 1 et on a des suites
exactes longues).

La suite exacte

0! �0R! R! R=�0R! 0

induit la suite exacte longue

0! Hom�MOE0
;Fil
(N;�0R)! Hom�MOE0

;Fil
(N;R)!

Hom�MOE0
;Fil
(N;R=�0R)! Ext1

�MOE0
;Fil
(N;�0R)! � � � :

On est ramené à montrer que

Hom�MOE0
;Fil
(N;�0R) = 0 et

Ext1
�MOE0

;Fil
(N;�0R) = 0:

� Soit u 2 Hom�MOE0
;Fil
(N;�0R), où N est un objet de ��Mh

OE0
. On se place

dans une base (ei)16i6d de N adaptée à la filtration, on note (aij) la matrice de �
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dans cette base et on écrit u sous la forme u(ei) = �0�i où �i 2 R. Alors les �i
doivent vérifier le système suivant

'
rj (�0�j) = �

p�rj

0 �
p

j
=

X
16i6d

aij�0�i

pour tout j; 1 6 j 6 d, c’est-à-dire

�
p�1�rj
0 �

p

j
�
X

16i6d

aij�i = 0

pour tout j; 1 6 j 6 d et Hom�MOE0
;Fil
(N;�0R) = 0 si et seulement si la seule

solution à ce système est la solution nulle.

� De même soit une extension E de N par �0R dans la catégorie �MOE;Fil

définie par une suite exacte

0! �0R! E ! N ! 0

alors Ext1
�MOE0

;Fil
(N;�0R) est trivial si et seulement si cette suite est scindée. En

d’autres termes, si on note bei un relèvement de ei dans Filri E , on a

'
rj (bej)� X

16i6d

aijbei 2 �0R

et on pose

'
rj (bej)� X

16i6d

aijbei = �0bj;

où bj 2 R.
Il s’agit de montrer qu’il existe un morphismeN ! E dans�MOE0 ;Fil induisant

l’identité surN par composition avec la projectionE ! N ; on cherche des éléments
�i de R tels que

'
rj (bej + �0�j) =

X
16i6d

aij(bei + �0�i)

pour tout j; 1 6 j 6 d:

Il faut donc montrer l’existence de solutions dans R au système suivant

�
p�1�rj
0 �

p

j
�
X

16i6d

aij�i = �bj

pour tout j; 1 6 j 6 d:
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REPRÉSENTATIONS CRISTALLINES DE TORSION 239

� Finalement, il suffit de montrer que le système ci-dessus, où bi 2 R et
la matrice (aij) est inversible à coefficients dans OE0 admet un unique d-uplet
(�i)16i6d solution dans R.

Puisque la matrice A = (aij) est inversible, il est équivalent de montrer l’exis-
tence et l’unicité des solutions dans Rd au système

�j � �
p�1�rj
0

X
16i6d

a
0p

ij
�
p

i
= bj

pour tout j; 1 6 j 6 d; o�u (a0ij) = A
�1
: (7)

LEMME 3.2.3. Si (�i;n)16i6d est une solution du système (7)modulo �n0 , alors�i;n
se relève de manière unique modulo�n+1

0 en�i;n+1, de telle sorte que (�i;n+1)16i6d

soit solution du système modulo �n+1
0 .

DEMONSTRATION. On cherche (�i;n+1)16i6d sous la forme �i;n+1 = �i;n +
�
n
0 �

0
i;n. Alors, (�0i;n)16i6d doit être solution du système

�
n
0 �

0
j;n � �

p�1�rj
0

X
16i6d

a
0p

ij
�
p

i;n
� �j;n + bj modulo �n+1

0

pour tout j; 1 6 j 6 d:

Puisque (�i;n)16i6d est solution du système modulo �n0 , on peut écrire

�
p�1�rj
0

X
16i6d

a
0p

ij
�
p

i;n
� �j;n + bj = �

n
0Aj;n;

où Ai;n 2 R, d’où �0i;n � Ai;n modulo �0 et le lemme est démontré. 2

Il reste à voir l’existence et l’unicité de solutions (�i)16i6d modulo �0 au
système

�j � �
p�1�rj
0

X
16i6d

a
0p

ij
�
p

i
= bj

pour tout j; 1 6 j 6 d:

Si h 6 p� 2, pour tout i, on a ri 6 p� 2 et par conséquent le système se simplifie
en

�j � bj mod�0 pour tout j; 1 6 j 6 d;

d’où le théorème pour h 6 p� 2. 2
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3.2.1. Cas où h = p� 1

Dans ce cas, le système à résoudre s’écrit

8><
>:
�j � bj mod�0 pour j tel que rj < p� 1;

�j �
X

ri=p�1

a
0p

ij
�
p

i
� b

0
j mod�0 pour j tel que rj = p� 1:

On suppose que N n’admet pas de quotient �N 2 ��Mh
OE0

tel que '( �N) �

�
p�1 �N ; alors i�(N) n’admet pas de quotient �� tel que Filp�1 �� = ��, c’est-à-

dire i�(N) 2 MFp�1�
k . On note ��Mp�1�

OE0
la sous-catégorie pleine de ��Mp�1

OE0
formée des objets qui vérifient cette condition. Par le même argument que dans
le chapitre précédent (Lemme 2.3.1.2.2), on montre l’existence et l’unicité des
(�i)16i6d modulo �0.
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