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Fonctions L associées aux D-modules arithmétiques.
Cas des courbes

Daniel Caro

ABSTRACT

We prove that holonomic arithmetical D-modules over curves have finite fibers. We also
define L-functions associated with arithmetical D-modules and, when the scheme is a
curve, we show a cohomological formula. Furthermore, we prove that F-isocrystals over
curves are holonomic.

Introduction

Soient ¢ = p® une puissance d’'un nombre premier et K un corps de valuation discréte complet de
caractéristique zéro, d’anneau de valuation V, d’idéal maximal m, d’uniformisante 7 et de corps
résiduel k = IF,. On notera § = SpfV et pour tout entier 4, S; := Spec V/mitl,

On se donne Y un k-schéma séparé, lisse de dimension pure dy, F' la puissance s-ieme de
I’endomorphisme de Frobenius absolu de Y. Si E est un F-isocristal surconvergent sur Y, on notera

EVY son dual, Hflg(Y, EY) son r-ietme espace de cohomologie rigide et F, | H,« (V,EV) I’inverse de son
rig

automorphisme de Frobenius. Avec ces notations, apres avoir défini les fonctions L associées aux

F-isocristaux surconvergents sur Y/K (voir [EL93]), Etesse et Le Stum ont établi la formule coho-

mologique suivante.

THEOREME ETESSE-LE STUM. Soit E un F-isocristal surconvergent sur Y. On a alors 'égalité

2dy
L(Y,E,t) = [ [ detx (1 — tg™
r=0

)=
\H’” (Y,EY) ’

rig

Or, de maniere analogue au fait quun Q,-faisceau lisse sur ¥ se prolonge en un Q,-faisceau
constructible sur une compactification X de Y, lorsque X se releve en un V-schéma formel lisse,
un F-isocristal surconvergent sur Y se prolonge en un F-D-module arithmétique sur X (qui est
holonome si la conjecture de Berthelot [Ber02, 5.3.6.D] est vérifiée).

Le présent article tend a généraliser le théoreme d’Etesse et Le Stum ci-dessus, en remplagant
la notion de F-isocristaux surconvergents par celle de F-D-modules arithmétiques holonomes.
Précisons a présent son contenu.

On désigne par X un V-schéma formel propre et lisse de réduction X sur k, dx la dimension de X,
f X — V son morphisme structural, T" un diviseur de X de complémentaire Y, Y le V-schéma
formel ouvert de X d’espace sous-jacent Y. De plus, si y est un point fermé de Y, on désignera
par k(y) le corps résiduel de y, degy son degré, i, : SpfV(y) — X un relevement V-linéaire de la
k-immersion fermée canonique Speck(y) — X.
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On construit une sous-catégorie pleine, F —ﬁﬁol(D;@(TT)), de la catégorie des complexes de
D;Q(TT)—modules a gauche munis d’une structure de Frobenius et a cohomologie cohérente
(déﬁnition 2.2.1). On demande surtout aux complexes (€, ®) de cette catégorie d’étre a fibres
finies, i.e., pour tout point fermé y de Y, les espaces de cohomologie des fibres en y, i;T(E), sont
des K-espaces vectoriels de dimension finie. De tels complexes seront appelés complexes pseudo-
holonomes.

Le choix de cette catégorie remplacant celle des complexes holonomes résulte du fait que 1'on
ne sait pas encore que cette derniére est stable par image inverse extraordinaire (voir la conjecture
de Berthelot [Ber02, 5.3.6.B]). En outre, il est essentiel de comprendre que celle-ci est ’analogue en
caractéristique p de la catégorie des complexes de Dy-modules a gauche a cohomologie bornée et
holonome, Dﬁol(ﬁy), X jouant le réle d’une compactification de Y.

Une des conjectures standards de Berthelot sur la préservation de ’holonomie par les opérations
cohomologiques (énoncée dans [Ber02, 5.3.6.B]) implique que la catégorie des complexes pseudo-
holonomes est la méme que celle des complexes holonomes (cela est prouvé dans [Car04b]).
Nous démontrerons cette identification lorsque X est une courbe (corollaire 2.3.4). En d’autres
termes, si X est une courbe, les foncteurs cohomologiques locaux a support strict dans un sous-
schéma fermé de X préservent I’holonomie.

Ensuite, on définit la fonction L associée a (€, @) € F—EEOI(D; Q(TT)) en posant :

e e _q\r+1+4d e
yeY?V re

De plus, nous construisons l'image directe extraordinaire de € par f, que l'on note fri(€), en
munissant ses espaces de cohomologie d’une action de Frobenius, notée Figr s, ). La fonction
cohomologique associée a € se définit alors en posant :

P(ga 87 t) = H detK(l _ th‘HT(fTY!E))(_l)r+1+dX '
reZ
Nous conjecturons ensuite ’égalité entre ces deux fonctions : L(Y, &,t) = P(Y, &, t).

Le résultat central de cet article est la preuve de cette conjecture lorsque X est une courbe.
Voici une esquisse de celle-ci. On se ramene par dévissage au cas ou € est associé a un F-isocristal
surconvergent (via I’équivalence de catégorie théoreme 2.2.12). Puis, on établit que les fonctions
L et cohomologiques définies dans [EL93] des F-isocristaux surconvergents sont compatibles avec
celles des D-modules qui leur sont associés. Le théoreme d’Etesse et Le Stum ci-dessus nous permet
alors de conclure.

Toujours lorsque X est une courbe, on termine ce travail par la démonstration d’une conjec-
ture énoncée par Berthelot [Ber02, 5.3.6.D]. En particulier, nous prouvons que les F-isocristaux
surconvergents sur les courbes sont holonomes.

Convention
e Nous conserverons les notations et hypotheéses du premier paragraphe de l'introduction.
e Sauf mention explicite du contraire, tous les modules seront des modules a gauche.

e Si X est un k-schéma, F'x, ou tout simplement F', désignera la puissance s-ieme de I’endomor-
phisme de Frobenius absolu de X.

e Si X est un schéma ou schéma formel, on écrira dx pour la dimension de Krull de X. De plus, si
f : X’ — X est un morphisme de schémas ou de schémas formels, on définit dx /x =dx—dx.

e Si f: X — X est un morphisme de V-schémas formels lisses, on notera f; : X! — X;, la
réduction de f modulo m**!. De plus, si aucune confusion n’est & craindre, on écrira X := Xj.
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De méme, si f : X’ — X est un morphisme de S;-schémas et i/ < 4, fir : X/, — Xy sera la
réduction modulo m**! de f.

e Si € est un faisceau abélien sur un espace topologique, £q signifiera le faisceau € ®z Q et € le
complété pour la topologie p-adique.

e Si X est un V-schéma formel et € est un complexe de Ox g-modules sur X, le dual Ox g-linéaire
de € sera noté &Y.

e Soient X un schéma ou V-schéma formel, et A un faisceau d’anneaux sur X. Si * est 'un
des symboles (), +, —, ou b, D*(A) désigne la catégorie dérivée des complexes de A-modules
(a gauche) vérifiant les conditions correspondantes d’annulation des faisceaux de cohomologie.
Lorsque 'on souhaitera préciser entre droite et gauche, on notera alors D*(°A) ou D*(A?).
Conformément aux notations et définitions de [SGA6, 4.8,5.2], on désignera par D (A)
(respectivement Digs(A), Dparf(A)) la sous-catégorie pleine de D(A) dont les objets sont les
complexes a cohomologie cohérente et bornée (respectivement les complexes de Tor-dimensions
finies, les complexes parfaits). Enfin, nous désignerons par DZC(.A) la sous-catégorie pleine
de D*(A) formée des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont A-quasi-cohérents

(voir [Ber02, 3.2.1] pour la définition sur les schémas formels).

e Les diviseurs seront toujours des diviseurs de Cartier de k-schémas lisses.

1. Cohomologie d’un complexe de D-modules arithmétiques

1.1 Sur les opérations cohomologiques

1.1.1. Désignons par X un S;-schéma lisse ou un V-schéma formel lisse. Rappelons que Berthelot
construit pour tout entier positif m le « faisceau des opérateurs différentiels de niveau m sur X »
qu’il note Dg?’) (voir [Ber96a, 2]). Si T" est un diviseur de Xj, il construit aussi des faisceaux de
O x-algebres commutatives Bg(n) (T'), munis d’une structure compatible de Dg?)—module a gauche
[Ber96a, 4.2.3]. Si U est un ouvert de(;z()' tel qu’il existe une section f € l;(flf, Ox) relevant une

équation locale de T' dans Xy alors By’ (T')|U est isomorphe a Oy[T]/(fP" T — p). On notera
DET) = BEUT) Boy DY,

1.1.2. Dans la suite de cette section, on se donne un morphisme f : X’ — X de V-schémas formels
lisses, un diviseur 7' de X (respectivement 7”7 un diviseur de X’) tel que I'immersion fermée
f~YT) — X' se factorise par T" — X’'. On note alors Y I'ouvert de X complémentaire de T
(respectivement Y 'ouvert de X’ complémentaire de T”).

Comme f~YT) c T',7 C JOxs, ot J et J' sont respectivement définis par T — X, et
T" — X/. D’ou le morphisme canonique f_IBS?Zf)(T) — BS?}Z) (T"). Le faisceau BS?}?(T’) ®o,,

fi*Dg?Z) est donc muni d’une structure de (ngZ’) (1), fl-_ng?;) (T'))-bimodule. Ce bimodule sera noté

Dg;’f)_)X(T’, T). 1l en dérive par complétion le (@g?) (1), f_I@gEm) (T'))-bimodule : @ggix(T’, T) :=

lim D (7", 7).

On rappelle que
0z (1T)g == 1im B{™(T)q

m

est le « faisceau des fonctions sur X & singularités surconvergentes le long de T' » (voir [Ber96a,
4.2.4]).
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De plus,
DL(T)g = lim DY (T)g

désigne le « faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini, a singularités surconvergentes le long
de T » (voir [Ber96a, 4.2.5]).

De fagon analogue, on notera

Dly_x(1T', T)g :=1im DY (1", T)g.

m

Le faisceau D%/ +(1T",T)q est par construction muni d’une structure canonique de (@;,(TT’ )Q»
FDL(T)g )blmodule.

1.1.3. On note @g) (T) = (@gem) (T'))men-. En localisant deux fois Db(@g) (T')) (ces localisations
remplacent respectivement les foncteurs — ®z Q et « limite inductive sur le niveau m »), on obtient
LDp (D(')( T)) (voir [Ber02, 4.2.1 et 4.2.2] et [Car02, 2.3]). Sa sous-catégorie pleine des complexes

quasi-cohérents se note LDQ qC(D(')( )) (voir [Ber02, 4.2.3] et [Car02, 2.3]). De maniére analogue
a [Ber02, 4.2.2], on dispose du foncteur lim LDQ qc(@(') (7)) — D(TDT ('T)g). Celui-ci induit une

équivalence de catégorie entre DCOh(fD;(TT )o) et une sous-catégorie pleine de LDQ qC(Dg) (1)), noté
LDY ., (DY(T)) (voir [Ber02, 4.2.4]).

Remarques 1.1.4. D’aprés [Ber96a, 4.2.3 et 4.2.4], pour tout entier N > 0, on a 1’égalité : @gem) (pNT)
= @geerN) (T'). On obtient @gem) (pNT)G@@gEm) = @geerN) (T)@@gem) En tensorisant par Q puis en
passant a la limite sur le niveau m, il en dérive que le morphisme canonique @;(TT)Q — @;(TpN T)o
est un isomorphisme. Or, en notant T}eq, le sous-schéma réduit induit par 7', il existe un entier N tel
que Treq — T = pNTreq — pNT. On en déduit que le morphisme canonique D&(TTred)Q — DJ&(TT)Q
est un isomorphisme.

En ce qui concerne la construction du (D;,(TT’)Q, f‘lD;(TT) )-bimodule Dx, (11", T)q, on
peut alors affaiblir 'hypothése « Pimmersion fermée f~1(T) — X' se factorise par T’ — X’ »en la
remplacant par la suivante : « f(Y') C Y, ie., le morphisme f induit un morphisme Y — Y ».
En effet, cette derniere hypothese implique (f~'(7))req < 7’. Comme il existe un entier N
tel que f~YT) — p"N(f~(T))req, il en résulte que f~H(T) — pNT’. On peut donc construire
le (D;,(TpNT’)Q,f‘lD;(TT)Q)—bimodule D;,_}x(TpNT’,T)Q. Mais, comme T';eq = (PVT")red, ce
bimodule est aussi un (D;,(TT’)Q, f‘lD;(TT)Q)—bimodule et il sera alors noté D;/_)x(TT’, T)o
1.1.5. Noot-Huyghe [NH04] a prouvé que le faisceau D;(TT)Q est de dimension cohomologique finie.
Comme D;(TT)Q est aussi cohérent [Ber96a, 5.4], on obtient Dparf('D;(TT) )=DP (D;(TT)Q).

coh
1.1.6. Rappelons a présent quelques opérations cohomologiques dont on se servira ainsi que quelques
propriétés fondamentales. Comme introduction, on pourra consulter [Ber02] (on suppose alors que
T et T sont vides).

e Pour € € DEOh(D;(TT)Q), Berthelot définit son « image inverse extraordinaire » en posant (voir
[Ber02, 4.3.2]) :

Fing (&) = Dl (T D)o @y 1y f 1 Eldxry2) (1.1.6.1)
En outre, si f est lisse alors fr‘lp, (&) € chooh(@T (T")q).
o Le (f_ng?z)(T), D( )(T’)) bimodule BS’(” T ®oX, (wX/ ®oX, fg( ®oX wXI)) ol
m)

Iindice ¢ signifie que l'on choisit la structure gauche de Dg(i -module a gauche, sera
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noté ng?’) X,(T, T"). On obtient le (f_lD;'E(TT)Q, TD;,(TT’)Q)-bimodule

D (T, g = @(@Dﬁ?}fq (T, T)) .
m i Q
e Pour &' € chf’oh(D;/(TT ")), Berthelot construit alors son « image directe » en posant (voir
[Ber02, 4.3.7]) :
frov+(€) =Rf(DL (T, T)q @ e € (1.1.6.2)
Si f est propre et T' = f~Y(T) alors fro (&) € DICDOh(D;(TT)Q).
o £ DEOh(D;rE’Q(TT)), Virrion définit son « foncteur dual » (voir [Vir00]) en posant :
Dx7(€) := RIHompy 1 (£, DL('T)g ®oy o wr gldx))- (1.1.6.3)

Comme Dparf('DJr (TT) ) coh('DJr (TT) ) (§ 115)7 D%,T(E) Coh('DT ( ))
e Si Ty C Ty sont deux diviseurs de X et € € DCOh(DT ('T1)g), on notera

(TTQ,Tl)(E) = DT ( TQ)Q ®DT (1T1)g E. (1164)
Lorsque cela aura un sens, on notera alors respectivement fT/7T = Dae/,T' o f!T,’T oDx 7 et
fray = Dx 7o frr oDy v «'image inverse » et « 'image directe extraordinaire ».

Pour toutes les opérations cohomologiques définies ci-dessus, lorsque T' = () (respectivement
Ty = (), on omettra d’indiquer T (respectivement 7}). De méme, si 77 = f~!'T, on oubliera
Iindice T".

Si Z est un sous-schéma fermé de X, nous noterons RETZ « le foncteur cohomologique local a
support strict dans Z » (voir [Ber02, 4.4.4]). Comme cela est expliqué de fagon implicite dans [Ber02,
5.3.6], lorsque Z est un diviseur, pour tout £ € Dcoh(fD;Q), on dispose du triangle distingué de
localisation :

RIT (&) — & — (TZ2)(&) — RLL(&)[1]. (1.1.6.5)
1.1.7. Comme dans [Ber02, 4.3], les opérations cohomologiques définies ci-dessus, sauf pour le fonc-
teur dual, peuvent étre étendues a LDQ qC(Dg) (T")). Précisons ceci. Pour tous € € Dgc(g@gem) (7))

et M € Db, <D§€m’< T)?), on pose
(m) . plm) L
M = M e (T) Dy, (D), &i:=Dx(T) Oy,

g,

M®A(m) o M), M@%&m) ( M;).

L
) T) DY (T)

Pour tous diviseurs T C T de X et tout &) € LDQ qc(@(') (T1)), on définit

(ITy, Th)(E)) = (@(m)(Tz) HEW (7 )8( men =: D (TT2)Q®DT L(1T1)g £

I1 découle de la remarque [Ber96a, 2.3.5.(iii)], I'isomorphisme :

L —~
Ox(T2)oB, 177, £ = BY) (T8 E™ e > Dh(To)oSL, | €@ (117.1)

(1) DL (1T1)g

Pour tous () € LDQ qC(D(') (T)) et &'®) ¢ LDQ qc(@(°) (T")), on écrit
T (€)= DX (T T)B, o iy 8™ i mes = Dy (T, 7)1

Fran 4 (€)= (RE(DT (T, T)E

f Le®) [dyr /2],

')y,

leT

Ja(m)(T’)S/(m)))mEN = RA(D xhx'(T T/)®@T (1)
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Le composé

( TQle)

lim ° ~ lim
D (DL(1T)g) <2 LD (DS (T1)) LD} (DY (1)) 2% D(DL(1Th)q)

est le foncteur (173, T1) de (1.1.6.4). On dispose de la propriété similaire pour I'image directe et
I'image inverse extraordinaire. Le triangle de localisation (1.1.6.5) reste valable dans LDQ qC(Dg)).

Enfin, on désignera par oubr, le foncteur oubli : LD& qc(@(°) (7)) — LD& qc(ng)), de méme pour
les complexes cohérents.

1.1.8. Soient T3 C T deux diviseurs de X. On dispose de I'isomorphisme (1Ty, T1) = (1T%) o oubr,
de foncteurs LDQ qC(Dg) (Th)) — LD& qc(fD( )(TQ)).

En effet, comme (1T, T1) o (1T1) = (1Ty), on remarque qu'il suffit de le vérifier pour Tp = T7,
i.e., de prouver Id = (TT}) o ouby,. Cela résulte aussitét des isomorphismes canoniques :

an(TTl)Q@@T L0x(M)g = DL(1T1)g Dot 0x("T1)g = 02("T1)g,

le dernier isomorphisme résultant de [Ber96b] et de [Ber96a, 4.3.12.(ii)].
Ainsi, le foncteur oubli ouby, est pleinement fidele puisque le foncteur (TTl) fournit un foncteur

quasi-inverse de I'image essentielle de ouby, dans I;Da’qc(@g) (T1)). Mais, lorsque T3 n’est pas vide,
ouby, n’est absolument pas essentiellement surjectif (Ox @ n’est pas dans son image essentielle car
le morphisme Ox g — Ox(1T1)g n’est pas un isomorphisme).

PROPOSITION 1.1.9. Soient £(*) € LDQ qC(Dg)) et &%) ¢ LDQ qc(@ge./) (T")). On a les isomorphismes
canoniques oubr o fr. (E®)) 5 £ o oubr (@) et (FT7) o fH(E(®)) 5 f:!p,;p o (fT)(e®).

Démonstration. Par construction, il suffit de les vérifier au niveau des schémas. Traitons en
premier l'image inverse extraordlnalre Comme D' ,) " x, est Ox:-plat, via [Ber96a, 2.3.5.(iii)],

(1) ®@<m> Dy, = DYy, (T',T). Do ;
(m) (m) (m)y ~ qy(m) —1/qy(m) (m)
DX{ (T/)®®X,)(DX,_’X ®HJ: 1@ f 18 )—> fngqxi(T/’T)(@H;,l@gg)(T)f 1(DXi (T)®Hégg) 81’ )

(m)

Passons a présent a l'image directe. Par [Car05, 1.2.5], on a lisomorphisme de ( f‘lDXZ_ ,
Dg?f) (T"))-bimodules :

wx; Doy, (Dﬁ?f (T ® D(m) F1DYY @0y, wy) = (wxy Doy, F1DY @0y, wib) ®D<m> ﬂ(m) (T").

Comme Dg?;) (T/)®D(anl) (le(®oX1{ -5 sz{®on{ (Dg?z) (T/)®D(anl) —), il en résulte I'isomorphisme
de gauche ' '
DY (T T) S DY) @, Dg?f)(T) L ®”{7§7) D& (1), (1.1.9.1)
celui de droite découlant de la O X!~ -platitude de Dg( m) X
En appliquant Rf,(— ® D(m)(T/) 8;( )) a (1.1.9.1), on obtient
1(m) l(m)
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PROPOSITION 1.1.10. Soient &%) ¢ LD&QC(@;)(T)) et &) ¢ @67%(@?). On suppose T' =

f~H(T). On dispose alors d’isomorphismes canoniques : oubgs o fr(E®) = f'o oubr(E®) et (T) o
Fr(€®) S fryo (1T)(E'®).

Démonstration. Traitons d’abord I'image inverse extraordinaire. D’apres la proposition 1.1.9, f!T o
(*'T) = ("T")o f' De plus, par [Car04a, 2.2.18.1], on dispose de I'isomorphisme (TT")o f* = f'o(1T).
Enfin, comme le morphisme canonique &'(®) — (1) o ouby(€'(*)) est un isomorphisme (voir § 1.1.8),
il en découle I'isomorphisme oubgs o f1(€"®) = f' o oubp(E'®).

De méme, la proposition concernant l'image directe découle de [Car04a, 2.2.18.2] et de
§1.1.8. O

Remarques 1.1.11. On remarque que, comme 7' et T” sont des diviseurs de X et X', I'isomorphisme
(T o f* 5 f'o (IT) se prouve directement (sans passer par I’étude du foncteur cohomologique
local de [Car04a]). En effet, on a les isomorphismes

~

't O (TG ~ A OTVVSE
FOT)E) > F(O0x(T)e8h, &) F(Ox(TIEh,, S'El-dxx]
= 0p(iT)gsh,, f'e 3 (T)f(E),

ou le premier et le dernier s’obtiennent grace a (1.1.7.1), les deux autres se vérifiant au niveau des
schémas.

1.2 Actions de Frobenius sur la cohomologie

Sauf mention explicite du contraire, on gardera les notations et hypotheses suivantes. On désigne
par f : X’ — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses, T" un diviseur de X tel que
T' = f~YT) soit un diviseur de X'.

1.2.1. Comme le morphisme de Frobenius relatif (par rapport a S) de X se releve localement,
via la remarque (i) du théoreme [Ber00, 4.2.4] de Berthelot, on obtient par recollement un fonc-
teur, noté F™* (car localement isomorphisme a 'image inverse par un relevement de F' : X — X),
de la catégorie des fD%Q(TT )-modules & gauche dans elleeméme. Ce foncteur est en outre une
autoéquivalence de catégorie.

1.2.2. Le foncteur image inverse extraordinaire commute a Frobenius, i.e., on dispose d’un isomor-
phisme canonique :

Opr : F*ofr ™ froF*, (1.2.2.1)

de foncteurs L_Da’qc(@g) (7)) — L_Da’qc(@g/) (7).

Soient g : X" — X' et h : X" — X” deux morphismes propres de V-schémas formels lisses, tels
que T" := g~ Y(T") (respectivement 7" := h=1(T")) soit un diviseur de X" (respectivement X").
On dispose d’un isomorphisme canonique g!T,o f’T = (f og)!T vérifiant la condition d’associativité : les
deux isomorphismes h!T,,g!T,f:!F = h!T,,(fog)!T = (fogoh)!T et h!TnQ!T/f!T = (goh)!T,f:!p,, = (fogoh)!T
sont identiques. En effet, I'isomorphisme g!T, o f:!F 5 (fo g)'T se construit de maniere analogue a
(1.2.2.1). De plus, pour 'associativité, il suffit de le voir au niveau des schémas X;. Or, en oubliant
la structure différentielle, les deux isomorphismes (de la condition d’associativité) sont identiques

g??’,), (T"")-linéaires. Or, le foncteur oubli de la catégorie des Dg?},), (T"")-modules
quasi-cohérents dans celle des Bg?f,), (T"")-modules quasi-cohérents est fidele (mais non pleinement

fidele). I1 s’en suit que ceux-ci sont bien identiques.

comme morphismes B
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On vérifie de la méme maniere que les isomorphismes de la forme 077 sont compatibles a la
composition. Plus précisément, via I'isomorphisme g!T, o f!T = (fo g)’T, I'isomorphisme (gép,ﬁ 1) 0
(Og,1 f:'p) s’identifie a 7.5 7. Enfin, en omettant les foncteurs oublis, les isomorphismes (f1") o
= fro (IT) (proposition 1.1.9), ('T") o f' 5 f'o (IT) (voir [Car04a, 2.2.18.1]) et fr = f'
(proposition 1.1.10) sont compatibles & Frobenius.

1.2.3. Virrion construit dans [Vir04] un morphisme d’adjonction entre 'image directe et I'image
inverse extraordinaire pour une catégorie de complexes Dparf('D; Q(JfT )). Le probléeme est que 'on

ne sait pas (sauf lorsque T est vide) si celle-ci est égale a Dparf(D;€ Q(TT)). Comme nous ne travaillons
qu’avec cette derniere catégorie, nous allons éviter d’avoir recours a la catégorie ﬁparf(D;Q(TT)).
Pour cela, il suffit de reprendre la méthode de Virrion [Vir04] afin de I’énoncer dans le cadre qui
nous sera utile.

Notations 1.2.4. Pour tout entier m, on note (dem) = wx o, @ge )( T), D(m) = @( )( )®ox@g€m),
'D:(gllx = B:({,)(T/)(@ 'D:({,) x et wy := = wWx®o, Ox( )Q, Dy = 'DT%(TT)Q, fDx/ﬁx.—h_H}mB:(gl) (T/)

~

®Ox/ Dggix@- Si un diviseur est vide, on omettra de l'indiquer.

PROPOSITION 1.2.5. Avec les Notations 1.2.4, il existe dans ZQP&QC(@;') (T)") un morphisme naturel
de trace :

Fra@E)dx] = RAGY 8L DY p)ldx] — & [dx].
xl
Démonstration. En faisant varier m, il dérive de [Vir04 I11.7.1] le morphisme trace

Fr@)dy] = R (& TD( ¢ Dldx] — wPldx]. (1.2.5.1)
Si el e LDQ qc(g @g; )), le passage de gauche a droite se traduit par 'isomorphisme

W @0 [1(ED) S [0l ®o,, @), (1.2.5.2)
qui est toujours valable en rajoutant des diviseurs. D’apres [Car04a, 2.2.18.2], le foncteur restriction

= (®)

(1) = —@%x By (T) commute a I'image directe pour les complexes quasi-cohérents de D-modules

a gauche. Grace a (1.2.5.2), le foncteur ('T) (toujours égal a —@%x@g) (T)) commute a I'image

directe pour les complexes quasi-cohérents de D-modules & droite. En appliquant (T) & (1.2.5.1),
il en résulte un morphisme

Fr @) dx] = RE@E B DS p)ldx] — & [dx].
xl
L’isomorphisme canonique fT7+(c~ug)) = f+(&§€',)) (proposition 1.1.9 et passage de gauche a droite)
nous permet de conclure. O

Remarques 1.2.6. En appliquant lim & la proposition 1.2.5, on obtient dans Dparf(fD;€ Q(TT)d), via

[Ber02, 4.3.7], le morphisme trace fr 4 (wx/)[dx/] — wx|dx]. Par passage de droite a gauche, il en
dérive un morphisme trace fr 1 (Ox o(1T")[dx/]) — Oxo(TT)[dx].

THEOREME 1.2.7. Soit &' € Dparf(*D;, Q(TT’)), avec x=g ou d. Il existe alors dans Dparf(*fDTx Q(TT))
un isomorphisme canonique :

fT,+ (o) D%I7Tl(8,) :> Dx,T O fT7+(8,), (1271)

dit « isomorphisme de dualité relative ».
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Démonstration. Par passage de droite a gauche, contentons-nous de traiter le cas ou * = d. Notons
ngm) = ngm) (T) et Bx := Ox("T)g (de méme en rajoutant des primes). De maniére analogue & la
preuve de [Vir04, IV.1.3] :

fT,+ o D_’{/’T/((C,/) = Rf* <Rj‘f0m®x/(8/,&%l ®%?€’ @x/) ®H%x/ @x/_)x) [dX’]
= g ' U o D U ’
— Rf*Rg‘fomel(g , Wy ®‘Bxl Dy —>.‘£)[dX ]

— Rf.RHom, .5 (& ®H§3x, Do, (D 935, Dyr—x) ®%x, Dar_x)dx]
— RHomgz, (Rf.(E' ®%x, Darx), RE (@ D3, Dar_x) ®%x, Darzx))ldx]-
(1.2.7.2)
Or, on bénéficie des fleches
Rf.((@x ©3,, Dx—x) ®f  Dr—z) » ImRA(GF @5 @ng)A D;'Lg
S lmRfL(G D) IvE B(.)tD;,Lx) @gg,gx> (1.2.7.3)

Il découle par complétion de I'isomorphisme de transposition [BerOO 1.3.1], le suivant

DE, D() _}Dgy)%@ D)

(par platitude et via la version falsceauthue [BOT78, 7.20] de MlttagfLeﬂier, I'indice L s’enleve). 11
en dérive par fonctorialité :

lim Rf. (&) i @g;,@%;.)@g;,g@@ﬂé(.)@g;g ) S iR (@ ®~(.)(D;Lx@%@)@g}%)y
x/ x/
(1.2.7.4)
Par complétion des isomorphismes Dg?f)_) . D)®s_, 1) Dg?f)_) (1) = f*( ( )®F, (@ Dg?;) (T))

L 9%)—%1- (T) ® I B, (1) fi_nggL) (T'), ou les indices « g » signifient que 'on prend les struc-

tures gauche pour calculer le produit tensoriel et v est I'isomorphisme de transposition de Dg?z) (T)
(voir [Ber00, 1.3.2.d]), on obtient

@Rf*(@g@%(-)(D('Lx‘gg(-)ﬂg)_)x)) - hme*(fo B (-)(@g&)qx@}@g)f_l@g)))' (1.2.7.5)
x/

On déduit par complétion des isomorphismes de projection sur les réductions modulo m**!, le

suivant
li_n}Rf*(&g)@%; )(@;,L%@f e o fTIDY)) < limR (@) BL @gg,g)@gg)@gy. (1.2.7.6)

Il résulte du morphisme trace Rf*(ﬁg) Q‘AQHJ:D(,) nge',)_)x) — &g)[—dX//X] de la proposition 1.2.5 :

lim Rf*(wx, ®3 <->Dge)_>x) 9( ) @5g)®%¥)@g)[—dx'/x] 5 x ®g, Dxl—dxi/x]-
(1.2.7.7)
En composant (1.2.7.3), (1.2.7.4), (1.2.7.5) (1.2.7.6), (1.2.7.7), on obtient

RS (@ ®5,, Dyrx ®IE Darzx)ldxr] — Bz R, Deldx]. (1.2.7.8)

En appliquant RHomg (Rf.(& ®L Dx'—>3€) —) & (1.2.7.8) et en le composant avec (1.2.7.2), on
obtient :

fr4 oDy (&) — RHomg, (Rf.(€' ®% ®%., Dy —x), ¥z ®5_ Dx)ldx] = Dxro fre(€). (1.2.7.9)
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Pour vérifier que (1.2.7.9) est un isomorphisme, d’apres [Ber96a, 4.3.12.(ii)], il suffit de le voir
au dessus de X\ T'. Cela résulte alors du théoreme analogue de Virrion [Vir04, IV.3.1] qui s’applique
dans ce cas 1a (i.e. sans diviseur). O

LEMME 1.2.8. Soient J € Dparf(gf_lﬂgeQ(TT)) et € € Dparf(D;Q(TT)d). Il existe alors un isomor-
phisme de projection

€ @I;D;&Q(TT) Rf.F = RfE(fFLE @HJ; F). (1.2.8.1)

1 @Tx ,Q(TT)
Démonstration. On procede comme pour [Har66, 11.5.6]. O

THEOREME 1.2.9. Soient F € Dparf(D;,@(TT’)) et € € Dparf(DTx’Q(TT)). II existe alors un isomor-
phisme canonique d’adjonction fonctoriel en € et F :

RHom gy Q(m( fro(¥),8) SR foRHom.y Q(TT,)(S", fr(8)). (1.2.9.1)

Démonstration. On procede comme pour [Vir04, IV.4.1] en utilisant le théoreme 1.2.7 et I'isomor-
phisme de projection du lemme 1.2.8. ]

COROLLAIRE 1.2.10. Soient F € Dparf(D;,Q(TT’)) et & € Dparf('DT%7Q(TT)). On dispose alors des
isomorphismes canoniques d’adjonction fonctoriels en € et F :

~ !
RHomQ;Q(TT)(fT,JF(S"),E) = RHomQ;/yQ(TT,)(ff’ fr(€))
adj s HomD;YQ(TT)(fT,Jr(S"), &)= HOIHD;/YQ(TT')(?’ fr(8)), (1.2.10.1)

_ ) .— fo oy -
DQQ( ,—) = H o]RHomD;Q( ,—) = Hom

craindre, on notera plus simplement aaj ¢ ou adj.

ott Hom )(—, —). Si aucune confusion n’est a

f
D(Dx,Q

Démonstration. Pour le premier isomorphisme, on applique RI'(X, —) a (1.2.9.1). On en déduit le
second via HO. O

1.2.11. Berthelot construit, en toute généralité, un isomorphisme de commutation de I'image di-
recte & Frobenius [Ber00, 3]. Mais, dans la pratique, nous n’aurons affaire qu’a des morphismes
propres et lisses de V-schémas formels propres et lisses (voir [Car04a, 3.2.9]). Pour les morphismes
propres, nous allons redéfinir cet isomorphisme dans § 1.2.12. Le but de ce changement est d’obtenir
automatiquement la compatibilité a Frobenius de 'isomorphisme d’adjonction entre I'image directe
et 'image inverse extraordinaire (théoreme 1.2.21). On obtient en outre la compatibilité a la compo-
sition de 'isomorphisme de commutation a Frobenius de I'image directe (proposition 1.2.17). On ne
comparera pas ici les deux constructions et 1'on utilisera exclusivement la nétre (i.e. § 1.2.12).
On peut néanmoins penser que celles-ci se rejoignent.

1.2.12. On définit de maniere unique un isomorphisme fonctoriel en F € Dparf(fD;,’Q(TT, ) :
prr ¢ fro o F*(F) 5 F*o fr (%) (1.2.12.1)
comme étant le seul rendant commutatif, pour tout € € Dparf(fDTx7Q(TT )), le diagramme suivant
o Hom (id,0f 1)

HomD;,YQ(fT,)(ff, e — o Homﬂag,,QUT/)(F*?’ Frofré) o HomD;,YQ(TT,)(F*sr, froF*€)

~ ~

adj T ~ F*adj T ~ adj T ~
F* Hom(py,1,id)

HomD;’Q(TT)(fT,JrS", €) — HomD;Q(TT) (F* o fr4F, F*E) v, >~ Hom‘D;’Q(TT)(fTHr o F*F, F*¢€)

(1.2.12.2)
ou toutes les fleches sont des bijections (pour F*, cela résulte de [Ber00, 4.2.4]).
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En effet, avec J fixé, notons Isomg : Hom, i 1 (F* o fr 4T, F*E) — Hom, i o (fr4 0
D o (1) ’ Dy o(tT)N 5

F*F,F*€), T'unique bijection rendant commutatif le diagramme (1.2.12.2). On pose pf 71 :=

Isomy,  go F*(Ids. ) : fr+F"F — F*fr 3. 1l reste a vérifier que py 7 est un isomorphisme.

Or, par fonctorialité en &, pour tout morphisme ¢ fr+F — &, Isomg o F*(¢) est le mor-

()

o o fr4+F3 — F*E. En outre, comme le foncteur F™* induit une

phisme composé : fr  F*F ——
équivalence de catégorie, il existe un objet £y de DCOh(D;’Q(TT)) et un isomorphisme € : f7 F*F =
F*&p. 1l existe ainsi un unique morphisme ¢g : fr4+F — &g tel que F*(¢g) o pr. 7 = €. Or, en
notant 7y 7 = e Lo F*(¢g) : F*fr F — frF*3, il en découle : 7470 ps 1 = Ids, p+5. On
en déduit : py ro7y ropy T = py 7 et donc pg o7y 7 = Idp+yp, 5 (par injectivité de Isomy,, g0 F™).

1.2.13. L’isomorphisme d’adjonction (1.2.10.1) nous fournit un morphisme adjg4 : F — ff:!['va’J,_(?)
qui correspond, en prenant & = fr 4 (F) dans (1.2.10.1), a 'image par adj de l'identité de fr, 4 (F).
On dispose du diagramme commutatif :

Hom(7F, f, fr+F) L Hom(F*F, F* frfr+F) —= Hom(F* T, f3.F* fr,F) — Hom(F*F, f} fri F*F)

adjTN F*adjTN adjTN adjTN

Hom(fr4F, fryF) == Hom(F* fr,.F, F* fr,F) —= Hom(fr, F*F, F* fr.F) — Hom(fr, F*F, fr, F*F),

ou la fleche de droite du haut est Hom(id, fi'pp]?%p) et celle de droite en bas est Hom (id, pJIlT) En effet,
les deux carrés de gauche sont commutatifs par construction de ps 7 (diagramme (1.2.12.2)), tandis
que celui de droite se vérifie par fonctorialité en € de I'isomorphisme d’adjonction adj; o (1.2.10.1).
L’application Hom(fr4+5, fr+%) — Hom(F*F, f!T fr+F*F) induite par le chemin du bas, envoie
l'identité sur adjp«g. La flecche Hom(fr4+ 5, fr4+F) — Hom(F*TF, F*ff:!['vaJ,_?) envoie l'identité sur
F*adjg. Il en résulte le diagramme commutatif :

F*adjg o
F*F F*frfryF
~ | Fror o5 o1, +)
" adjpxg 1 «
F*F Irfr+ BT

En d’autres termes, le morphisme d’adjonction adjg est compatible a Frobenius.

Si f est une immersion fermée, alors, pour tout F € Dcoh(D;,Q(TT ")), le morphisme d’adjonction
adjg est un isomorphisme. En effet, le foncteur fr . est alors pleinement fidele (cela résulte de
lanalogue arithmétique du théoreme de Kashiwara [Ber02, 5.3.3] toujours valable avec des coeffi-
cients surconvergents [Car04a, 3.1.6]). Il en dérive une bijection fonctorielle en F et F € DCOh(DT

f adj
(") Hompy i (F,5) == Homupy i (Fr ', frsF) == Hompy i (5 foTﬁ)

En prenant F' = 3" I'image par celle-ci de 1’1dent1te de F, donne le morphlsme d adjonction adjg.
On vérifie alors que celui-ci est un isomorphisme. En effet, avec ' = f.fr.F € DCOh(DJr ( ")
(& nouveau grace a l'analogue du théoreme de Kashiwara), I'image inverse par cette leeCtIOH de
I'identité de f!T fr+3 fournit un inverse.

1.2.14. De méme, si f1-(€) est & cohomologie D;, Q(JfT ")-cohérente (par exemple si f est lisse ou si €
est D; Q(J’T)-surcohérent [Car04al), on dispose du morphisme d’adjonction adje : fr + f:!p((‘l) — &,
qui correspond, en prenant F = f1(€) dans (1.2.10.1), 4 I'image inverse par adj de I'identité de f}.(€).
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On vérifie alors, de maniere analogue a § 1.2.13, que celui-ci est compatible a Frobenius, i.e., que le
diagramme canonique suivant est commutatif.

F*adje

F* fro fpt Fe
(fT,+9f,T)°(P;1T)f!T¢N N
ad)p*e

fro fpFre ——*—~F*¢

Sile morphisme f est une immersion fermée, pour tout € € Dgoh(fD;@(TT)) et a support dans X', le
morphisme d’adjonction adje est un isomorphisme. En effet, avec ’aide de ’analogue arithmétique
du théoreme de Kashiwara, pour tous complexes & et & de Dgoh(D;’Q(TT )) et & support dans X,
on obtient la suite de bijections :
i €.e) u (Fre fpe) " H (Fro£rE.€)

OMpt ()& Ommpt, L Te T oMt (T THITE )

L’'image de I'identité de € par celle-ci donne le morphisme d’adjonction adje : fr + f!TE — €. Enfin,
en prenant I'image inverse de l'identité de fr i f!TS, on obtient un morphisme & — fr f!TS, qui
donne un inverse a adje.

Toujours lorsque f est une immersion fermée, on dispose d'un isomorphisme fr 4 o fr_!p 5 RE},
de foncteurs de L_Da’qc(@g) (T')) dans elle-méme. En effet, cela résulte de I'isomorphisme analogue
sans T (voir [Ber02, 4.4.5]) et des isomorphismes f1 — f' (voir la proposition 1.1.10) et fy = fr 4
(proposition 1.1.9). Soit € € Dgoh(D;’Q(TT )) et & support dans X’. Nous allons construire un tel
isomorphisme pour &€, compatible au morphisme d’adjonction et a Frobenius. Pour cela, considérons
le diagramme commutatif

it e

fr.y o fLRLL, () ————=RIL%,(€)
Fro o fp(&) ————¢,

ou les fleches horizontales sont les morphismes d’adjonction et celles verticales proviennent de la
construction fonctorielle en X’ de la cohomologie locale & support strict dans X'.

Comme RE},(S) € Dgoh(D;Q(TT)) et est & support dans X', d’apres ce que l'on vient de voir,
le morphisme du haut est un isomorphisme. De plus, il découle de la fonctorialité en X’ de la
commutation de la cohomologie locale avec I'image inverse extraordinaire (cela résulte de [Car04a,
2.2.17.1] et de l'isomorphisme f!T Z ' de la proposition 1.1.10), que le morphisme de gauche
est un isomorphisme. Comme tous ces morphismes sont compatibles a Frobenius, on obtient un
isomorphisme compatible & Frobenius fry o fh(€) = RE}/(E) s’inscrivant dans le diagramme
commutatif suivant.
adj

fr+o fr(€) [
Nl H (1.2.14.1)
RLY (&) £

On sait que 'image directe du composé de deux morphismes est isomorphe au composé de 'image
directe de ces deux morphismes. Cependant, la compatibilité a Frobenius de cet isomorphisme ne
semble pas aisée. Afin de I'obtenir tautologiquement (voir la proposition 1.2.17), nous allons dans
un premier temps reconstruire celui-ci dans le contexte de la proposition qui suit.
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PROPOSITION 1.2.15. Soient g : X" — X' et h : X" — X" deux morphismes propres de V-schémas
formels lisses tels que T" := g~ *(T") (respectivement T" := h=Y(T")) soit un diviseur de X"
(respectivement X" ). On suppose de plus f lisse.

Pour tout G € Dparf(D;,,Q(TT”)), il existe un unique isomorphisme (fog)r,+(S) = fr+91.+(9)

fonctoriel en G et induisant, pour tout € € Dparf(D;rE Q(TT)), le diagramme commutatif :

adj ¢, !
HommﬂQ(TT)((f 0g)74G, &) Nf g HomD;”’Q(TT,,)(S, (fo g)'TS)

A =
: adj ; adj 1ol
HOIHQTX’Q(TT)(fT-FgT’_i_g, 8) —Nf> HOIHD];}Q(TT) (gT+9, f/_-'lw((:) —g> HomggﬂyQ(TT,,) (97 gT/fTS)

~

En outre, ceux-ci sont « associatifs », i.e., si f et g sont lisses alors, pour tout H € Dparf('D;,,, Q(TT’ ),
les deux morphismes composés (f o goh)r4+(H) = (fog)r4ohpr +(H) S frigr +hrr () et
(fogoh)r+(3) = fro(goh)r +(H) = frigr yhrr 4 (H) sont égaux.

Démonstration. En premier lieu, on remarque que le diagramme de la proposition 1.2.15 a un

sens car, comme [ est lisse, f:!p((‘l) est D;, Q(J'T’ )-cohérent. La premiére assertion de la proposition
est alors immédiate. Ensuite, considérons le diagramme suivant :

Hom®;/// Q(TT///) (:}CJ h!T‘” (f © g)’T‘E) —— HOII/LDT;{/// Q(TT“/) (:}C’ (f © g © h)!TE)

aW T W

Homiyy oy ((f 0. )y 36,8) | Homyy 1y (f 090 h)r3€,€)

Hom@;”, Q(TT///)(:}Ca h!T“g’_!F/fY!“g) —_—|— Hom@;”, Q(TT///)(f}Ca (go h)!T/fi!“g)

adjj oadj,oadj adjgqp 0adj

Hom,D; Q(TT)(fTJrgTUrhT”Jrg'Ca €) HomDE Q(fT)(fTJr (goh)r 43 E)

La commutativité du carré de gauche découle de celle du diagramme suivant :

adjrog

adj
Hom((f o g)gr1hrr 3, E) — Hom (hrn 3, (f 0 g)€) —NJ>hH0m(f]-(f7 Rl (f 0 g)ir€)

I LT i

adj adj adj
Hom (fr+ grv i han 3, €) = Hom (g4 b 3, f08) —= Hom(hmr 4 3, g fr€) ——2 Hom(H, hiper gl F1E)

oll, en substituant A JH a G, le rectangle de gauche est, par construction, celui de la proposition
1.2.15, tandis que la commutativité du carré de droite se vérifie par fonctorialité de 'isomorphisme
g fr€ S (fog)he.

De la méme fagon, on voit que les carrés de droite, du haut et du bas sont commutatifs. Comme
celui du fond l'est aussi et que la fleche en haut a droite est un isomorphisme, il en résulte la
commutativité du carré de devant. O

Remarques 1.2.16. Avec les notations de la proposition 1.2.15, si f1fr g7 1 (3) est D;,Q(TT’)—
cohérent alors, pour € = fr g7 (9), le diagramme de la proposition 1.2.15 a toujours un sens
et I'image de l'identité de fr g7 +(9) par la bijection de droite du diagramme de la proposi-
tion 1.2.15 fournit un morphisme (f o g)7.+(G) — fr+9r.+(G). De plus, comme fr(f o g)7+(G) est
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aussi TD;,’Q(TT’ )-cohérent, en prenant & = (fog)r +(9) dans le diagramme de la proposition 1.2.15,
on construit un inverse. Modulo cette condition, la proposition 1.2.15 (et aussi la proposition 1.2.17)
reste alors encore valable lorsque f et g sont deux morphismes propres quelconques.

Par exemple, si § est un complexe D_T{// Q(TT”)—surcohérent [Car04a, 3] alors la condition pré-
cédente « fifr g7 1(G) est @;/ Q(TT’)—(:ohérent » est toujours vérifiée.
PROPOSITION 1.2.17. Soit g : X" — X' un morphisme propre de V-schémas formels lisses tel que
g~ Y(T") soit un diviseur de X". On suppose f lisse. L’isomorphisme (fog)r+ — frgr 4 construit

dans la proposition 1.2.15 est alors compatible a Frobenius, i.e., via cet isomorphisme, on a I’égalité
suivante :

(pr.rgr+) © (fT4P9,17) = Ppog.T-
Démonstration. Pour tous § € Dparf(D;,,Q(TT”)) et & € Dparf('D;Q(TT)), on vérifie que le
diagramme suivant

Fradjso, .
Hom(F*(f o g)r1 G, F*€) e Hom(F*S, F*(f o g)-€)

\L F*adjf | F*adjg \L 1 1
Hom(F* fryg14(9), F*€) — Hom(F* g, G, F* f7:€) — Hom(F*S, F*g}, &)

™ S~

adj
Hotm (g7 4 F*G, F* f1€) —% Hom(F*S, gl F* f1-€)

adj
Hom(fri F*gr:4(G), F*€) —> Hom(F* g7+ S, f1F*€)

\ adj \ adj
Hom(fr g7+ F*G, F*&) = Hom(gy 4 F*G, f5F*€) —%& Hom(F*S, g, fLF*€)
| !
Hom((f o g)r4+F*G, F*€) Hom(F*G, (f 0 g)pF*€)
(1.2.17.1)

est commutatif. En effet, les rectangles du haut et du bas sont commutatifs par construction (propo-
sition 1.2.15), le losange du milieu et de gauche ainsi que le carré de droite le sont par fonctorialité
tandis que celle du carré de gauche et du losange de droite résulte de (1.2.12.2). Or, I'isomorphisme
(fog)r+ F*(G) = F*(fog)r+(§) est 'unique morphisme rendant commutatif le diagramme suivant :

adjsog

Fadjso,

~

Hom(F*(f 0 g)7+ G, F*€) Hom(F*G, F*(f o g)4€)
| Nl (1.2.17.2)

V adj ¢,
Hom((f 0 )74+ F*G, F*€) —""— Hom(F*S, (f o 9); F*€)

Il résulte de la compatibilité a Frobenius de I'isomorphisme canonique g!T/ o f’T S (fo g)'T (§1.2.2)
que la fleche de droite de (1.2.17.2) est le morphisme composé de droite de (1.2.17.1). D’ou le
résultat. O

Rappelons la convention suivante de Berthelot [Ber02, 5.1].

DEFINITION 1.2.18. Un F—D;(TT)Q—module sur X est la donnée d’un D;(TT)Q—module € et d'un
isomorphisme fD;(TT)Q-linéaire ® : & = F*E. Les morphismes de F —fD;(TT)Q-modules sont les
morphismes fD;(TT)Q-linéaires commutant & l’action de Frobenius. De méme, nous appellerons
F—TD&(TT)Q-complexe la donnée d’un complexe € € DP (D;(TT)Q) et d'un isomorphisme ® : & =

coh

F*& dans DEOh(D;(TT)Q). On notera cette catégorie F-DP (D;’Q(TT)).

coh
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Si (¢,®) € F-DP,
(@;/ Q(TT’)) via I'isomorphisme f1.(€) "

(D;Q(TT )), alors f:'p( ) sera considéré comme un élément de F-DP
D g ey L P e).

De méme, si (F,¥) € F- DCOh(TDT (TT’)) alors fr 4 (€) est un élément de F- Dsoh(D;Q(TT))
) (F08) P (©)

(@T (TT)) la sous-catégorie pleine de (F-)DP

coh

. . . P
via I'isomorphisme fr (&) UELLA

1.2.19. On désigne par (F )Db

coh

(Dk o(FT)) des
complexes & qui sont en outre a cohomologle D X0 -cohérente.

Soient Ty C Ty deux diviseurs de X. La catégorie (F-)DP (DT (1Ty)g) est une sous-catégorie

coh
pleine de (F )chf’oh(ﬁge(TTl) ). En effet, si € est un objet de DCOh(D;{(TTg)@), le morphisme canon-
ique & — (1T)(€) (on a omis d’écrire oubr, pour simplifier les notations) est un isomorphisme
(5 1.18). Tl en résulte (1T3)(€) = (1Ty)(1T2)(€) = (1T)(IT1)(€) = (1T, T)(T)(E) > (T)(€)
5 € (la commutation ("73)(171)(€) = (IT1)(TT2)(€) découle de (1.1.7.1)). On dispose donc de la
factorisation oubr, 1, : (F-)D, (DL(1Th)q) — (F-)DP, (DL(1T1)q).

coh coh
1.2.20. Définissons maintenant 'action de Frobenius sur les complexes de la forme RHom
(_7 _)'

On se donne X un V-schéma formel lisse, (€, ®) et (F,¥) deux objets de F—Dgoh(D;Q(TT)).

Comme le foncteur F* est une autoéquivalence de la catégorie des D&Q(TT)—modules a gauche
(§ 1.2.1), il induit un isomorphisme canonique

F* : RHom (¢,5) = RHom

D o('T)

(F*€, F*F). (1.2.20.1)

Dl o(T) D o('T)

Comme 'extension F* : Ox g — Ox g est K-linéaire (on rappelle que F' désigne la puissance s-ieme
de Frobenius et k = [F},¢), cet isomorphisme est K-linéaire. De plus, par fonctorialité, on dispose de
I'isomorphisme K-linéaire :

() o—0o®) : RHom F*&, F*F) — RHom €, 7).

@;YQ(TT)( @;YQ(TT)(

En composant ces deux isomorphismes K-linéaires, on obtient alors celui-ci

RHOIH@;@(TT)(S“ )5S RHomD;’Q(TT)(S, F)

qui définit ’action de Frobenius. Il en résulte une action de Frobenius sur les espaces de cohomologie

Extly op)(E.9). Onlanotera s (e).
%.0 36 Q

TuiorEME 1.2.21. Soient (€, ®) € F-DY (DY, o (1T")) et (F,¥) € F-Db,, (D (1))
L’isomorphisme d’adjonction :
adj : Hom &), ¥) = Hom (&, fh(F
g Homyy gy (fr(€), ) = Hompy 7, (€ ()
est compatible avec ’action de Frobenius.
Démonstration. Cela résulte des définition 1.2.18, § 1.2.20 et du diagramme (1.2.12.2). O

1.2.22. Soient f : X’ — X un morphisme propre de V-schémas formels lisses, T' (respectivement T")
un diviseur de X (respectivement X'), Y (respectivement Y') 'ouvert de X complémentaire de T’
(respectivement 7”). On suppose de plus que f(Y') C Y, i.e., que f induit un morphisme Y — Y.

Pour tout € € LDQ qc(@(') (T")), on dispose de I'isomorphisme canonique de commutation de
I'image inverse extraordinaire a Frobenius :

Oprr © F* o finp(€) = fivpo F*(E). (1.2.22.1)
183
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En effet, via la remarque 1.1.4, on peut remplacer I’hypothese « f(Y') C Y » par « 'immersion fermée
fHT) — X' se factorise par 7" < X' ». L’isomorphisme (1.2.22.1) se vérifie de maniére analogue &
(1.2.2.1). Si € est un F-complexe, I'isomorphisme 6 7+ 7 nous permet de munir, de maniere analogue
a la définition 1.2.18, fr_!p/7T(8) d’une structure de F-complexe.

Passons maintenant a I'image directe. Notons ef 77/ ou €y I'isomorphisme oubr o fr 7/ 1 =
f+ o oubypr de la proposition 1.1.9. Via (1.2.12.1), le foncteur fi o oubyps : Dgoh(D;,’Q(TT’)) —

Dg’oh(D;’Q) commute & Frobenius. Pour tout J € 5lé’0h
de commutation a Frobenius

prrr: fra e o FX (F) = F*o frp 4 (F) (1.2.22.2)

comme étant 'unique tel isomorphisme rendant compatible a Frobenius €777+ (on a vu dans § 1.1.8
que le foncteur oubli oubr est pleinement fidele). Si F est en outre un F-complexe, via pr 777, il en
est de méme de fr 77 4 (F).

(D;, Q(TT’ )), on définit alors I'isomorphisme

Soient g : X" — X’ un deuxiéme morphisme propre de V-schémas formels lisses, 7" un diviseur
de X" et Y” l'ouvert de X" complémentaire de T”. On suppose f lisse et g(Y”) € Y. On a, pour
tout G € DP (TD;,, Q(TT” )), la suite d’isomorphismes compatibles & Frobenius :

coh
—1_-1
€fog ~ € ocg

(fog)rrr+(9) — (fo9)+(9) = f+09+(9) "— fro+ogr.r +(9), (1.2.22.3)
celui du milieu ayant été construit dans la proposition 1.2.15 et les foncteurs oublis ayant été omis.
On a donc construit un isomorphisme (fog)r 1+ () = frz/ yogr v 4 (G) compatible & Frobenius.
Soient h : X" — X" un troisitme morphisme propre de V-schémas formels lisses, 7" un diviseur
de X" et Y"” Touvert de X" complémentaire de T". On suppose f et g lisses et h(Y") C Y.
L’isomorphisme de commutation & la composition de I'image directe (1.2.22.3) est « associatif », i.e.,

pour tout H € Dparf(fD;,, Q(J'T” )), les deux morphismes composés

(f (@] g (@] h)T,T”’-{-(j{) :> (f (@] g)T,T”-{- (@] h‘T",T"’-{-(ﬂ{) :> fT,T/-i-gT/,T”-i-hT”,TW-i-(j{)a
(f (@] g (o] h)T,T”’-{-(:}C) — fT,T/-i-(g (@] h)T/,T/”-i-(g{) — fT,T/-i-gT’,T”-i-hT”,TW-i-(:}C)

sont égaux. En effet, considérons le diagramme suivant :

y(f ©g)+ o hy (H) W f19+h4(3H0)
(fog)rar+ o hpr pmy (H) T Frorr g oo hepn ot ()
e (fogoh)+(30) ymgohmm
(fogoh)rrmi(H) frr4(goh)r i (H)

Par fonctorialité, les carrés du haut, du bas, de droite et de gauche sont commutatifs. Comme il en
est de méme de celui du fond (proposition 1.2.15), on en déduit celle du carré de devant. D’ou le
résultat.

1.2.23. Soient J € Ecoh(D;/ Q(TT’)) et € € ﬁcoh(D;’Q(TT)). Puisque les foncteurs oublis oubr et

oubyr sont pleinement fideles, en notant oy : oubgs o f:!F(S) = £Y(&) o ouby (proposition 1.1.10),

184

https://doi.org/10.1112/50010437X05001880 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X05001880

FONCTIONS L ASSOCIEES AUX D-MODULES ARITHMETIQUES. CAS DES COURBES

on dispose du diagramme

Hom F, € adig.r H (F, fLE
D;’@(TT)(de‘ ) — Om@&,}@(ﬁ)( Iré)
NiHom(EfyT,id)ooubT NlHom(id, oy )ooubqr (12231)
Hom i (fy o oubp:F, oubr€) adi Hom,:  (oubpJ, f' o oubré&)
x,Q ~ 20

dont les fleches sont des isomorphismes. De plus, celui-ci est commutatif. En effet, soit ¢ : F — f'T(E)

un élément de Hom, (TT’)(? \ f:!pc‘l). En omettant d’indiquer les foncteurs oublis, il s’agit d’établir
x,Q

que les morphismes adj;%p(qb) et (adj}l(af,T op))oes 1 fr(F) — € sont égaux. Grace a [Ber96a,

4.3.12], il suffit de valider 1’égalité en dehors de T'. Or, en dehors de T, adj;%p (respectivement of 1

et €f ) est égale a aude?]L (respectivement sont égaux a l'identité).

Il en résulte que le diagramme

I B ——e——= P 11 T

ef,T,f_lTlN Nlef,T,f_lT

I o g— Ff T

ot py et py sont définis en (1.2.12.1), est commutatif (ce qui implique que I'isomorphisme py 1 ¢-1(7)
de (1.2.22.2) concide avec pyr).

En effet, cela résulte aussitot de I’étude du diagramme suivant :

* * ad] s * ! *
Homy: i) (fr. F*5, F*€) s Homyt i) (F*5, i F*€)

. /ad' T . */
HOIILD;Q(]LT)(f_;_F F,F*€) s ‘ Hom‘D;,Q(TT’)(F 7, f'F €)

F*adijT

Homyy gy (F" fr.+F, F7€) Homy, i) (F*5, F* [1€)

* * F*adj * * pl
Hom,D;yQ(fT)(F f+F, F*€) is HomD;,y vy (F7F, F 7'e)

o

ou la fleche verticale au fond a droite peut étre définie de deux manieres différentes suivant le
choix de lisomorphisme fr F*F = F*fr F. En effet, la commutativité des carrés du haut et du
bas se déduit de (1.2.23.1), celle de droite résulte de la compatibilité & Frobenius de 1'isomorphisme
f!T = #', tandis que celles de devant et du fond découlent de (1.2.12.2). Le carré de gauche est donc
commutatif. D’ou le résultat.

Enfin, comme I'isomorphisme fr, = f est compatible & Frobenius, comme f, (17") = (IT)f.

l'est aussi [Car04a, 2.2.18.2], il en est de méme de fr ("T") = (TT)f. Ainsi, tous les isomorphismes
des propositions 1.1.9 et 1.1.10 sont compatibles a Frobenius.

1.2.24. Définissons a présent l'action de Frobenius sur la cohomologie. Soient X un V-schéma formel
propre et lisse, f : X — 8 son morphisme structural et 7" un diviseur de X.

Pour tout complexe (€, ®) € F -E?Oh(fD; Q(TT )), on définit une action de Frobenius sur I'image
directe de &€ via I'isomorphisme K-linéaire :

fv @ * ) *
Fra& 5 o (F3(8) 25 Fifra(8) = fra€,
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ou I'isomorphisme pr 7 a été définie dans (1.2.22.2). En lui appliquant le foncteur dual K-linéaire,
il en dérive une sur (f4(€))Y. D’olt une action de Frobenius sur les K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie H"(fr +€) (respectivement H'((f4(€))")), que 'on notera Figr(s,.  ¢) (respectivement
Frre (g1 env)-

On remarque alors que I'isomorphisme H"((f4(€))Y) = Ext’[gSYQ(fJF(E), Os,0), ou l'action de

Frobenius sur Ext, @( f+(€), Osq) a été définie dans § 1.2.20, est compatible a Frobenius.

THEOREME 1.2.25. On garde les notations de § 1.2.24. Soit (€, ®) € F-DP

coh

(D;’Q). L’isomorphisme
H'((f+(€)Y) = Extggd;f(e, Ox0)

est compatible a I'action de Frobenius.

Démonstration. Comme f'(Osg) — Oxoldx] (voir [NH95, 1.5]), il résulte du théoréme 1.2.21
l’isomorphisme Exth’Q(er(S), 0sq) — Eth;g(E’ Ox,0)- La remarque de § 1.2.24 nous permet

de conclure. O

1.2.26. Avec les notations et hypotheses de § 1.2.24, on désigne par F—ﬁgg/h(D;Q(TT)) la sous-

b
coh

(D;’Q(TT)) des complexes (&, P) tels que Dy 7(€) soit a cohomologie

bV
coh

catégorie pleine de F-D
D;E’Q-cohérente. Pour un tel complexe (&, ®) € F-D (D;’Q(TT )), on définit, par commutation de
I'image directe extraordinaire de £ & Frobenius (car composée de foncteurs commutant a Frobenius),
une action de Frobenius sur les K-espaces vectoriels de dimension finie H"(f7€), que I'on notera

iy (pr18)-

1.3 Accouplement de Poincaré

Dans cette section, X sera un V-schéma formel propre et lisse, f son morphisme structural et 7" un
diviseur de X.

Pour tout entier r et tout F-complexe (€, ®) € F—Dg)h(D;’Q), on définit le twist de Tate (E(r),
¢(r)) de la maniere suivante : E(r) = € et ®(r) = ¢~ "® (on rappelle que ¢ = p* et que F désigne
la puissance s-ietme de Frobenius). Par abus de notation, on notera parfois celui-ci plus simplement

E(r).
ProprosITION 1.3.1. Si X est géométriquement connexe, alors on dispose d’un isomorphisme com-

patible a Frobenius

Ext?f@(@x@, Oxq) = K(—dx).

Démonstration. Dans la démonstration de [Ber74, VII.2.1.1], Berthelot prouve que le morphisme
trace [Ber74, VII.1.4.7.b]

Yop oo HYX(X,0%) — K(—dx)
est un isomorphisme.

Or,si € € DJF(TD;€ g)» au cours de la démonstration [Ber00, 4.3.5], il établit que I'on dispose du
diagramme commutatif

0% ®o, € _ 0% ®o, F*E

Nl Nl (1.3.1.1)

(020, €) —~RI¥omy; (Oxg, F'E)

RHom
Do
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ou les fleches verticales sont les isomorphismes canoniques [Ber00, 4.3.4], la fleche du haut est le
morphisme induit par fonctorialité entre les complexes de de Rham et celle du bas provient de
(1.2.20.1). D’ou le résultat. U

1.3.2. Soient €, F, G € D(D%Q(TT)). On définit 'accouplement canonique

<,>: Ext!,

D, (&, F) x Extl,

X,Q(TT
(f,g)—gof,

g o f prenant son sens via les isomorphismes Ext’ ; (
DX’Q(TT)

(F[r], G[r+s]) et Extgi:@(

F,G Ext" s
)( ) - ‘DTX Q(TT

B

(€.9)

()

EF S Hom

Lo (& T,

Ext?;

F Q)5 H
x,@(TT)( §)— Hom

D o(17T) iy (6:8) = Homt 10 (&, Slre+3]).

b

PROPOSITION 1.3.3. Si X est géométriquement connexe alors, pour tout & € D,

ment canonique

(fD;r€ q): l'accouple-

<, > Extir " (0x,0,€8) x Extl; (€,0x0) — Extia® (0xg,0x0)
x,Q x,Q x,Q

est non-dégénéré.

Démonstration. Quitte & remplacer € par [—2dx + 7], on peut supposer que r = 2dx. Grace a
théoreme 1.2.25, on a

HE((£+(8))") = Ext (€, Ox).

Or, il découle de [Ber02, 4.3.6.3] et de [Ber90, 3.2.3], RHom : (Oxq, &)[dx] 5 fi(8). T en
%0

dérive I'isomorphisme H((f,(€))Y) = (Extgj (Ox,0, 8))v. On obtient ainsi un isomorphisme
x,Q
fonctoriel en € : Ext?f@(& Ox0) = (EXt(JJD; Q((‘)x@, 8))V. Il s’en suit le diagramme commutatif

2d 2d
Homgi (Ox0, €) x Exth":y@(S,an:,@)4>Extj;E

fo (Ox,q,0x,0)

.i:
| | -
Homgyi (Oxq, €) X (Ext®, (0x0. €) — (Bxt’, (0xq, Oxq))’
%0 Dxo Dxe

ou les fleches verticales sont des isomorphismes. L’accouplement du bas est non-dégénéré. En ef-

fet, soient eq,...,exy une base de HomD&Q(Ogg@, €) (comme K-espace vectoriel) et ey,..., ex

la base duale correspondante de Homg; (Ox g, &)Y = (Extgj (Ox,0, 8))V. Par fonctorialité,
%0 *,0
l'accouplement du bas envoie, pour tout I = 1,...,N, (e, ¢]) sur u — ¢’ (uo¢), avec u €

Hom ;¢ (Ox,0, Ox ). En prenant u = id, on vérifie ainsi que cet accouplement est non-dégénéré.
x,Q

D’ou la proposition. O

PROPOSITION 1.3.4. Soient (€,®), (&', '), (£",9") € F—DEOh(D;Q(TT)). L’accouplement canon-

ique

<,>: Ext! (&,8&") x Extl

! el r+s
DL o(1T) x,@(TT)(g &) - Ext oy

8, 8” ,
x}@(m( )

est compatible a I'action de Frobenius.
Démonstration. Immédiate. O

On en arrive alors au théoréme de dualité de Poincaré.
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THEOREME 1.3.5. Supposons que X soit géométriquement connexe. Alors, pour tout complexe
& e F-D° (D;€ Q), Paccouplement canonique :

coh
Ext2 7 (0x,0,€) x Extl; (€,0x0) — K(—dx)
x,0 x,0
est non-dégénérée et compatible a Frobenius.

Démonstration. Cela résulte aussitot des propositions 1.3.1, 1.3.3 et 1.3.4. ]

2. Stabilité sur les courbes de I’holonomie par foncteur cohomologique local

Sauf mention explicite du contraire, X désignera un V-schéma formel lisse, T" un diviseur de X et
Y l'ouvert de X complémentaire de T'. De plus, pour tout point fermé x de X, on notera par i, :
SpfV(z) — X, un relevement de l'immersion fermée canonique induite par x. On remarque que
V(x) est un anneau de valuation discrete complet d’inégales caractéristiques (0, p). Son corps des
fractions sera désigné par K (x).

2.1 Rappels sur ’holonomie
Si (€,P) est un F—D%Q—module cohérent, Berthelot définit dans [Ber02, 5.2.7] la variété cara-
ctéristique de &, que 'on notera Car(€). En outre, d’apres [Ber02, 5.3.4], I'inégalité de Bernstein
est vérifiée : si (€, P) est un F—D;&Q—module cohérent non nul alors, pour tout point x du support
de &, on a

dim,Car(€) > dim, X. (2.1.0.1)

Soit (€,®) un F —D;Q-module cohérent. Nous appellerons dimension de € en un point x du support
de € la dimension en x de Car(€), et nous poserons dim & = sup,(dim, Car(€)). L’'inégalité de
Bernstein assure que, si € # 0, alors dim € > dx. Nous dirons que (€, ®) est holonome si € = 0 ou
sidim €& = dx.

Virrion (confere [Vir00, II1.4]) nous donne une caractérisation homologique de 1’holonomie :

THEOREME 2.1.1. Soit & un F—D;€ Q—module cohérent. Alors, €& est holonome si et seulement si,
pour tout i # dx, on a
ext' . (&,DL ) =0.
D;’Q( x0)

212. Si€eF -Dlﬁ?oh(D;rE o) nous dirons que & est holonome si ses faisceaux de cohomologie le sont.

Nous noterons F -DEOI(D;Q) la catégorie des F° —TD;Q-complexes holonomes.

Si (&, @) € F—Dﬁol(D;@) est un complexe tel que RE}(E) = 0, le triangle de localisation
(1.1.6.5) nous dit que le morphisme canonique & — (T7)(€) est un isomorphisme. On notera alors
F—DEOI(D;’Q(TT)), la sous-catégorie pleine de F—DEOI(D;’Q) formée des complexes tels que

RE}(E) = 0. De tels complexes seront appelés F—@;@(TT)—complea:es holonomes ou complexes
holonomes si aucune confusion n’est a craindre.

2.2 Complexes pseudo-holonomes

On ne sait pas encore que les F-complexes holonomes sont a fibres finies, ce qui pose un probleme
quant a la définition des fonctions L associées a ceux-ci. On est alors amené a définir la catégorie
suivante.
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DEFINITION 2.2.1. On note F-ﬁﬁol(fD;Q(TT)), la sous-catégorie pleine de F-ﬁ?o\{l(fD;Q(TT))
(§ 1.2.26) des complexes (€, ®) qui sont a « fibres finies », i.e., pour tout point fermé y de Y,
les espaces de cohomologie de i;T(S) sont des K-espaces vectoriels de dimension finie. De tels

complexes seront dits « pseudo-holonomes ».

CONJECTURE 2.2.2. En s’inspirant du cas de la caractéristique nulle [BGKHMES87, VII,10.7], on
conjecture que les deux catégories F—DEOl(D;r€ Q(TT)) et F—DEOl(D;r€ Q(TT)) sont égales.

On montrera dans le corollaire 2.3.4 que cette conjecture est validée lorsque X est une courbe.
En outre, on a prouvé que la conjecture de Berthelot sur la stabilité de ’holonomie par image inverse
extraordinaire (voir [Ber(02, 5.3.6]) implique la conjecture ci dessus [Car04b].

Tout ce qui suit est uniquement destiné a prouver le théoreme 2.2.17. Celui-ci donne une propriété
fondamentale des complexes pseudo-holonomes.

b
coh

Pour tout complexe € € D (@gem)), on pose

N(m L — ~ . *
LEMME 2.2.3. Soient f : X' — X une immersion fermée de V-schémas formels lisses, J C Oy I'idéal
définissant f et & un Dggm) -module cohérent (respectivement un D;’Q-module cohérent) et plat en
tant que Ox-module (respectivement Ox g-module).
On a alors un isomorphisme : f!(m)(&')[—dx//x] = &/JE (respectivement f!(E)[—dx//x] = &/1€).

Démonstration. Le cas respé se traitant de manieére analogue, étudions donc le cas non respé.
Tout d’abord, il résulte de l'isomorphisme ngEm)/I]DgEm) = 02/70x ®o, Dgem) que Dgem)/ﬂngEm)
est un @ggm)—module a droite cohérent. Grace a [Ber96a, 3.2.3.(iii)], on en déduit I’isomorphisme
@ggf)_)x = @gem)/f]@gem). Comme @gem) est Ox-plat, il s’en suit f!(m)(S)[—dx//x] = 0x/90% ®H@x €.

Lorsque € est plat en tant que Ox-module, on obtient alors f!(m)(E)[—d%//%] = EJIe. O

LEMME 2.2.4. Soient f : X' — X un morphisme de V-schémas formels lisses et & un @ggm)—module
cohérent.

Si € est de la forme (O;J))A, i.e., est isomorphe au complété p-adique d’un Ox-module libre,
alors, pour tout r # —dy/x, HT (&) = 0 et H %z f10m)(&) est isomorphe & (Ogg,))/\.

Si € est Ox-plat, alors, pour tout r # —dy /x, J{Tf!(m)(E) = 0. De plus, si X et X' sont affines
alors

D, g ere f0 () = DX, 02)Br, 00 D(%, €).

Démonstration. Le premier cas étant similaire, traitons le deuxieme. Comme & est un Ox-module
plat et via Mittag—Leffler (on utilise la version faisceautique [BO78, 7.20]), on obtient le deuxiéme
isomorphisme :

FO(E)[~drrjx] = Rlim (L (Ox, ®6, €) = lim f7(Ox, ®o, €). (2.2.4.1)

k3 k3

Or, on a les isomorphismes : O x, ®@, & — @g??)@)@(m)g = gg?-l)@)r(x- D(m))[F(Xi, D%-l))@r(x By
7 x 7 iy Xi 7 (%) x

I'(X;, €)], le dernier résultant de [Ber96a, 3.3.9.(iv)]. En leur appliquant le foncteur I'(X;, —) et en
utilisant l’isomorphisme Dg?;) = Oy, Qr(x;, 0x.) L (Xi, Dg?z)), on obtient I'(X;, Ox, ®o, &) =
r(x;, DY) Dr i, py TG, €). En ontre, on a T(X;, DY) /mi T (X;, DYY) = T(X:, DY)
(voir [Ber96a, 3.3.2.4]). Il en découle
[(X;, Ox, ®o, &) = T(X;, €)/7TT(X;, €). (2.2.4.2)
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En appliquant le foncteur I'(X’, —) & l'isomorphisme 2.2.4.1, comme les faisceaux Oy, ®¢, € sont
quasi-cohérents et vérifient I'isomorphisme (2.2.4.2), on conclut la preuve. O

)

Remarques 2.2.5. On suppose que X est affine et I'on se donne € un @gem -module cohérent. Alors

& est Ox-plat si et seulement si I'(X, &) est T'(X, Ox)-plat.

En effet, si T'(X, &) est I'(X, Ox)-plat, alors, pour tout i, pour tout ouvert affine Y de X,
L'(Y;, Ox,) ®re, 00 D(X, €) est un T'(Y;, Ox,)-module plat. Or, d’apreés [Ber96a, 3.3.10] et avec
les notations de [Ber96a, 3.3.7.1], on a un isomorphisme & = T'(X, E)A. En appliquant a cet iso-
morphisme le foncteur I'(Y, —), qui commute aux limites projectives, on en déduit

I'(Y, &) = T(Y, 0x)8r, 00 (X, €).

Comme I'(Y, Ox) est noethérien, il résulte ensuite de [Ber96a, 3.2.4] que I'(Y, &) est I'(Y, Ox)-plat.
D’ou la platitude de € en tant que Ox-module.

Réciproquement, si € est Ox-plat, alors pour tout i, Ox, ®o, € est Ox;-plat. Comme Ox, ®o, €
est quasi-cohérent, le faisceau I'(X;, Ox, ®p, €) est un I'(X;, Ox,)-module plat. Par (2.2.4.2), il en
résulte que le T'(X;, Oy,)-module T'(X;, &)/7'TIT(X;, €) est plat. Or, en appliquant le foncteur
I'(%, —) a l'isomorphisme & = T'(%, )2, on obtient

(%, &) = limD(X, &)/ T(%, &). (2.2.5.1)
D’apres [Ber96a, 3.2.4], comme I'(X, Ox) est noethérien et T'(X, €)/7 (X, €) est ['(X;, Ox,)-plat,
il découle de I'isomorphisme 2.2.5.1 que I'(X, €) est I'(X, Ox)-plat.
Avec les notations du lemme 2.2.4, cette remarque implique que I'(X', H e x fm)(E)) est
séparé, complet et I'(X’, O/ )-plat.

PROPOSITION 2.2.6. On suppose que X est affine et I'on fixe un point fermé x de X. Pour ne pas
alourdir les notations, on écrira 'V, pour V(z) et K, pour K(z). De plus, I C Oy désignera l'idéal
définissant i, et l'on posera A :=T'(X, Ox) et I :=T(X, J).

(i) Pour tout @ggm)—module cohérent (respectivement @gem(é—module cohérent, respectivement

D%Q—module cohérent) €, en notant E :=I'(X, £) le morphisme canonique E/IE — £/JE est un
isomorphisme.

(ii) Dans le cas non respé, si € est Ox-plat, alors E/IE est séparé et complet pour la topologie
p-adique et le sous-ensemble I E est fermé dans E, ot E est muni de la topologie induite par sa
structure de I'(X, @gem))—module de type fini (i.e. la topologie p-adique). En outre, si € est de la

forme (Oge‘]))/\, alors E/IFE est isomorphe a (Vi‘”)A.

Démonstration. Commencons par prouver la premiere assertion. A cette fin, traitons le cas non

respé, les autres cas étant similaires. Si € est un @ggm)—module cohérent, le morphisme @gem)@)r (x, D)
' x

E — €& est un isomorphisme (voir [Ber96a, 3.3.9.(iv)]). Comme @gem) /U@gem) est a support dans
{z}, le morphisme canonique I'(X, @gem) /f]@ggm)) — @gem) /f]@ggm) est un isomorphisme. De plus,
£/3€ = @gem)/j@;m) ®@g€m) €. Il en découle I'isomorphisme :

r(x, DY /3D{) E = /e, (2.2.6.1)

D, DY)

Comme @gem) est Ox-plat a gauche, J®¢o, @gem) 5 J@gem). Puisque J est Ox-cohérent, il en résulte
)

que U@ggm) est un @gem)—module a droite cohérent. De la méme maniere, on vérifie que @gem) / J@ggm

est un @ggm)—module a droite cohérent. Comme le foncteur I'(X, —) est exact sur la catégorie
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des @ggm)-modules a droite cohérents [Ber96a, 3.3.10], il en résulte 'isomorphisme

~

rx, D)/rx, 1d8) 5 v, DI /aDm). (2.2.6.2)

Comme U@ggm) est un @gem)—module a droite cohérent, on déduit de [Ber96a, 3.3.9.(i)] (et du fait
que le foncteur I'(X, —) commute aux limites projectives),

r(x, 9D0™) S lim (%, 9D /xi+19D ™). (2.2.6.3)

Or, 3@ / Z+1JD(m) S I®0, D("; = J/mitlg ®ox, Dg?;). En lui appliquant le foncteur I'(X, —),

on obtient T'(X, fmgem /mHIDE) S T(E, 9/719) @px oy ) DX DYY). Or, T(X, DY) est

(X, Ox)-plat & gauche, T(X, 9/xt19) = I/z"*11 et T(X, DY) = T(x, DY) /= H1T(x, DY)
(voir [Ber96a, 3.3.2.4]). On en déduit

T(x, 9D /19Dy 2 11, DY) /7T (%, DY), (2.2.6.4)

Enfin, en remarquant que I I'(X, Dgem)) est séparé et complet (car c’est un I'(X, @gem))—module a
droite de type fini [Ber96a, 3.2.3.(v)]), il découle de (2.2.6.3) et de (2.2.6.4) que I'(%, J@gem)) =
IT(%, @gem)) On conclut alors, via (2.2.6.1) et (2.2.6.2), la premiére assertion.

La deuxieéme assertion est une conséquence de la premiere, de la formule (2.2.2.1), des lemmes
2.2.3,2.2.4 et de [Mat70, 23.B]. 0

Je remercie le rapporteur pour ses remarques qui ont permis de simplifier les preuves du
lemme 2.2.7 et de la proposition 2.2.8 ci-dessous.

LEMME 2.2.7. Soient R un anneau de valuation discréte complet d’inégale caractéristique (0, p),
L son corps des fractions et M un R-module topologique de la forme (R(J))A, i.e., isomorphe au
complété pour la topologie p-adique d’'un R-module libre.

Pour toute famille L-libre (Py,...,P,) de M@, il existe alors un entier Ny > 0 tel que, pour tout
entier n, on ait I'inclusion :

(RP, +---+ RP,) mpNOJF”]\CZ C p"(RPy +---+ RP,). (2.2.7.1)

Démonstration. La filtration de RP; + - - - + RP, induite par (RP; +---+ RP,) N pN°+”]\04 (respec-
tivement p"(RP; + ...+ RP,)) munit LP; + --- + LP, d’une norme de Banach. Comme ce dernier
est de dimension finie, ces normes sont équivalentes. ]

ProrosSITION 2.2.8. On garde les notations et hypothéses de la proposition 2.2.6. Soient my un

~

entier et £M0) un Dgf Q)—modu]e cohérent. Pour tout m > myg, on note &M : D(m) @~ (mg) &(mo)

7 ‘DKQ
et B .=T(%, &),
Pour tout m > my fixé, si I'image du morphisme canonique Elmo) E(m)/I E) est un K,-
espace vectoriel de dimension finie alors il en est de méme de E™) /TE(™),

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme ci-apres.

LEMME 2.2.9. Pour tout m > my, l'image de E) dans E(™) est dense dans E™), ot E™) est

muni de la topologie induite par sa structure de T'(X, @ggm()@)-module de type fini (voir [Ber96a,

4.1.1)).
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Démonstration. Soit P € T'(X, fD(m(?l) P g’écrit sous la forme : 3, ar0~E>m | ou les ay forment
une suite de A tendant vers 0 lorsque |k| tend vers linfini. Pour tout entier N > 0, on note
Py = Z| E|<N ak8 £=(m), Lorsque IV tend vers I'infini, la suite Py converge vers P, pour la topologie

de I'(X, ﬂ(m)) définie dans [Ber96a, 4.1.1]. Or, 'action de I'(X, Dge 6) sur E™ est continue. De

plus, pour tout zz € E(™0) en notant 1 ® 2 'image de = dans E(™), Paction de P (respectivement
Py) sur 1 ® z est égale & P ® x (respectivement Py ® z). On en déduit :

P®a::( lim PN)®:L‘:> lim (PN®33): lim (1®PN'33),

la derniere égalité résultant de la remarque que Py € T'(%, fD(mO)) D’ou le résultat. ]

Notons G(™), I'image de E(m0) — E(m) /1 E(™) Comme G est de dimension finie sur K, celui-

ci est fermé dans E(™) /1 E(m) (muni de la topologie quotient induite par la structure canonique de
E() Tl résulte du lemme 2.2.9 que G™ est dense dans E(™) /TE(™) D’on G = E(™) /TE(™) [

THEOREME 2.2.10. On garde les notations et hypothéses de la proposition 2.2.6 et 'on se donne
(m)

un F—D;E Q-module cohérent &. Pour tout entier m > 0, on désigne par &™), Je @% Q—module

0)

cohérent associé a & (voir [Ber00, 4.5.4]). On suppose en outre qu’il existe un T/D\g€ -module cohérent

&) jsomorphe au complété p-adique d’un Ox-module libre et tel que I'on ait un isomorphisme
Dgg’)(@—linéajre : 88) = &), On pose E™ :=T(%, &™) et E:=T(X, &).

Si E/IE est un K,-espace vectoriel de dimension finie, alors il existe un entier mgy > 0 tel que
E(mo) /TE(™m0) soit un K,-espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration. D’apres [Ber02, 3.1.4], Elsm) = F*m(é(o)) est @ggm)—cohérent. Par le lemme 2.2.4,
E6m) ost Tui-aussi isomorphe au complété p-adique d’'un Ox-module libre et il vérifie (O‘lgm) =
€™ On note alors B(™) = I(x, é(sm)) et si PO e EO pour tout entier m, PG™) désignera
I'image de P dans EC™) et F(Sm) son image dans E(Sm)/IE(Sm). D’apres la proposition 2.2.6,
Elsm) /1 EGm) est isomorphe au complété p-adique d’un V,-module libre. Pour démontrer ce dernier
fait, on remarquera que ’hypothése sur la structure de Frobenius n’est pas superflu.

Par I’absurde, supposons que, pour tout entier m, E(™) /1 E(™) goient des K -espaces vectoriels
de dimension infinie.

En notant r la dimension sur K, de E//IE, on construit, par récurrence sur s > 0, des éléments
PZ( j) c B ), pour 0 < i <ret0<j<s, ainsi que des entiers ng, ..., ns de la maniére suivante :

e Pour s =0 : comme dimg, (E(O)/IE(O)) = 00, il existe des éléments Po(,%)7 . P(O) EO) tels

que la famille (?(()(’)()), . ,Fi?g) soit K ,-libre. D’apres le lemme 2.2.7, il existe un entier ng tel
que
(Vo PSy+ -+, Pog) N p EOJTEO ¢ p(vxﬁgﬂ’) +o VPO
e Supposons PZ( j) € E(O) construits pour 0 <7 <7 et 0 < j < s, ainsi que les entiers ng, ..., ns.

Gréce & la proposition 2.2.8, 'image du morphisme canonique E(©) — E(sm) J/IE (s5m) est aussi un

(0)

K ,-espace vectoriel de dimension infinie. Il existe donc des éléments P075 1 P(O)Jr € pSHE(O)
tels que :
. . —(s+1) —(s+1) e . , . .
(i) la famille (Py g1, .., P, sy1) soit libre et le i;-espace vectoriel engendré par cette famille soit

supplémentaire du K -espace vectoriel engendré par la famille {ngﬂ) ;0<i<r, 0<j<s};
(ii) pourtous 0 <i<ret0<yj<s, PE S)+ € pi U /IE(J
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Comme la famille (F((far D -+ P(()S;ﬂ, . P(SH) -+ Pﬁsjjf ) est K,-libre, il résulte du
lemme 2.2.7 I'existence d’un entier nsy1 tel que

[V (P(()So+ Vb P e V(P + Pﬁsjjf)] A prett B+ 1 D)

p[Ve (P(SH) +P§fj D+ V(P + Piﬁf)}. (2.2.10.1)

(s+1)

Comme pour 0 < 7 < 7 et pour tout 7, on a P( € pJE (©), les sommes P Z convergent

sm)

dans E©. Pour tout entier m, par continuité des fleches E(© — E(™) ] en résulte que l'on a aussi

sm) (sm)
=2 P
Par I’absurde, supposons qu’il existe un entier m et des éléments Ag,...,\. € K, tel que
> im0, )\iﬁgsm) = 0. Quitte & multiplier par une puissance adéquate de 7, (une uniformisante
de V;), on peut supposer que g, ..., A\, € V, et que, pour au moins un i € {0,...r}, \; € V,*. Or,
on a

NP+ AP )4 A (P 4+ Pl )= [Ao( > P ’>+~~+Ar< > B ’)]

jzm+1 Jjzm+1

Comme les éléments de droite de 'égalité ci-dessus appartiennent a p”mE(sm) /1 E(Sm), grace a
(2.2.10.1) appliquée a s + 1 = m, il en dérive que p divise \;, pour i = 0,...,7. On a donc abouti
a une contradiction.

On a ainsi prouvé que, pour tout entier m, la famille (?ésm), . ,?ﬁsm)) est K, -libre.

Finissons la preuve de théoreme 2.2.10, i.e., contredisons la premiere hypothese par ’absurde.
(0)

Pour cela, notons pour tout i, P;, 'image de P; ’ dans E/IE. Prouvons & présent que la famille
(Py, ..., P,) est K,-libre, ce qui contredira le fait que la dimension de E/IE est égale a r.

Soient A, ..., A\, € K, tels que \gPg+ - - - + \. P, = 0. On vérifie E/IE = lim E(Sm)/IE(Sm).

En effet, le systéme inductif (E(Sm))meN peut étre considéré comme un systeme inductif dans la
catégorie des A-modules dont la limite inductive est isomorphe a E. En lui appliquant le foncteur
A/I ®4 —, qui commute aux limites inductives, on termine la vérification.

Il existe donc un entier mg tel que I'image de )\0?80) +- 4 )\,«?7(“0) dans E(™0) /TE(™0) (ie,

)\OP(SmO) +-- ~+Arﬁism0)) soit nulle. Comme la famille (P(S O), . ,Ffﬁgmo)) est K, -libre, il en résulte

pour tout i = 0,...,r, I'égalité \; = 0. O

Remarques 2.2.11. Berthelot m’a fait remarquer que, comme V, est un anneau local noethérien, un
V,-module séparé complet et plat est forcément le complété p-adique d'un V,-module libre (on le
voit soit directement, soit en utilisant le lemme 2.2.16 et le fait que « sans p-torsion » équivaut a
« Vy-plat »). Le théoréme 2.2.10 est alors encore valable en remplacant I’hypothese « £0) est iso-
morphe au complété p-adique d’un Ox-module libre » par « £0) et Ox-plat ». En effet, via la
remarque de Berthelot, on vérifie qu’avec cette nouvelle hypothése, on a toujours : « E(sm) /1 Fsm)
est isomorphe au complété p-adique d’un V,-module libre » (par contre, la structure de Frobenius
reste indispensable pour valider cette derniere affirmation). On peut ensuite reprendre la suite de
la preuve de théoreme 2.2.10.

Pour obtenir une description optimale des complexes pseudo-cohérents (confere théoreme 2.2.17),
on aura besoin du théoréeme suivant formulé dans [Ber] et qui améliore la caractérisation [Ber96a,
4.4.5] des isocristaux surconvergents.

THEOREME 2.2.12 (Berthelot). On note Xy la fibre générique de X comme K-espace analytique
rigide, et sp : X — X le morphisme de spécialisation.
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Le foncteur sp, induit une équivalence entre la catégorie des isocristaux sur Y, surconvergents
le long de T', et celle des D; Q(TT)—modu]es cohérents tels que la restriction €y soit Oy g-cohérente.

Nous aurons besoin du lemme qui suit afin de prouver la proposition 2.2.14.

LEMME 2.2.13. On suppose que X est affine et posséde des coordonnées locales. Soit € un @; Q
module cohérent. Alors € est Ox g-cohérent si et seulement si I'(X, €) est un I'(X, Ox @)-module
de type fini.

Preuve. D’apres [Ber96a, 4.3.2.(ii)], si € est Ox g-cohérent alors I'(X, €) est un I'(X, Ox, g)-module
de type fini. Réciproquement, supposons que E :=I'(X, €) soit un I'(X, Ox, g)-module de type fini.
Alors, en calquant la démonstration de [Ber96a, 4.1.4], on prouve que pour tout n < 1, pour tout
e€ E, on a

| 8% - e || n® — 0 pour |k| — oo, (2.2.13.1)

ol || — || désigne une norme de Banach sur £ définie par sa structure de I'(X, Ox g)-module de type
fini. Cette condition (2.2.13.1), est la condition de surconvergence [Ber90, 3.0.1.1]. En reprenant la

démonstration [Ber90, 3.1.2], on en déduit alors que, pour tout m € N, il existe un I'(X, @gem))_

module £ (m) " qui soit en outre un I'(X, Ox)-module de type fini et tel que i?((@m)

aisément que le morphisme canonique

— FE. Or, on vérifie

Ox8r(x, o) E™ — @gem@r(x, D&’"))E(m)

est un isomorphisme (il s’agit de le voir modulo 7**!, ce qui est analogue & la remarque [Ber96a,

2.3.5.(iii)]). Puisque E(™) est de type fini en tant que I'(X, Ox)-module et par conséquent en tant
que I'(X, Dggm))—module, les morphismes

o A~ o )

Ox Br(x, 00) B™ = 028r(x, 00 E™, DY E™ DB iy B

D, o)

o

sont aussi des isomorphismes. Le morphisme Ox ®r(x, o) Em) _, @gem) ®n (&, D) E est donc un
1 TX

isomorphisme. En tensorisant par Q cet isomorphisme, puis en passant a la limite inductive sur m,
il en dérive que le morphisme canonique :

02,0 Or(x, 05 o) B — Dk o Or@, me.o) E (2.2.13.2)

est un isomorphisme. Or, comme Em) est séparé complet et de type fini sur T'(X, ngem)), le mor-

phisme Em (%, @S{m)) L E) est un isomorphisme. En tensorisant par Q, puis en

(x, 2"
passant a la limite inductive sur m, il en découle que le morphisme canonique
E—T(X, D;,@) Or(x, Dx.o) £ (2.2.13.3)
est un isomorphisme. Or, comme €& est D; Q—cohérent, on a l'isomorphisme D; Q ®F(3€ ot )E =
9 9 ) x,@
([Ber96a, 3.6.5]). Par conséquent, grace au théoreme de type A pour les Ox g-modules cohérents
[Ber96a, 4.3.2.(ii)], on conclut la preuve via (2.2.13.2) et (2.2.13.3). O

mo)_

PROPOSITION 2.2.14. Soient €& un F—D;E Q-module cohérent, my > 0 un entier et €M) Je @g&: 0

module cohérent associé & € (voir [Ber96a, 3.6.1]). Alors & est Ox, g-cohérent si et seulement si €(™0)
est Ox, @-cohérent.

Démonstration. L’assertion est locale et I'on peut supposer que X est affine. Si € est Ox g-cohérent
alors € est associé a un isocristal surconvergent [Ber96a, 4.1.4]. D’apres [Ber90, 3.1.4.1 et 3.1.4.2],
on obtient alors que €(™0) est isomorphe a €.
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~

Réciproquement, supposons que &) soit Ox,g-cohérent. Alors, pour tout entier m, g(sm+mo) =
Frme(mo) est aussi Ox g-cohérent. De plus, puisque I'(X, E(Sm+m0)) est un I'(X, Oxg)-module
de type fini (théoreme de type A [Ber96a, 4.3.2.(ii)]), d’apres [BGR84, 3.7.3.1], en munissant
(X, 8(3m+m0)) de la topologie induite par sa structure de I'(X, Oxg)-module de type fini, I'image
de T'(X, E(mo)) dans T'(X, 8(3m+m0)) est fermée. Or, de maniére analogue a 2.2.9, on prouve que
Iimage de T'(X, £Mm0)) dans T'(X, £6™+m0)) est dense, lorsque I'(X, (™ +m0)) est muni de la
topologie induite par sa structure de I'(X, @grgrmo))—module de type fini. Mais, grace a [Ber96a,
4.1.2], ces deux topologies concident. On en déduit que le morphisme canonique I'(X, S(mo)) —
[(X, gsmtmo)y est surjectif.

En passant & la limite sur le niveau m, il en résulte la surjectivité de T'(X, £(m0)) — I'(X, &).
D’apres le lemme 2.2.13, € est donc Ox, g-cohérent. ]

Afin de démontrer le théoreme 2.2.17, nous aurons aussi besoin des deux lemmes qui suivent.

LEMME 2.2.15. Soit A une V-algébre, ¢ : M’ — M un morphisme de A-modules. De plus, on
suppose que M est sans m-torsion et que ¢ induit un isomorphisme ¢ : M'/mM' = M /7M.

Le complété p-adique de ¢, M — M , est alors un isomorphisme.

Démonstration. Le fait que ¢ soit injectif se traduit par l'inclusion ¢~ (7M) C mM’. Comme M
est sans m-torsion, on obtient par récurrence sur I'entier n, I'inclusion : ¢~ (7" M) C 7" M.

Le fait que ¢ soit surjectif se traduit par la relation : M = ¢(M') + mM. Il en résulte par
récurrence sur l'entier n > 1 I'égalité : M = ¢(M') + 7™ M.

¢ induit donc des isomorphismes ¢,, : M'/7"M’' = M /7" M. D’ou le résultat. O

LEMME 2.2.16. Soit A un anneau séparé complet pour la topologie p-adique, M un A-module séparé
complet et sans m-torsion. On suppose que M /mwM est un A/mA -module libre. Il existe alors un
A-module libre M’ et un isomorphisme A-linéaire M’ = M.

Démonstration. Par hypothése, il existe un isomorphisme de la forme (A/7A)) = M/xM.
On releve ce dernier en un morphisme : A¢) — M. Comme celui-ci est un isomorphisme modulo T,
le lemme 2.2.15 nous permet de conclure. O

THEOREME 2.2.17. Soit € un F-Dg€ Q—module cohérent tel que, pour tout point fermé x de X, les

espaces de cohomologie de ’L'z(((:) sont des K -espaces vectoriels de dimension finie. Il existe alors un
diviseur T de X tel que (1T)(€) soit un F-isocristal surconvergent le long de T.

Démonstration. 11 s’agit de prouver 'existence d’un ouvert Y dense dans X au dessus duquel & est
Oy g-cohérent. En effet, comme pour tout ouvert dense Y de X, il existe un diviseur de X contenant
X \ Y, cela résulte du théoreme 2.2.12. On voit ainsi que le théoreme est local en X et 'on peut
ainsi supposer que X est affine et integre.

Pour tout entier m, on désigne par &M le @gemé—module cohérent associé a € (voir [Ber00,

4.5.4]). Il existe un @gg )_module cohérent sans r-torsion £© et un isomorphisme &) 5 (0‘18 ) (voir

[Ber96a, 3.4.4, 3.4.5, 3.6.2] et [Ber00, 4.5.4]). Le faisceau Ox ®o, ) est alors un Dg?)—module
cohérent. De maniere analogue a [BGKHMES7, VII.9.3], il existe un ouvert affine et dense Y de X
au dessus duquel O x ® o, €0 est un Oy-module libre. En notant Y 'ouvert de X d’espace sous-jacent
Y, il résulte alors de 2.2.16 que I'(Y, 8(0)) est isomorphe au complété p-adique d'un I'(Y, Oy)-module

libre. Or, on dispose des isomorphismes O%J@F(Y, o) '(Y, co‘l(o)) = @;m)®r(y @(m))F(H, (%(0))(;@1(;’1)
Py

®F(y @(m))l“(% é(o)) = él(g)' Ainsi, é‘(g) est isomorphe au complété p-adique d'un Oy-module libre.
Py
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Quitte a rétrécir X en un ouvert dense (en I'occurrence Y), on se ramene ainsi, pour prouver la
premiere phrase de la démonstration, a supposer que £0) egt isomorphe au complété p-adique d’un
Ox-module libre.

Fixons un point fermé x de X et notons J, I'idéal définissant un relévement de I'immersion fermée
canonique 1ndu1te par z. Grace au théoreme 2.2.10 et avec ses notations, il existe alors un entier
mo, tel que EG™0) /TE(™0) soit un K,-espace vectoriel de dimension finie. Or, glmo) .= *mO(S(O))
est D( ™0)_cohérent [Ber02, 3.1.4] et est isomorphe au complete p-adique d’un Ox-module libre.
11 decoule alors de la proposition 2.2.6(ii) que le faisceau £(5m0) est un Ox-module libre de type fini.

Ainsi, le faisceau &(5m0) = ngo) est un Ox g-module libre de type fini. La proposition 2.2.14
nous permet alors de conclure. O

2.3 Identification entre holonomie et pseudo-holonomie pour les courbes
Dans cette section, X désignera une V-courbe formelle propre et lisse.

On aura alors besoin du lemme suivant immeédiat.

LEMME 2.3.1. Soient k un corps parfait et Z un k-schéma réduit de type fini et de dimension 0.
Alors Z est un k-schéma fini et étale.

PROPOSITION 2.3.2. Soient & un F-DI Q—modu]e cohérent et T un diviseur de X. En notant Y
lPouvert de X complémentaire de T', on suppose que E|Y est Oy g-cohérent. L’isocristal sur Y sur-

convergent le long de T, (1T)E&, est alors Dx g-cohérent.

Démonstration. Notons f le morphisme structural de X. En notant E 'isocristal sur Y surconver-

gent le long de T associé & (TT)€, on dispose d’un isomorphisme f ((17)&)[—dx] = Hp (E) (voir

[Ber90, 4.1.7], [Ber02, 4.3.6.3] et [Ber00, 4.3.4.5]). Comme les espaces de cohomologie rigide des
F-isocristaux surconvergents sur une courbe lisse sont des K-espaces vectoriels de dimension finie
(confere [Cre98] et [And02, 0.1.1]), il en est de méme des espaces de cohomologie de f ((TT)€).

De plus, comme & est un DT -module cohérent et que X est propre, fi € est aussi a cohomologie
cohérente (voir [Ber02, 4.3.8]). Or on dispose du triangle distingué de localisation (1.1.6.5) :
RLH(8) — & — ('T)(&) — RLL.(&)[1]. (2.3.2.1)
En appliquant le foncteur fi a ce triangle distingué, on en déduit que le complexe f+(R£TT(8)) est
a cohomologie cohérente.
Grace au lemme 2.3.1, T se releve en un V-schéma formel affine et lisse 7. En choisissant un

relevement T < X de Pimmersion fermée canonique 1" — X, on obtient un isomorphisme canonique
ipoi'(€) > RETT(S) (voir [Ber02, 4.4.5]). Il en résulte I'isomorphisme f“RE}(E)) 5 (foi)L(i'(&)).
Les espaces de cohomologie de (f o04), (i'(€)) sont donc des K-espaces vectoriels de dimension finie.
Comme f o4 est un morphisme fini et étale entre V-schémas formels lisses de dimension 0, il en
est de méme pour le complexe i'(€). Comme 7, préserve la cohérence, le complexe ]RL}(&’) est &
cohomologie cohérente. Il résulte alors de (2.3.2.1) qu'il en est de méme de (T7)(€). O

THEOREME 2.3.3. Soit € € F-DP (D3€ (0)- Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout point fermé x de X, les espaces de cohomologie de 2;(8) sont des K -espaces vectoriels
de dimension finie.

2. Pour tout diviseur T de X, (1T)€ € F-E?Oh(D;’Q(TT)).
3. €€ F-Db (D ).
4. Pour tout diviseur T de X, (1T)€ € F- Dhol(D (TT))
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Démonstration. L’équivalence entre les deux premieres assertions résulte aussitot des triangles de
localisation (1.1.6.5) de & et de [Ber02, 4.4.5].

Montrons que 1 = 3. Soit £ € F- Dcoh(ﬁg€ @) vérifiant la condition 1. Il résulte du théoréme
2.2.17, qu’il existe un ouvert dense Y de X tel que €|y est Oy g-cohérent. D’apres [Ber02, 5.3.5.(i)],
& vérifie alors la condition 3.

Montrons maintenant que 3 = 1. Grace a [Ber02, 5.3.5.(1)], il existe un diviseur 7" de X tel que
les espaces de cohomologie de (TT)€ sont des F-isocristaux surconvergents le long de T Si = est un
point fermé de X n’appartenant pas a T, comme & est Ox g-cohérent en dehors de T, les espaces
de cohomologie de i\,(€) sont des K-espaces vectoriels de dimension finie.

Or, il résulte aussitot de la proposition 2.3.2 que (1T)€ € F-DP. (D3€ (0)- Si est un point fermé
de T, grace au triangle de localisation en T' de &, il en résulte alors que les espaces de cohomo-
logie de i',(€) sont des K-espaces vectoriels de dimension finie.

On a donc prouvé I'équivalence des assertions 1, 2 et 3. De plus, 4 = 3 est immédiat. Terminons
par une démonstration de 'implication 3 = 4. Smt & e F- Dhol(D;rE Q). Comme 3 = 2, pour tout

diviseur T # () de X, RETT(S) € F- Dcoh(D g)- Comme celui-ci est & support dans 7', de dimension
0, on a en fait RL} (&) € F—Dhol(D;E Q) Grace au triangle de localisation de € en 7', on en déduit
que ('T)€ € F-Dp, (DL ). O

COROLLAIRE 2.3.4. Soit T' un diviseur de X . Les deux catégories F—Eﬁol (TD;€ Q(TT)) et F- Dhol(D;E 0
(tT)) sont égales.

Démonstration. Soit € € F- Dhol(® (TT)). Il découle du théoreme 2.3.3 que Dy 1(€) € F-DP,
(fD;@( T)). Grace a [Vir00, I1.4], il en dérive Dy oDy 7(€) € F- Dhol(D;’Q). En utilisant a nouveau

le théoreme 2.3.3, on obtient (7)o Dy oDy (&) € F- Dhol(Da€ Q(TT)). L’isomorphisme de bidualité
[Vir00, 1.3] et la commutation & ’extension des scalaires du foncteur dual [Vir00, 1.4] donnent
(IT)oDx oDy () = DxroDxr(€) = & Dou € € F—DECI(D%Q(TT)). On établit la réciproque

avec les mémes arguments. ]

3. Fonctions L associées aux D-modules arithmétiques

Sauf mention explicite du contraire, on gardera les hypotheses et notations suivantes. On se donne
X un V-schéma formel propre et lisse, 7' un diviseur de X, Y 'ouvert de X complémentaire de T" et
j Y — X 'immersion ouverte correspondante.

Si z est un point fermé de X, on désigne par k(x) le corps résiduel de x, degx son degré, i, :
8(x) = Spf V(z) — X un relevement V-linéaire de la k-immersion fermée canonique Spec k(z) — X,
K (x):= FracV(z) et f; : 8(z) — 8 le morphisme structural. On remarque alors que le morphisme
fz est fini et étale. Le foncteur f, 1 est donc canoniquement isomorphe au foncteur exact f; ., i.e.,
au foncteur oubli de la catégorie des K (x)-espaces vectoriels dans celle des K-espaces vectoriels.
Pour alléger les notations, on omettra d’écrire f, .

3.1 Définitions et conjecture cohomologique des fonctions L

DEFINITION 3.1.1. Soient S est un sous-ensemble de Y, S° I’ensemble des points fermés de S et
(&, @) € F- Dhol(ng€ Q(TT)). On définit la fonction L associée a € au dessus de S en posant :

degy prdegy (=1)rHHHex / degy
L(s,&t) =[] J[detx(1—t¢ Pt oy :
yeSO reZ

Remarques 3.1.2. Soient x un point fermé de X, J désigne l'idéal de Oy définissant i, et & €
LDQ qc(ﬂ( )( T)). Comme Ox(TT)g est Ox g-plat [Ber96a, 4.3.2.(ii)] et D;’Q—cohérent [Ber96b],
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d’aprés le lemme 2.2.3, on dispose de l'isomorphisme i, (Ox(1T)g)[dx] = O0x("T)g/I0x(1T)g.

De plus,
" L
ih(&) = 1,02 (")l &) = ih(0x(T)g)® o by o ErEldx]; (3.1.2.1)
Iisomorphisme de gauche résultant de § 1.1.8 tandis que le second se vérifie en ramenant aux
schémas X;.

Supposons maintenant que x est un point fermé de 7". On calcule alors B ( )/ JB(m o(T) =0.
Il en découle it,(Ox(TT)g) = 0 puis, via (3.1.2.1), i%(€) = 0.

Nous remarquons aussi que lorsque x est un point fermé de T, puisque i, *(7) n’est pas un
diviseur de z, les foncteurs ’L'IT et z';r,T n’ont pas été définis (mais on pourrait les définir comme
étant égaux aux foncteurs nuls). C’est la raison pour laquelle nous prenons S inclus dans Y dans la
définition de la fonction L pour un complexe (€, ®) € F- Dhol(D;Q(TT)).

DEFINITION 3.1.3. La fonction cohomologique P associée a (&€, @) € F—IN)EOI(D;Q(TT)) s’écrit :

P(Y,E,t) HdetK 1—tﬂHr(leg))(_l)
rel

r+l+dy

On en arrive alors a ’énoncé de la conjecture suivante.
CONJECTURE 3.1.4. On se donne un complexe (€, ®) € F—ﬁﬁol(D;{E Q(TT)). On conjecture 'égalité :
L(H7 87 t) = P(‘H7 87 t)'

Si (€, ®) vérifie 'équation L(Y,E,t) = P(Y,E,t), on dira alors que (€, ®) satisfait la propriété
L=P.

Lorsque X est une courbe, on établira, via le théoreme 3.4.1, que la conjecture 3.1.4 est vérifiée.

3.2 Premieres propriétés des fonctions L
PROPOSITION 3.2.1. Soit &' — & — &" — &'[1] un triangle distingué de F-ﬁﬁol(fD;Q(TT)). On a
alors les deux égalités

L(Y,&,t) = L(Y,&,t) x LY, &" 1), (3.2.1.1)
P, &,t) = P(Y,&,t) x P(Y,&",1). (3.2.1.2)

Démonstration. Commengcons par la premiere égalité. Soit y un point fermé de Y. Comme le fonc-
teur i;T est un O-foncteur, on obtient le triangle distingué : i;TS’ — TS — z+ & —1 TS’[ ].
En appliquant le foncteur cohomologique H? on en déduit une suite exacte longue En ecrlvant
I'action fonctorielle de 'automorphisme de Frobenius sur celle-ci et en utilisant le caractére mul-
tiplicatif du déterminant, la premiere égalité en résulte. On procede de méme pour la deuxieme
égalité. O
PROPOSITION 3.2.2. Soient X un V-schéma formel propre et lisse, T C T’ deux diviseurs de X,
Y (respectivement Y') l'ouvert de X complémentaire de T (respectivement T'). On se donne un
complexe (&', @) € F—ﬁﬁol(D;@(TT’)). On vérifie alors que Dy 7 o Dy 1 (E') € F—IN)EOI(D;’Q(TT))
et 'on obtient les égalités :

L(Y, &, t) =L(Y,Dx .1 o Dx 1 (&), 1), (3.2.2.1)
P(Y, & t) =P(Y,Dx 1 o Dxp(E),1). (3.2.2.2)
Démonstration. Tout d’abord, grace a § 1.2.19, Dy 7 o Dx (') € F—Dfovh(ﬂT ( T)). Fixons

un point fermé y de Y. D’apres la proposition 1.1.10 et § 1.2.2, on dispose dlsomorphisrnes
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canoniques z'!yT Zodtet 2; = i' compatibles & Frobenius. Grace au théoreme de bidualité de
Virrion [Vir00, I1.3.5], on obtient alors I'isomorphisme compatible & Frobenius:

it p(Dx g o Dx 1 (€')) = Dy 0 iy 0 D r(Dx.1 0 D (€)) = Dy 0 iy (D (€)).  (3.2.2.3)

Le cas o1 y ¢ Y'Y implique, grace a la remarque 3.1.2, 1’égalité i;(]D)xT/(E’)) = 0. Via (3.2.2.3), il
s’en suit i;T(Dx,To]D)gT/(S’)) = 0. Le second cas, celui ot y € Y'?, entraine i;T(Dx,T oDy (&) =
Dy(y) © iy (Dx.1(€')) = it 1 (€").

Il résulte de I'étude de ces deux cas que Dy o Dy (&) € F-ﬁﬁol(fD;Q(TT)). En outre, on
obtient la formule L(Y', €' t) = L(Y,Dx 7 o Dx 1/(E'),1).

Enfin, 1'égalité (3.2.2.2) découle du fait que fr7; = fr)oDxr oDy (grace au théoreme de
bidualité de Virrion [Vir00, I1.3.5]). O

La proposition suivante montre que les fonctions L et P se comportent bien vis a vis des images
directes extraordinaires par une immersion fermée.

PROPOSITION 3.2.3. Soient u : Z — X une immersion fermée de V-schémas formels propres et lisses,
T un diviseur de X tel que la trace Ty de T sur Z soit un diviseur de Z et Y I'ouvert de X d’espace
sous-jacent le complémentaire de T'.

Si (€, ®) est un complexe de F—EEOI(TDTZQ(TTZ)), alors ur € € F-ﬁﬁol(D; Q(TT)) et I'on obtient
les égalités :

LY, ur&, )V = Lzny, g0, (3.2.3.1)
P, ur &, )V = PNy, e, ). (3.2.3.2)

Démonstration. Tout d’abord, comme les deux foncteurs u; et up sont isomorphes (proposi-

tion 1.1.9) et puisque le foncteur uy (respectivement ur ) préserve la DTZ Q—cohérence (respec-
coh

tivement la D%Q(TTZ)—cohérence), on vérifie que ur € € F-DPY, (D;’Q(TT)). Or, en dualisant le

morphisme d’adjonction : Id — ufpur 4 (§ 1.2.13), comme u est une immersion fermée (§ 1.2.13),
on obtient I'isomorphisme uJTr our)€ = €. 11 en dérive que ur,)& est a fibres finies et donc que

ur,€ € F-Dpy (DL o('T)).
Traitons a présent 1'égalité 3.2.3.1. Comme u7 )€ est a support dans Z, on obtient
L(yv uT,!E) t) = L(Z’ N ‘H) UT,!Sv t)
Comme l'isomorphisme de composition des images inverses (extraordinaires) est compatible &
Frobenius (voir § 1.2.2), il découle alors de I'isomorphisme uf. o up & = & D'égalité (3.2.3.1).

Enfin, en dualisant (1.2.22.3), on obtient I'isomorphisme prour () = (pou)r,.(€) compatible
a l'action de Frobenius, ou p : X — § désigne le morphisme structural de X. D’ou la formule
(3.2.3.2). O

On vérifie le lemme suivant.

LEMME 3.2.4. Soit V,* = V" une suite spectrale de K-espaces vectoriels de dimension finie telle
que Vy® = 0, sauf pour un nombre fini de couples (r, s). On se donne de plus un endomorphisme
0 = (05°,0™) de la suite spectrale V,"* = V™. Pour tout entier N, on a alors I'égalité dans K|t] :

[T detre(@ = Vo) 0™ = T det e (1 — Vo)D"

r,s
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PROPOSITION 3.2.5. Pour tout (€, ®) € F- Dhol(DT (TT)) on a les égalités
L(Y,&,1) HLyJ{S ), 0V Py, e, T) = pr}cs .70

Démonstration. Commengons par I'égalité relative a la fonction L. Pour chaque point fermé y de Y,
I'action de Frobenius commute & la suite spectrale

H" (i 7)(3°(E)) = H™ (i) 1)(E).
Le lemme 3.2.4, appliqué & § = F4°8Y et & N = deg(y), donne alors I'égalité

[ detr (1 — ey riess YEUT = T dete (1 — tdesvpieey,

y=nm
|H" iy 1 (3C(€)) |H™ iy () ’

En mettant ’égalité ci-dessus a la puissance (—1)dX /degy, puis en faisant le produit sur tous les
points fermés de Y, on en déduit la premiere égalité.

De méme, pour I’égalité relative a la fonction P, il suffit d’appliquer le lemme 3.2.4 a la suite
spectrale H” f71(H*(E)) = H"* f7,(€) pour § = F et N = 1. O

3.3 Lien avec les fonctions L associées aux F-isocristaux surconvergents

On note Xk la fibre générique de X, qui est un K-espace analytique rigide, et sp : Xg — X le

morphisme de spécialisation.
Soit (E,®) un F-isocristal sur Y surconvergent le long de T'. Pour tout point fermé y de Y,
soient E, 1= Hrlg(Spec k(y), i,  E) la fibre de E' en y et Fjp, son automorphisme de Frobenius.

Dans [EL93, 2.3], la fonction L associée & (E, ®) est donnée par
d
L(Y,E,t) = [] deti(1 — 15V FS )T 1/degy
yey?o

PRrROPOSITION 3.3.1. Avec les notations ci-dessus, on a I’égalité :
L(Y,EY t) = L(Y,Dx r(sp, E), t).

Démonstration. Soient y un point fermé de Y. En notant de méme sp le morphisme de spécialisation
de Spf V(y), Noot-Huyghe construit dans [NH95, 1.5] un isomorphisme canonique fonctoriel en E :
Sp, © ZZK(E) = i;T o sp,(E)[dx]. Comme, dans I’équivalence de catégorie de théoreme 2.2.12, sp*

est un foncteur quasi-inverse de sp, , on vérifie que sp, oty K(E) > i;T osp, (E)[dx] est compatible
a Frobenius.

En outre, comme F est un jTOxK—module localement libre de type fini (o1 51 est le foncteur
des germes de sections surconvergentes le long de T' (voir [Ber96¢, 2.1.1.1])), on dispose d’un iso-
morphisme K (y)-linéaire compatible & Frobenius : sp, o z';K(EV) — Dg(y) o 8ps © z;K(E) D’ou
: 8p, © iZ’K(EV) — Dg o z';%T(sp*E) [dx]. En utilisant isomorphisme compatible a Frobenius
i;T(]D)xT(sp*E)) = Dg,) © i;7T(sp*E), on conclut alors la démonstration. O

Remarques 3.3.2. Avec les notations de la proposition 3.3.1, on dispose d’apres [Car05] d’un iso-
morphisme sp, (EY) = Dx 7sp,(E). Cependant, afin d’obtenir sa compatibilité & Frobenius, il faut

~

rajouter un twist, i.e., il existe un isomorphisme canonique Dy (0% (1T)q) R0 (1) SPx(EY) —
Dx 7(sp,(£)) compatible a Frobenius.

Le lemme qui suit précise [Ber90, 4.1.7].
LEMME 3.3.3. Soit E un isocristal surconvergent sur Y. L’isomorphisme canonique

Hl,(Y/K,E) = Ext (Ogg@,sp*E) (3.3.3.1)
commute a l'action de Frobenius.

200

https://doi.org/10.1112/50010437X05001880 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X05001880

FONCTIONS L ASSOCIEES AUX D-MODULES ARITHMETIQUES. CAS DES COURBES

Démonstration. Quitte a faire de la descente cohomologique, on se rameéne au cas ou
I’endomorphisme de Frobenius de X se releve en un morphisme X — X. Comme T est un di-
viseur, le Inorphisme canonique sp,(E) — Rsp,(F) est un isomorphisme. D’ou 'isomorphisme

Hi,(Y/K, E) = Ext] (Ox Q,Sp.E) (confere [Ber90, 4.1.7]). De plus, l'action de Frobenius sur

RHom D, (Ogg Q> sp*E) est la méme que celle définie par fonctorialité sur le complexe de de Rham

de sp, E (V01r (1.3.1.1)). Comme l’action de Frobenius sur la cohomologie rigide est aussi définie
par fonctorialité sur le complexe de de Rham, on en déduit le lemme. ]

THEOREME 3.3.4. Soit & € F- Dhol(D;’Q(TT)). On suppose que les espaces de cohomologie de &

sont associés a des F-isocristaux sur Y surconvergents le long de T. Alors & vérifie la conjecture
L=P.

Démonstration. Grace a la proposition 3.2.5 et a [Car05, 2.2.13], on se raméne au cas ot Dy 7(E)
est de la forme sp, (F), avec E un F-isocristal sur Y surconvergent le long de T'. Or, les fonctions L
et P sont additives en X et commutent aux changements de base (pour la fonction P, cela résulte
de [Ber02, 2.4.2], de [Ber00, 3.2.1] et de [Vir00, I.4]). Quitte a faire une extension du corps de base,
on peut donc supposer X géométriquement connexe. Or, via la proposition 3.3.1 puis la formule
cohomologique [EL93, 6.3.11] d’Etesse et Le Stum, on obtient :
2dx
LY, & t) = L(Y, EV, t) I_IOdetK (1—tg* ﬂ;{;g(yﬂ))FlV“. (3.3.4.1)
T
De plus, grace a théoréme 1.2.25 et au théoreme de bidualité compatible & Frobenius (voir [Vir00,
I1.3.5]), on dispose d’'un isomorphisme canonique compatible & Frobenius

H'™™ % (fr)(€)) = Bxtl; (Dx,r(€), Ox,0)-
x,Q

Or, il résulte du théoreme de dualité de Poincaré 1.3.5, que si A1,..., Ag, sont les valeurs propres

de laction de Frobenius sur Extzdqa "(Oz,0,Dx1(&)), alors g /Ny, gt /Ad, sont les valeurs
Do
propres de l'action de Frobenius sur Ext] (Dx7(€), Ox,g). Grace au lemme 3.3.3 et comme
x,Q

(—1)2dx=r+1 — (—1)"*1 il en résulte la formule :

d 1
detr (1 —tq 35F|Hizx ,

-1 2dx7'r+l o -1 r+1
v = detic (1 = tFjpprax () " -

En faisant le produit sur r, on obtient alors I’égalité de fonctions cohomologiques :
2dx

HdetK 1 _tq ‘Hr (YE))(_I)T+1 = P(yv 8’ t)

rig
r=0

On conclut via (3.3.4.1). O

3.4 Formule cohomologique des fonctions L dans le cas des courbes

THEOREME 3.4.1. On suppose que dx < 1. Alors, la propriété L = P (voir 3.1.4) est vérifiée pour
tout complexe (€, ®) € F- Dhol(fD;reQ(TT)).

La proposition 3.2.2 nous donne les égalités :

Démonstration. Soit (€, ®) € FD (D Q( T)).
&),t) et P(H E,t) = P(X,Dx o Dx 7(€),t). On se ramene donc au cas

L(H, 8, t) - L(%, Dx [¢] D%,T(
ouT = 0.

Rappelons que d’apres le corollaire 2.3.4 les deux catégories F—ﬁﬁol(ﬁge ) et F- Dhol(D3€ (o) sont

égales. De plus, grace a la proposition 3.2.5, on peut supposer que € est un F—D3€ Q—module holonome.

201

https://doi.org/10.1112/50010437X05001880 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X05001880

D. Caro

Il résulte des théoremes 2.2.17 et 2.3.3, qu'il existe un diviseur réduit Z de X tel que (fZ)€ soit un
F-isocristal sur X \ Z surconvergent le long de Z.

D’apres le lemme 2.3.1, Z est un k-schéma affine et lisse. On peut donc relever 'immersion
fermée canonique Z — X en une immersion fermée de V-schémas formels lisses i : Z — X. Avec
laide de (1.2.14.1), le triangle de localisation de € en Z (1.1.6.5) s’écrit alors

iyoi(&) = &— (12)(&) =iy 0i'(&)1]. (3.4.1.1)

Or, le théoréme 3.3.4 nous dit que (TZ)(&), qui est un F-isocristal surconvergent, vérifie la conjecture
L = P. Comme iy 0i'(€) est & support dans Z, il est de la forme i,(F) ot F est un F-isocristal
convergent sur Z. Il résulte alors de la proposition 3.2.3, que la conjecture L = P est vérifiée pour
i10i'(€). On termine alors la preuve gréace au triangle distingué (3.4.1.1) et & la proposition 3.2.1. O

4. Holonomie des F-isocristaux surconvergents sur les courbes

Grace a la proposition 2.3.2, nous prouvons dans cette section que la conjecture énoncée dans [Ber(2,
5.3.6.D] est validée pour les courbes propres et lisses.

4.1 F-isocristaux convergents et D-modules arithmétiques sur les log-schémas formels

On appellera F-isocristal convergent sur un log-schéma (X, M) fin et de type fini sur k, un
F-isocristal sur le site convergent de (X, M) zariskien ou étale (voir [Shi02, 2.1.3 et 2.1.19]).

Rappelons que Montagnon construit dans [Mon02] les D-modules arithmétiques de niveau m
sur les schémas logarithmiques fins et log-lisses. En calquant la construction non logarithmique
[Ber96al, on en déduit par complétion, tensorisation par Q et passage & la limite sur le niveau la
construction du faisceau d’anneaux DZ%, M),Q? ou (%, M) désigne un V-schéma formel logarithmique
log lisse et fin.

Il résulte de la section [Ber96a, 3] et de la structure locale des faisceaux @EQ)M) Q donnée par

Montagnon [Mon02] que ceux-ci sont cohérents. Les théoremes [Ber96a, 3.5.3 et 4.3.5] se généralisent

alors au cas des log-schémas : les extensions @E?)M) Q™ @E?Ll)) 0 sont donc plates. Par passage a

la limite sur le niveau, le faisceau D& M),0 est donc cohérent.

Remarquons que par fonctorialité, le morphisme canonique (X, M) — X induit un morphisme

) T i
d’anneaux D(%,M),Q — Dx,Q'

PROPOSITION 4.1.1. Soit (X, M) un log-schéma formel lisse. Le foncteur sp, induit une équivalence

T

entre la catégorie des isocristaux convergents sur (X, M) et celle des D (M

Ozx,q-cohérents.

) Q-mod ules cohérents

Démonstration. 11 s’agit de recopier [Ber96a, 4.1.4]. O

4.2 La conjecture de monodromie génériquement finie

Rappelons la conjecture suivante énoncée par Shiho dans [Shi02, 3.1.8] (ou Tsuzuki dans [Tsu02,
1.3.1]) que l'on peut nommer la conjecture de monodromie génériquement finie :

CONJECTURE 4.2.1. Soit Y un k-schéma lisse séparé de type fini et E un F-isocristal surconvergent
sur Y. Il existe alors :

(i) un morphisme propre, surjectif, génériquement étale g : Y1 — Y ;

(ii) une immersion ouverte j; : Y7 — X; dans une variété projective lisse telle que Dy := X7\ Y}
soit un diviseur & croisements normaux de X7 ;
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(iii) un isocristal convergent Gy sur (X3, M7) (ou M est la log structure associée a (X1, D1)) sur
SpfV,

tels que jT(G1) = ¢*F.

Dans le cas des courbes, Kedlaya (voir [Ked03, 1.1]) a prouvé cette conjecture. Dans le langage
des D-modules, celle-ci se réécrit :

THEOREME 4.2.2. Soient X une V-courbe formelle propre et lisse, T un diviseur de X, Y I'ouvert de
X complémentaire de T' et € un F—D;(TT)@—modu]e cohérent qui soit en outre Ox("T)g-cohérent.
11 existe alors :

(i) un morphisme fini, surjectif et génériquement étale de V-courbes formelles lisses f : X1 — X ;
(ii) un diviseur Ty de X; tel que f~T) C Ty ;
(iii) un szl,Ml),Q
par le diviseur Ty sur Xi) ;

-module cohérent O, g-cohérent Gy (ot M, est la structure logarithmique induite

tels que f!T1 ’T(E) provienne de Gq, i.e., qu’il soit isomorphe a D;& (TTl)@ ®Dgx e 91.

1815
Démonstration. Notons E le F-isocristal surconvergent sur Y associé a £ (théoreme 2.2.12). Grace
a Kedlaya [Ked03, 1.1], il existe un morphisme fini, génériquement étale et surjectif g : Y1 — Y,
une immersion ouverte Y; < X; dans une variété propre et lisse, un isocristal convergent G sur
(X1, My) (ot My est la log structure associée & (X1, X; \ 1)) sur SpfV, tels que jT(G1) = ¢*E.
Notons G; le DZ%, M)@-Inodule cohérent Ox g-cohérent associé a G1 (proposition 4.1.1).

Le morphisme g se prolonge de maniere unique en un morphisme fini fo : X7 — X. Grace au
lemme [Cre98, 8.3] de Crew, fp se releve en un morphisme f : X; — X, ou X; est un V-schéma
formel propre et plat. Les réductions modulo 7**! de X; sont donc lisses sur S; (car celles-ci sont
plates et leur unique fibre, X1, est lisse : voir [SGA1, I1.2.1]). Ainsi, X; est lisse. De méme, on vérifie
via [SGA1, 1.5.9] que f est fini et génériquement étale.

En posant T} := X1\Y7, d’apreés [NH95, 1.5], sp,(¢*F) = f!T1 ’T(8). De plus, de maniere analogue
au cas ou la log-structure M; est triviale, sp*jT(Gl) = Ox, (TTl)Q ®0x, 0 G1. Prouvons a présent que

le morphisme canonique p : Ox, ("T})g ®0x, 0 91 — ®;€1 ('T)o ®DZ?€ . G1 est un isomorphisme.

1,My)
Comme le morphisme canonique DJ(rxl MO D;rgl o est un isomorphisme en dehors de Tj, par

théoreme 2.2.12, on vérifie que les deux termes de p sont Oggl(TTl)Q—cohérents. Par [Ber90, 3.1.4.2],
p est un isomorphisme en dehors de T3. Il en découle que p est un isomorphisme (via [Ber96a,
4.3.10.1]). O

4.3 Preuve

On s’inspire de la preuve de la D; g-cohérence de 0x(IT)g (voir [Ber96b]). On remplace le théoréme
de désingularisation de de Jong [Dej96] par le théoréme de monodromie génériquement finie.

PROPOSITION 4.3.1. Soient f : X1 — X un morphisme propre, surjectif et génériquement étale de
V-schémas formels lisses, T un diviseur de X. Soient € un @;(TT)Q—modu]e cohérent et Ox(TT)q-
cohérent.

Si f!TE est a cohomologie D&l7Q—cohérente, alors & est D;Q—cohérent.

Démonstration. Notons E le F-isocristal sur X \ T' surconvergent le long de T" associé a € et fx :
X1k — Xk le morphisme induit par f sur les fibres génériques. Comme dx, = dx, d’aprés [NH95,
1.5], on a un isomorphisme canonique sp, o f5(E) = fr(€). Or, I'image inverse d'un isocristal
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surconvergent commute au foncteur dual. Comme en outre le foncteur sp, commute aux foncteurs
duaux respectifs (remarques 3.3.2), on en déduit un isomorphisme canonique f!TE = f;f €. Comme
f est un morphisme propre, fr ; est adjoint a gauche de f:!p et f;f est adjoint & gauche de fri (cela
résulte du théoreme 1.2.7 et de (1.2.10.1)). On obtient donc par adjonction les morphismes suivants

€ — frifr(€) — &.

Comme f!T(E) est & cohomologie D;l@-cohérente, il résulte de I'isomorphisme canonique fr, — fi
(voir la proposition 1.1.9) que le complexe fr f+(€) est & cohomologie D;Q—cohérente (comme f
est propre, d’apres [Ber02, 4.3.8] le foncteur f; conserve la Df-cohérence).

Il reste ainsi a prouver que le composé de ces deux morphismes d’adjonction est un isomorphisme.

Comme € est un isocristal surconvergent, il suffit de le vérifier sur un ouvert dense de X. Or, il existe
un ouvert dense 4 de X inclus dans X \ T tel que g := Jju soit surjectif, fini et étale. On a donc les

égalités g, = g, et ¢’ = g*. Sur Y, ce morphisme composé est donc égal & la multiplication par le
rang générique de g~ (U) sur U. D’oit le résultat. O

Pour les courbes, on a un peu mieux.

PROPOSITION 4.3.2. Soient f : X1 — X un morphisme propre, surjectif et génériquement étale de
V-courbes formelles lisses, T (respectivement Ty ) un diviseur de X (resp X1) tels que f~1(T) C Ty.
Soit € un D;(TT)Q—modu]e cohérent et Ox(1T)g-cohérent.

Si fr_!pLT(E) est a cohomologie D;LQ-COhérente, alors &€ est fD%Q—COhérent.

Démonstration. 1l existe un diviseur 77 disjoint de f=(T) tel que T}y = T U f~1(T). On dispose
du triangle de localisation de f5(€) relativement & T} :

R, (F(8)) — F(8) — (T))(£1(8)) — RLL, (£ (€)1 (4.3.2.1)

Tl résulte de [NH95, 1.5] que f4(€) est un isocristal surconvergent sur X1\ f~1(7"). Comme T} C X7\
f71(T), en notant & une immersion fermée de V-schémas formels lisses relevant 7] C X7, il en dérive,
via [NH95, 1.5], que o'(fh(€)) est un isocristal convergent sur 7} décalé de [—1] (I'image inverse
d’un isocristal convergent est un isocristal convergent). Via I’analogue arithmétique de Kashiwara

~

[Ber02, 5.3.3], ayo' (f1(€)) & RE;{(]”T(E)) est donc & cohomologie D&h(@—cohérente. Or, f’ThT(S) —

(T (f1(€)) (proposition 1.1.9). Par hypothese, (177)(f1(€)) est donc aussi & cohomologie D;l o
cohérente. D’aprés le triangle de localisation (4.3.2.1), il en est de méme de f5(€). On conclut la
démonstration grace a la proposition 4.3.1. ]

PROPOSITION 4.3.3. Soient X une V-courbe formelle propre et lisse, T un diviseur de X, Y I'ouvert
de X complémentaire de T et M la structure logarithmique induite par T. Si & un F—D;Q(TT)—

module cohérent Ox(TT )o-cohérent et qui provienne d’un isocristal convergent sur le log-schéma
(X, M) (au sens du théoréme 4.2.2), alors € est D;re g-Ccohérent.

Démonstration. Comme & provient par restriction d’un isocristal convergent sur (X, M), il existe
donc un D; g-module cohérent G et un isomorphisme (7§ = &. D’aprés la proposition 2.3.2, on
en déduit aussitot la proposition. O

THEOREME 4.3.4. On garde les notations de la proposition 4.3.3. Si & un F-TD;Q(TT)—module

cohérent qui soit associé a un F-isocristal sur Y surconvergent le long de T, alors & est un F—Dg€ Q
module holonome.
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Démonstration. D’apres le théoreme 4.2.2 et avec ses notations, il existe un DZ ) Q-module

xlyMl )
cohérent Oy, g-cohérent G; tel que f:!p T(S) — DT (TTl)Q ® pt G1. Via la proposition 4.3.3,

(¥1,M7),Q
! T
fr_'pLT(E) est Dy, Q—coherent Il résulte alors de la proposition 4.3.2 que & est D xQ -cohérent. Par
[Ber02, 5.3.5.(i)], € est donc holonome. O

Le théoreme qui suit dit que la conjecture [Ber02, 5.3.6.D] est validée lorsque X est une V-courbe
formelle propre et lisse.

THEOREME 4.3.5. On garde les notations de la proposition 4. 33 Si € un F- DxQ(TT)—module
cohérent dont la restriction a Y est holonome, alors & est un F- Dx Q—modu]e holonome.

Démonstration. Comme &y est holonome, d’apres [Ber02, 5.3.5], il existe un ouvert dense  de Y tel
que E|U soit Oy g-cohérent. On obtient donc un diviseur 7" de X disjoint de T" tel que U = X\ (T"UT)
et (TT’ UT,T)E est un F-isocristal sur U surconvergent le long de 77 UT. D’apres le théoreme 4.3.4,
(‘T U T,T)(€) est holonome. Or, ("7 UT,T)(&) = (IT" UT)(E) (voir § 1.1.8) et le morphisme
canonique (177)(€) — (TT"UT)(€) est un isomorphisme (car avec [Ber96a, 4.3.12], il I'est en dehors
de T"). D’ot1 I'holonomie de (T77)(€).

Soient 7' : 7' — X et i : T/ — Y des relévements des immersions fermées respectives 77 — X et

~

T" — Y. Il résulte de I'isomorphisme i" (&) = i”!(8|9) et du théoréme 2.3.3 que i"*(€) est holonome.
Il en est ainsi de méme de RE},(E) (qui est isomorphe & 7, i"(€)).
11 résulte du triangle de localisation de & en T”, que & est holonome. O
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