
UBER DIE KLASSENZAHLEN

ALGEBRAISCHER ZAHLKORPER

SIGEKATU KURODA

Seit Herr Artin seine ailgemeinen Z-Funktionen, die mit Frobeniusschen Grup-

pencharakteren gebildet sind, entdeckt hat [1], sind die multiplikativen Rela-

tionen Dedekindscher ς-Funktionen als additive Relationen zwischen den Fro-

beniusschen Gruppencharakteren mit Erfolg untersucht worden. Durch diese

Methode sind gewisse Klassenzahlrelationen in den folgenden Zeilen zu betrachten.

Eine additive Relation (1) zwischen den Gruppencharakteren bringt namlich

die entsprechende multiplikative sowohl zwischen den C-Funktionen (2), als auch,

wegen Artinscher Fuhrerdiskriminantenformel, zwischen den Diskriminanten re-

lativ-galoisscher Korper (6) hervor. Daraus ergibt sich eine Klassenzahlrelation

(12), die darauf hinweisen mochte, dass zwischen Idealkassen- und Einheiten-

gruppe gewisser innige Zusammenhang steckte. Etwaige Formel (12) lasst sich

im relativ-abelschen Falle mit Hilfe der Mδbiusschen Funktion verwirklichen

(15).

Indem dies auf den speziellen abelschen Korper vom Grade lm, dessen Galois-

gruppe vom Typus (/,/,,.., /) ist, angewandt wird, erhalten wir die Formel (Π'"

Dass die Zahl A in (17) eine Potenz von / ist, folgt algebraisch aus dem v y:

Nehrkorn [5] herrϋhrenden Satze (19). Unter der Annahme, die zu An fang d̂

Nr. 7 gestellt wird, werden wir in (38) den expliziten Ausdruck von A geben,

der eine teilweise Verallgemeinerung des Dirichlet-Herglotz'schen Satzes [_4~] ist,
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2 SIGEKATU KURODA

1. Es sei K/k ein relativ-galoisscher Zahlkδrper mit der Galoisgruppe G und

XΩ{G) (<?eG) der Charakter von G, der durch den Hauptcharakter der dem

Uuterkδrper Ω von K entaprechenden Untergruppe H von G induziert.

Erstens ist dann nach Artin [3]

CQ(S) =L(s,χΩ', K/k),

wobei CΩ(S) die zu Ω gehδrige Dedekindsche C-Funktion und L(S,XΩ', K/k) die

zu XΩ gehδrige Artinsche Z-Funktion ist. Wenn zwischen XΩ(<J) eine lineare Re-

lation

(1) 1HCΩXΩ{O) = 0

fur alle <;£(? mit ganzrationalem CΩ besteht, so erhalten wir dementsprechend

eine multiplikative Relation

(2)

Nach (1) ist speziell fur a = 1

(3)

wobei πiΩ - XΩ{1) dieOrdnung der Faktorgruppe G/Hoder der Kδrpergrad (Ω/k)

sind.

Zweitens haben wir auch nach Artin [2J die Fuhrerdiskriminantenformel

wobei D(Ω/k) die Relativdiskriminante von Ω/k und \(XΩ, K/k) der Fiihrer des

Charakters XΩ bezuglich K/k ist. Unter der Voraussetzung (1) folgt aus (4)

unmittelbar die Formel

(5) ΐlD{Ω/k)c® = 1.

Durch absolute Normbiίdung der Differente φ(£) = ©(£/*)©(£) unter Benut-

zung von (3) fiihrt die Formel (5) weiter auf die zwischen den Diskriminanten

D(Ω) der Unterkδrper Ω von K/k bestehende Formel

Drittens definieren wir fur einen Charakter X der Gruppe G und fur eine

Bewertung p von k die folgende Zahl

wenn p komplex ist,
(7) β(χ,p,K/k) ' *

_ ί ( 2 τ τ ) ^ I i ,

Dabei bezeichnen wir mit a die Frobenius-substitution einer Primteiler φ von p

in K. Wenn weiter
B(χ,K/k)=Πβ{Z,P,K/k),

gesetzt wird, wobei p alle unendlichen Primstelle von k durchlaufe, so konnen

wir beweisen wie bei Artinschen Gammafaktoren [3]

B(Zi + X^K/k) = B(χhK/k)B(χ,,K/k),

(8) B(χ,K'/k) = B(χ,K/k) , {K' 2 K,K'/k galoissch),

B(X*,K/k) = B{ψ,K/Ω), (ψ ein Charakter von H).
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KLASSENZAHLEN ALGEBRAISCHER ZAHLKϋRPER 3

Fiir den vom Hauptcharakter von H induzierten Charakter χΩ gilt nun wegen
<7) und (8)

(9) B(χQ9K/k) = ^ V ί Ω ,

wobei rjΩ

? /L)

Ω bezuglich der Anzahl der konjugierten Kδrper von i2 die iibliche

Bedeutung haben. Wegen (8) und (9) erhalten wir dann aus unserer Vorausset-

zung (1)

(10) Ω V Ω

Speziell gilt (rQ - r,Q + r2

Ω - 1)

(11) Σ * Ω * Q = Σ ^ r 2

Ω - Σc Ω r Ω - Σ c Ω - 0.

Wenn letztens mit ha, /?Q9 M/Q die Klassenzahl, der Regulator bzw. die Anzahl

der Einheitswurzeln des Kδrpers Ω bezeichnet werde, so ergibt sich nach (2)

Π(lim(5 - 1 )

Daraus folgt wegen (6) und (10) die Klassenzahlrelation

(12) ( g ) C Ω

2e Um wirklich eine Formel (1) fiir relativ-abelschen Kδrper zu finden, schal-

ten wir eine Betrachtung liber beliebige Gruppe G eίn0 Seΐ N ein Norrnalteiler

von G, so ίst ersichtlich der durch den Hauptcharakter von N induzierte Cha-

rakter %y(σ) = (G : N) oder 0, je nachdem σ&N oder σ & N ist. Mi thin gilt

(13) χs{*) - Σ Λ Zy(̂ ) - Σ Λ ^ (^), // = XsO) ,

wobei die erste Summe alle einfachen Charaktere %j von G/N, die letzte a lie

rationalen Charaktere Ξi, die die Summe Ξi{a) = 'ΣX(σ) algebraisch konjugierter

einfacher Charaktere χ(a) von G/N sind, durchlaufe.

Nun sei G abelsch und werde mit U, V, W,... beliebige Untergruppe von G

mit zyklischer Faktorgruppe G/U,... bezeichnet, Dann entspricht jeder U ein-

eindeutig ein rationaler Charakter ΞV in der Weise, dass Ξι\a) = Ξc(l) dann und

nur dann gilt, wenn a e U ist. Damit ergibt sich nach (13) fur jede Untergruppe

JV von G

(14) Z*(σ) = *ΣΞu{*)>
USX

wobei die Summe alle Charaktere Ξu, die der Gruppe U => N mit zyklischer G/U

entsprechen, durchlaufe, Mit Hilfe der Mobiusschen Funktion μ folgt nun aus

(14) fiir eine feste W

Vsw r=U raw rat'aif

Weil aber V/W zyklisch ist, ist also
(I

Σ v(U: W) = ΣM«O =ί
VS>USW anV'ΛV) S Q

V- W
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4 SIGEKATU KURODA

Daher erMlt man

ΞΛσ) = Σ u(U: W)Xu(σ) .
uv

Daraus folgt wegen (14) fur die Einheitsgruppe E

Wenn also

W UOIV

Σ
UOW

gesetzt wird, erhalten wir die Formel

(15) χE(σ) =

Diese Formel gibt nach (1) und (12) eine Klassenzahlrelation zwischen den

Unterkδrpern des relativ-abelschen Kδrper K/k mit der Galoisgruppe G.

Speziaiisieren wir die Formel (15) fur einen relativ-abeίschen Kδrper K/k

vom Primzahlpotenzgrade lm, dessen Galoisgruppe vom Typus (l,ΐ9...,I) ist so>

ergibt sich

(16) XK - Xk = ^(Xa -Xk),

wobei die Summe die t = (lm — 1)1 {I - 1) zyklischen Unterkδrper i2/^ vom Re-

lativgrade / durchlaufe. Aus (12) und (16) folgt

Λ . P . W , p . g π , w ή

wobei (^? /?(#), ίΓ), (A, /?(^)? M?) bzw. (Ay, Λ(^y), ^y) dieselbe Bedeutung wie oben.

beziiglich des Kδrpers K, k bzw. der t Unterkδrper Ωj hat

a Wir wolίen die Zahl A spater naher bestimmen. Allerdings kδnnen wir

ohne Benutzung der C-Funktion beweisen, dass A eine Potenz von / ist NSmlich

sei K/k beliebiger algebraischer Zahlkδrper vom Relativgrade n und vorlaiifig

unter Idealklassengruppe verstehen wir immer die grδbere, namlich die, deren

Hauptklasse diejenige Ideale umfasst, weiche durch Potenzierung mit dem au»

Iauter der Primteϋern von n komponierten Exponent Hauptideale werden. Daim

ist die Untergruppe der Idealklassengruppe H von K, deren Klassen ein Ideal

von k enthalten, isomorph mit der Idealklassengruppe h von k, so dass die Fak-

torgruppe H/h einen Sinn hat In unserm abelschen Fall gilt nun der Satz, dass.

die Faktorgruppe H/h das direkte Produkt der Gruppe hj/h ist:

(19) H/h ^ Uhj/h ,
3 = 1

wobei H9 hj bzw. h die obengenannte Ideaίklassengruppe des Kδrpers K, Ωj bzw.

k bezeichnet [51 Wir skizieren kurz den Beweis von (19). Dazu braucht es nur

die Normbildung der Ideale zu betrachten.
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KLASSENZAHLEN ALGEBRAISCHER ZAHLKURPER 5

1) Die Untergruppe von H/h, deren Klasse von Idealen aus einem Ωj erzeugt

wird, ist isomorph mit der Gruppe hj/h. Denn, wie man leicht aus der Norm-

bildung nach K/Ωj ersieht, gehort ein Ideal von Ωj dann und nur dann zur Haupt-

klasse von H/h, wenn das schon zu derselben von hj/h gehort
t

2) Das Produkt YKhj/h), das nach 1) eine Untergruppe von H/h ist, ist direkt.
5 = 1

Denn die Klassen von H/h, welche ein Ideal Qj von Ωj (j fest) enthalten und

die, welche von einem Produkt $ = Π3Ί" der Ideale 3/ von Ω% (i # /) erzeugt

werden, haben keine gemeinsame Klasse ausser Hauptklasse. Dies sieht man

wieder durch die Normbildung der Ideale Qj und Q nach K/Ωj.

3) U(hj/h) stimmt mit H/h uberein. Denn lm'ι-te Potenz 3 / m" J aller Ideale

^ von K erfϋllen alle Klasse der Gruppe H/h, da die Ordnung von H/h prim zu
/ ist. Wenn dann Qj = NK/Ω$ gesetzt wird, das Ideal Q1™'1 ist Equivalent in

t t

unserm Sinne mit dem Ideale U3j a u s JJ{hj/h), da
3=1 J = l

und dabei t - {lm~ι-l)/(l - 1) = lm~ι ist. Damίt ist (19) bewiesen worden.

Wegen (19) gilt (17) mit der Zahl A, welche eine Potenz von / ist.

4. Um die Zahl A zu bestimmen, brauchen wir die folgenden Bezeichnungen.

Einheit des Kδrpers k, Ωj bzw. K.

Einheitswurzel des Kδrpers k, Ωj bzw. K.

Einheit bzw. Einheitswurzel aus K, die durch Ej bzw. Pj(j = 1,... ,0

erzeugt wird.

Einheit aus Ωj, fur die NΩj/kHj — 1 ist.

HQ : Einheit aus K, die durch Hj(j = 1,..., t) erzeugt wird.

r, Rj9 R Die Anzahl der Grundeinheiten des Korpers k, Ωj, bzw. K.

5. Wir betrachten zunachst die Zahl W von (18).

Erstens sei / # 2. Es sei p eine Primzahl und W genau durch pa, dagegen

w nicht durch pa teilbar. Dann gibt es ein und nur ein Unterkorper Ωj, die

durch Adjunktion der ^-ten Einheitswurzel zu k erzeugt wird, weil hierbei p ^ 2

sein muss und die Galoisgruppe von K/k vom Typus (/,/,..., /) ist. Daher ist

eine und nur eine Wj genau durch pa teilbar. Also ist W = 1.

Zweitens sei / = 2. Wenn es in diesem Falle unter den t Kδrpern Ωj sowohl

k(V^Γΐ) als auch &(cos π/2a) (a ^ 2) gibt, so ist W = 2. Sonst ist W = 1. Beide

Falle zusammenfassend, erhalten wir

(20) W=(P:PQ).

Nun betrachten wir den Inedx (Ej : εHj), der bekanntlich endlich ist. Wenn

also Hj,i,..., Hj,Sj die Basis der Einheitengruppe Hj(abgeshen von Einheitswur-
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6 SIGEKATU KURODA

zeln) sind, so ist sj = ry - r und wegen (11) und (16)

r + Σsy = r + Σ ( r / - r) = R .

Daher besteht das System der Einheiten Hj9i9 . . . , Hj#3 (j = 1,..., t) und der

Grundeinheiten e 1 ?..., εr von k genau aus R Einheiten von K, welche in der Tat
t

unabhSgig sind, wie man ίeicht sieht, wenn man aus der Relation εUHj = 1 die

Norm nach K/Ωj nimmt. Der Regulator der durch diese R Einheiten erzeugten

Gruppe werde mit R(SHΩ) bezeichnet und sei

K } ι ~~ ~R\K) lλ R(εHj) '

'R(εHj)

gesetzt Dann ist P = PjP2, A = WPjP2.

6β Die Formel (21) bedeutet P, = M^Φ4r\ - D a a b e r

: PBΩ)(PΞQ : PeffΩ)9 (E: JEQ) = {E\ PEQ)(P: PΩ) ist, so ist wegen (20)

(23)

Nun kδnnen wir die Grundeinheiten von Qj und die εj,h ..., ey?r von ^ so

bestimmen, dass jene entweder aus ey,j,..., ey,r, -δy,j,. . 9Ej9SJ oder aus i / ^ ey,2,

. . . , ej9r9 Ej9l9... 9Ej,sj bestehen. Der letzte Fall entsteht dann und unr dann, wenn

Ωj = k(i/'ej~) ein durch die /-te Wurzel einer Einheit von k erzeugte Kummersche

Korper ist Es seί oj = 0 oder 1, je nachdem der erste oder der ίetzte Fall ein-

tritt. Dann ist ersichtlich

(Ej : Pjεlίj) = ̂ (ίlEf Π

Dabei wlrd die Gruppe der rechten Seite, ebenso wie unten, mod. der durch

die ersten r Basen erzeugten Gruppe betrachtet

Unter den Kδrpern Ωj, fur welche oj = 1 ist, gebe es genau u unabMngige,

etwa Ω> = k(iy^)9 . . . , £ „ = * ( V ^ ) . Dann ist (/« - 1)1 {I - 1) die Anzahl der

samtiichen Korper Ωj mit OJ = 1. Daher ist

(24) Π(£> : PjeHA = /^-i)/(/-i'Π(Π^;β : Π ^ i β ) .

Nun betrachten wir den. Index (PEΩ : PeJΪΏ). Die Gruppe PEQ wird? abge-
t

sehen von Einheitswurzeln, erzeugt durch die Σ ( ^ + 5/) Einheiten

% εy?2?... ? e/,r, £>,J, . . . , -Ey^, wobei ηj = { fur oy = |

von Ωj {j = 1,. . . 5 ί ) . Die rί Einheiten τ?y, ey9],..., ey,r (j = 1 , . . . , t) von dieser
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Reihe erzeugt eine Gruppe mit r Basen, welche mit η bezeichnet werde. Weil
t Sj

dann das Element von EQ in der Form -η Π Π Exi>* dargestellt wird, deshalb ist

der Index (PEΩ : PεHa) - (ηT\TlE*j*: ε Π Π ^ ^ ' * ) = {yι: e) (
Ferner ist ersichtlich, dass aus ε^eff, . . . εa

u

u

fl = ει notwendigerweise aγ = α2 = •. -

= «« = 0 (mod. /) folgt, und dass alle Ωj mit 0y = 1 in der Form

(25) Ω, = k

dargestellt werden. Also wegen (25) wird die Gruppe -η durch die ersten u Sys-

teme Vey?1, ey?2? . > ε/?r O" = l , . . . , « ) erzeugt. Wiirde nun εy,i in der Form ey,i

= ex

1jι . . . εjs*^ dargestellt, so widerspricht dies gegen der Unabhangigkeit der

Korper Ωl9..., Ωu. Mithin ergibt sich nach Induktion in bezug auf j - 1 , . . . , u

(77: e) = l\ Also gilt

(26) WP, = (E : EΩ)lu-{lU-ι)^ι-ι).

7. Nun wollen wir die Zahl P 2 betrachten. Von hier ab nehmen wir an, dass

jede reelle konjugierte Korper h% von k immer in einem reellen konjugierten

Korper Kι von K enthalten sei. In diesem Falle sind R - r = (r + 1) (/m - 1),

rj - r = (r + 1) (f - 1), so dass alle sy (j = 1, . . . , t) gleich sind, die wir mit

s = (r + l ) ( / - l ) bezeichnen wollen. Unsre Annahme ist offenbar erfullt, falls

/ # 2 ist.

Die Substitutionen der Galoisgruppe G von if/* seien aλ = 1, <*>,..., <̂w (w = lm)

und wir wahlen r+1 Isomorphismen von K, etwa θl9..., ^r+], aus, von denen wie

ϋblich θu.,., θri den Korper k im reellen &θi' und θrι+ι,..., #r+i im (untereinander

nicht komplex-konjugierten) komplexen # 0 ' verwandeln. Wir setzen dann

A =

Addiert man in A jede Zeile zur letzten. so ergibt sich wegen Nε =
I Δ I

(27)

Nun wollen wir den Regulator R(εHj) der Gruppe eHj betrachten. Dazu

setzen wir wieder

By =
% ••• lHJ%

und schreiben der Kurze halber fur ein Element a von G
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(28)

Es sei ry eiπ Element von G, das die Galoisgruppe von Ωj/k erzeugt. Dann ist,

wie bei (28),

(29) {r+l)lR(tHj) =

A
ryA

r/-Ά i

By

ryBy

-/-•By

A

A

By

L ryBy

A ry'-'By

wobei E die (r + l)-reihige Einheίtsmatrix ist

(30) Jj =

E

E

E r

By

ryBy

/-•B,•

= |A|

E By
E ryBy

E ry'-'By

Wird

gesetzt, so ergibt sich nach (27), (29) und (30)

(31)

(32)

8. Fur die Grnppe εHa in K ergibt sich Shnlich wie in 7

meHa) _ 1 , ..
-R(k) - j w l J l '

wobei

E B, . . . B,

J = E

ist. Ferner sei %ι = 1, χ°,..., # n die n = lm Charaktere von G und sei

E E . . . E

E *„(<*)

so ist

wobei ((?B0 = E)

(33) Ay = gjfiWE Λy, (lέίidZn, O^jέt),

sind. Aus der Charakterenrelation ersieht man leicht, dass AJ?0 = lmE, A2,0
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= Aw?0 = 0 sind. Fur / = 1 kδnnen wir beweisen AI,J = ... = Aht =0, wie folgt.

Es sei U die Untergruppe von G, die dem Ωj entspricht und sei G = U -f Uτ + . . .

+ ZTr'"1. Weil dann τ = ry eine erzeugende Substitution der Galoisgruppe von

Ωj/k ist, so ist nach (33) fur i = l9lgjέt

Da aber Naj/kHj.i = 1 ist, so ist Ai,y = 0.

Um A;,y fίir ί # 1, ./ # 0 zu bestimmen, sei V die Gruppe der Elemente a von

G, fur die Xi(σ) = 1 sind. Falls U ^ V, so ist nach (33) (r = ry)

, (ί = 2, . . . , Λ; y = ϊ , . . . , / ) .

^ + . . . + W ~ J

? v/o ^ wieier eine

(34) Aij = P -

Falls Z7=^F F , so sei £7 ^ W ? ^

die Gruppe von Ωj/k erzeugende Substitution ist. Nach (33) ist indiesem Falίe

A / Σ Σ B

Fiir festes a ist dann, wie oben,

Daher sind im Falle U*V alle A, ,y = 0 (i * 1, j * 0).

Fiir jedes Ωj gibt es genau / - 1 Charaktere /, fiir welche die Gruppe von

a mit χ{a) = 1 mit der dem Kδrper Ωj entsprechenden Untergruppe von G ύber-

einstimmt Diese Charaktere werden mit Xγ\ ..., ]̂{'j bezeichnet. In diesem

Sinne lassen sich die lm - 1 Charaktere in ί = (/m - l)/(/ - 1) Klassen von je

/ - 1 Charakteren eΐnteilen. Wir verabreden uns, dass die Charaktere / 2 , . . . , χn

in der Determinante X von vornherein so angeordnet werden, dass die Charaktere

X\j\ . ,Z/-j in der /-ten / - 1 Reihen nebeneinandersteht. Dann ist

lmE 0 ... 0

0 / m ~Tj . . . 0

0 0 .. . lm-Tt

wobei E die (r 4- l)-reihige Einheitsmatrix und Γy eine s = (/ - 1) (r + 1) reihige

quadratische Matrix ist, namlich wegen (34)

P =

/ l-l

- ]

Σ
α =Daher erhalten wir

(35) ή|Γy[
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9. Sei Ferner

E

E

E

so ΐst, wie oben nach (30)

(36) X,ά} =

0 Γy

Wegen (22), (31), (32), (35) und (36) ist nun

Δ !

Da aber wegen der Orthogonalita*t der Charaktere

ist, so ist
(37) p0 _. |r(ί-m)-^ι(wi-i)(P-i)+ί-m)

Wegen (26) und (37) erhalten wir also den Ausdruck

(E:Eώ
A = 19

(38)

IE 0 [ =lr+'\Γj\ (y = ! , . . . ,<)

X

10. Die Zahί (E: EΩ) ist ein Teiler von
t

. Denn, da

ist, so ist die /OT~J-te Potenz jeder Einheit von K eine EQ. Also folgt aus

{E:ET"l) = (E:EQ)(EQ:E^ι)9 dass der Index (E: EΩ) ein Teiler von

{E: Eιm~*) ist, die ihrerseits sicher ein Teiler von 1^-^R+D [stm
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