UBER DIE KLASSENZAHLEN
ALGEBRAISCHER ZAHLKORPER

SIGEKATU KURODA

Seit Herr Artin seine allgemeinen L-Funktionen, die mit Frobeniusschen Grup-
pencharakteren gebildet sind, entdeckt hat [1], sind die multiplikativen Rela-
tionen Dedekindscher ¢-Funktionen als additive Relationen zwischen den Fro-
beniusschen Gruppencharakteren mit Erfolg untersucht worden. Durch diese
Methode sind gewisse Klassenzahlrelationen in den folgenden Zeilen zu betrachten.

Eine additive Relation (1) zwischen den Gruppencharakteren bringt niimlich
die entsprechende multiplikative sowohl zwischen den ¢-Funktionen (2), als auch,
wegen Artinscher Filhrerdiskriminantenformel, zwischen den Diskriminanten re-
lativ-galoisscher Korper (6) hervor. Daraus ergibt sich eine Klassenzahlrelation
(12), die darauf hinweisen moéchte, dass zwischen Idealkassen- und Einheiten-
gruppe gewisser innige Zusammenhang steckte. Etwaige Formel (12) ldsst sich
im relativ-abelschen Falle mit Hilfe der Mobiusschen Funktion verwirklichen
(15).

Indem dies auf den speziellen abelschen Kérper vom Grade I, dessen Galois-
gruppe vom Typus (J,/,...,7) ist, angewandt wird, erhalten wir die Formel (17"
Dass die Zahl A in (17) eine Potenz von [ ist, folgt algebraisch aus dem v
Nehrkorn [5] herrithrenden Satze (19). Unter der Annahme, die zu Anfang de
Nr. 7 gestellt wird, werden wir in (38) den expliziten Ausdruck von A geben,
der eine teilweise Verallgemeinerung des Dirichlet-Herglotz’schen Satzes [47 ist
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2 SIGEKATU KURODA

1. Es sei K/k ein relativ-galoisscher Zahlkorper mit der Galoisgruppe G und
7a(s) (6 &G) der Charakter von G, der durch den Hauptcharakter der dem
Uuterkorper £ von K entaprechenden Untergruppe H von G induziert.

Erstens ist dann nach Artin [3]

Ca(s) = L(s, xa; K/k),
wobei Ca(s) die zu 2 gehorige Dedekindsche ¢-Funktion und L(s, Yo; K/k) die
zu Yo gehorige Artinsche L-Funktion ist. Wenn zwischen Ya(o) eine lineare Re-
Jation
(1) %m}(e(a) =0
fiir alle ¢ = G mit ganzrationalem cq besteht, so erhalten wir dementsprechend
eine multiplikative Relation

(2) TI¢o(s)e = 1.
Nach (1) ist speziell fir ¢ =1
(3) Slcamaq =0,
wobei mq = Ya(1) die Ordnung der Faktorgruppe G/H oder der Korpergrad (2/k)
sind.

Zweitens haben wir auch nach Artin [2] die Fiithrerdiskriminantenformel
(4) D(2/k) = (Yo, K/E) ,

wobei D(2/k) die Relativdiskriminante von 2/k und {(Xo, K/k) der Fiihrer des
Charakters 7o beziiglich K/k ist. Unter der Voraussetzung (1) folgt aus (4)
unmittelbar die Formel
(5) TID(2/k)e=1.
Durch absolute Normbildung der Differente ©(2) = D(2/k)D(k) unter Benut-
zung von (3) fihrt die Formel (5) weiter auf die zwischen den Diskriminanten
D(2) der Unterkorper 2 von K/k bestehende Formel
(6) [IID(2)e| =1.
Drittens definieren wir fiir einen Charakter ¥ der Gruppe G und fiir eine
Bewertung p von % die folgende Zahl
(2m)*h, wenn p komplex ist,
(7) B (7, v, K/k) = { . ,
2 DehHXo)2 p[X0=X0))2 " wenn p reell ist.
Dabei bezeichnen wir mit ¢ die Frobenius-substitution einer Primteiler P von p
in K. Wenn weiter
B(X,K/k) = IDIB(Z,D,K/k) ,
gesetzt wird, wobei p alle unendlichen Primstelle von % durchlaufe, so kénnen
wir beweisen wie bei Artinschen Gammafaktoren [3]
B+ X K/k) = B()Xx, K/k)B(X,, K/k) ,
(8) B(X,K'/k) = B(y,K/k), (K’ 2 K, K’'|k galoissch),
B(Yy,K/k) = B(¢,K/2), (¢ ein Charakter von H).
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KLASSENZAHLEN ALGEBRAISCHER ZAHLKORFER 3

Fiir den vom Hauptcharakter-von H induzierten Charakter /o gilt nun wegen
(7) und (8)
(9) B(fa, K/k) = 27i%+r%re%
wobei 7%, 7,2 beziiglich der Anzah] der konjugierten Korper von 2 die iibliche
Bedeutung haben. Wegen (8) und (9) erhalten wir dann aus unserer Vorausset-
zung (1)
(10) g<2r19+rzgnr:9)69 = B(Scafo, K/k) =1.
Speziell gilt (7o = 7,2 + 7,2 — 1)
(11) Sicar® = Slear? = Slecare = Sice = 0.

Wenn letztens mit ko, Rq, wq die Klassenzahl, der Regulator bzw. die Anzahl
der Einheitswurzeln des Koérpers 2 bezeichnet werde, so ergibt sich nach (2)

1 _ 2 Ra e _
Uim(s = e = T ke g ®) =

Daraus folgt wegen (6) und (10) die Klassenzahlrelation

or RN

(12) Thae = T(%52) ™.

2. Um wirklich eine Formel (1) fiir relativ-abelschen Kérper zu finden, schal-
ten wir eine Betrachtung iiber beliebige Gruppe G ein. Sei NV ein Normalteiler
von G, so ist ersichtlich der durch den Hauptcharakter von N induzierte Cha-
rakter Zy(s) = (G : N) oder 0, je nachdem ¢ & N oder & N ist. Mithin gift
13 Ay(o) = Zjlfjlf(d) = Elfifi(d) , fi=171i1),
wobei die erste Summe alle einfachen Charaktere ¥; von G/N, die letzte alle
rationalen Charaktere Z;, die die Summe Z;(s) = > /(o) algebraisch konjugierter
einfacher Charaktere /(o) von G/N sind, durchlaufe.

Nun sei G abelsch und werde mit U, V, W, ... beliebige Untergruppe von G
mit zyklischer Faktorgruppe G/U,... bezeichnet. Dann entspricht jeder U ein-
eindeutig ein rationaler Charakter Z. in der Weise, dass Z¢(¢) = Z¢(1) dann und
nur dann gilt, wenn ¢ & U ist. Damit ergibt sich nach (13) fiir jede Untergruppe
N von G
(14) Zx(a) =L_§ Ze (o),
wobei die Summe alle Charaktere =, die der Gruppe U > N mit zyklischer G/U
entsprechen, durchlaufe. Mit Hilfe der Mobiusschen Funktion ux folgt nun aus
(14) fur eine feste W

Lgi‘,y,u(U: W) 7v (o) =U;W,u(U: W)¢Z;'JEV(G) = !S;WE;-(o?vaL’Zs]”{;(U: W)
Weil aber V/W zyklisch ist, ist also

1 V=W
I‘D%élél(U. it imz;#(d) B 0 fur VxW.
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Daher erhilt man
Ew(o) = 3, u(U: W)e(o).
Daraus folgt wegen (14) fiir die Einheitsgruppe £
2e(0) = Fw(a) = > (U W)tu(o) = 2 e u(U:W).
w w U>w C Usw
Wenn also
ce =2 (U W)
Usw

gesetzt wird, erhalten wir die Formel
(15) ZF(O') = EL;CUXU(U) .

Diese Formel gibt nach (1) und (12) eine Klassenzahlrelation zwischen den
Unterkdrpern des relativ-abelschen Kérper K/k mit der Galoisgruppe G.
Spezialisieren wir die Formel (15) fiir einen relativ-abelschen Korper K/k
vom Primzahlpotenzgrade I™, dessen Galoisgruppe vom Typus (/,7,...,1) ist, so
ergibt sich
(16) X — Xk = %(Xn  OF
wobei die Summe die = (I* — 1)/(I — 1) zyklischen Unterkorper £/k vom Re-
lativgrade ! durchlaufe. Aus (12) und (16) folgt

H _ ani
_ _ R(k) & R(2)) Wtw
(18) A=PW, P=pon IR0, W= 10T,

wobei (H, R(K), W), (h, R(k), w) bzw. (k;, R(£2;), w;) dieselbe Bedeutung wie oben
beziiglich des Korpers K, k bzw. der ¢ Unterkorper £2; hat.

3. Wir wollen die Zahl A spater nidher bestimmen. Allerdings kénnen wir
ohne Benutzung der ¢-Funktion beweisen, dass A eine Potenz von [/ ist. Néimlich
sei K/k beliebiger algebraischer Zahlkérper vom Relativgrade » und vorlaiifig
unter Idealklassengruppe verstehen wir immer die grobere, ndmlich die, deren
Hauptklasse diejenige Ideale umfasst, welche durch Potenzierung mit dem aus
lauter der Primteilern von # komponierten Exponent Hauptideale werden. Dann
ist die Untergruppe der Idealklassengruppe H von K, deren Klassen ein Ideal
von k enthalten, isomorph mit der Idealklassengruppe % von &, so dass die Fak-
torgruppe H/h einen Sinn hat. In unserm abelschen Fall gilt nun der Satz, dass
die Faktorgruppe H/h das direkte Produkt der Gruppe h;/h ist:

(19) H/h = TIh;/k,
i=1

wobei H, h; bzw. k die obengenannte Idealklassengruppe des Kérpers K, 2, bzw.
k bezeichnet [5]. Wir skizieren kurz den Beweis von (19). Dazu braucht es nur
die Normbildung der Ideale zu betrachten.
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1) Die Untergruppe von H/h, deren Klasse von Idealen aus einem 2; erzeugt
wird, ist isomorph mit der Gruppe %;/h. Denn, wie man leicht aus der Norm-
bildung nach K/2; ersieht, gehort ein Ideal von £; dann und nur dann zur Haupt-
klasse von H/h, wenn das schon zu derselben von kj/k gehort.

2) Das Produkt fl(h j/h), das nach 1) eine Untergruppe von H/ ist, ist direkt.
Denn die Klassen vJo_rl1 H/h, welche ein Ideal §; von £2; (j fest) enthalten und
die, welche von einem Produkt & :‘pf}; der Ideale 3; von 2; (7 % j) erzeugt
werden, haben keine gemeinsame K}a;;;e ausser Hauptklasse. Dies sieht man
wieder durch die Normbildung der Ideale §; und § nach K/Q;.

3) ﬁ(h,-/h) stimmt mit H/h iiberein. Denn /”-'-te Potenz 3" aller Ideale
& von Iéﬂerfiillen alle Klasse der Gruppe H/I, da die Ordnung von H/k prim zu
list. Wenn dann Gy = NK/Q gesetzt wird, das Ideal ™' ist dquivalent in
unserm Sinne mit dern Ideale H\) j aus I_I(h,-/h), da

m=] m=-J_
HSJ = HNK/Q S (\t « -n/l- ”NK/ka([ n/d- 1)

und dabei ¢t — (I"-1—=1)/( — 1) = ! ist, Damit ist (19) bewiesen worden.
Wegen (19) gilt (17) mit der Zahl A, welche eine Potenz von !/ ist.
4. Um die Zahl A zu bestimmen, brauchen wir die folgenden Bezeichnungen.

¢, E;, E: Einheit des Kérpers &k, 2; bzw. K.

p, P;, P: Einheitswurzel des Korpers %, 2; bzw. K.

Eg, Py : Einheit bzw. Einheitswurzel aus X, die durch E; bzw. P;(j =1,...,t)

erzeugt wird.

H; :  Einheit aus £, fur die No,zH; =1 ist.

Hg : Einheit aus K, die durch H;(j =1,...,¢) erzeugt wird.

7, R;,R: Die Anzahl der Grundeinheiten des Korpers k, 2;, bzw. K.

5. Wir betrachten zunichst die Zahl W von (18).

Erstens sei /= 2. Es sei p eine Primzahl und W genau durch p% dagegen
w nicht durch p¢ teilbar. Dann gibt es ein und nur ein Unterkérper £2;, die
durch Adjunktion der p%ten Einheitswurzel zu k erzeugt wird, weil hierbei p = 2
sein muss und die Galoisgruppe von K/k vom Typus (J,,...,1) ist. Daher ist
eine und nur eine w; genau durch p¢ teilbar. Also ist W = 1.

Zweitens sei / = 2. Wenn es in diesem Falle unter den # Koérpern £2; sowohl
k(~/="1) als auch k(cos 7/2%) (a = 2) gibt,so ist W = 2. Sonstist W = 1. Beide
Fille zusammenfassend, erhalten wir
(20) W= (P: Pg).

Nun betrachten wir den Inedx (£ : <H;), der bekanntlich endlich ist. Wenn
also Hj,, ..., Hj,; die Basis der Einheitengruppe Hj(abgeshen von Einheitswur-

https://doi.org/10.1017/S0027763000022777 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0027763000022777

6 SIGEKATU KURODA

zeln) sind, so ist s; = 7; — 7 und wegen (11) und (16)
7+ ?;]lsj = 7’+j§:_|:(7’j—' 7)=R.

Daher besteht das System der Einheiten Hj,, ..., Hjs, (j =1,...,¢) und der
Grundeinheiten e,,...,& von %k genau aus R Einheiten von X, welche in der Tat
unabhégig sind, wie man leicht sieht, wenn man aus der Relation EI:_t[Hj = 1die
Norm nach K/£; nimmt. Der Regulator der durch diese R Einheitefr;] erzeugten

Gruppe werde mit R(eHg) bezeichnet und sei
_ R(eHo) & R(2;)

(21) Pi="Rk) HRCH)
_ Rk & R(eHj)
(22) P = peroy 1R

gesetzt. Dann ist P = P,P,, A = WP,P..

6. Die Formel (21) bedeutet P, = H%PGPI?I}—) .
3 J . 7 7

J
= (E: PEQ)(PEq: P:Ho), (E: Eg) = (E: PEQ)(P: Pg) ist, so ist wegen (20)

23) WP, = (E: Eo) I({;(g‘;ﬁf%% .

Nun kdnnen wir die Grundeinheiten von 2; und die ej,p,...,¢r von 2 so

Da aber (E: PeHp)

bestimmen, dass jene entweder aus ej,i, ..., &, Ejpty ... ,Ej,s; oder aus i/Ej;, €725
o2&y Ejpy. .. ,Ejs; bestehen.  Der letzte Fall entsteht dann und unr dann, wenn
25 = k(i/;;;) ein durch die I-te Wurzel einer Einheit von % erzeugte Kummersche
Korper ist. Es sei 0; = 0 oder 1, je nachdem der erste oder der letzte Fall ein-
tritt. Dann ist ersichtlich

(Ej: PjeHj) = 10:( i’glE;g’; : ﬁlHy) .

Dabei wird die Gruppe der rechten Seite, ebenso wie unten, mod. der durch
die ersten # Basen erzeugten Gruppe betrachtet.

Unter den Korpern 2, fir welche o; = 1 ist, gebe es genau » unabhéngige,
etwa £, = k(i/;,f,), eS8y = k(i/;u;). Dann ist (¥ — 1)/(I — 1) die Anzahl der
samtlichen K&rper £; mit o; = 1. Daher ist
(24) ItI(E_, . PjEHj( — [un_,;/u-uH(I]EJJ{j;a : HH?J’;«:) .

j=1 e « O
Nun betrachten wir den Index (PEg: PeHg). Die Gruppe PEq wird, abge-
t
sehen von Einheitswurzeln, erzeugt durch die >)(7 + s;) Einheiten
J=1

{L/;,.; 1.

Vs €jady e« 5 Ehsry Loots o+ o Ejps,, WODEL 7; = fiur o; :l()
>

€45

von £2; (j=1,...,t). Die 7t Einheiten 7j, ¢jn,...,85 (J =1,...,¢) von dieser
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Reihe erzeugt eine Gruppe mit 7 Basen, welche mit y bezeichnet werde. Weil

t Sj
dann das Element von Eg in der Form 7 HﬁEj{;“ dargestellt wird, deshalb ist
j=te=1 7

der Index (PEq : PeHo) = (1TIIIE%,: elITIH) = (1: o) (TIIIE%:* : TIILH%:).
ie P iae 7¢ ie P Tie D
Ferner ist ersichtlich, dass aus e%/,e77 ... ¢§* = ¢ notwendigerweise @, = a, =

= a, =0 (mod. /) folgt, und dass alle 2; mit 0; =1 in der Form
(25) Qj =k VI )

dargestellt werden. Also wegen (25) wird die Gruppe 7 durch die ersten # Sys-
teme i/Ej',:, €z« s€r (J =1,...,%) erzeugt. Wiirde nun ¢j,, in der Form e¢j,
=& ... e’;j_"]j (& dargestellt, so widerspricht dies gegen der Unabhingigkeit der
Korper 2,,...,%2,. Mithin ergibt sich nach Induktion in bezug auf j=1,...,u
(n:¢) =% Also gilt

(26) WP, = (E: Eg)l#-w"-vid-n

7. Nun wollen wir die Zahl P, betrachten. Von hier ab nehmen wir an, dass
jede reelle konjugierte Koérper k; von k immer in einem reellen konjugierten
Korper K; von K enthalten sei. In diesem Falle sind R —7 = (»+ 1)(" - 1),
7i—7=(r+1)(I —-1), so dass alle s; (j=1,...,t) gleich sind, die wir mit
s = (z+1)(I — 1) bezeichnen wollen. Unsre Annahme ist offenbar erfiillt, falls
I 2 ist.

Die Substitutionen der Galoisgruppe G von K/k seien o, = 1,02,...,0, (n = I")
und wir wihlen 7 + 1 Isomorphismen von K, etwa 0,,..., 0,4, aus, von denen wie
iiblich 6,,...,0,, den Korper % im reellen k% und 0,,44,...,0,+ im (untereinander
nicht komplex-konjugierten) komplexen k% verwandeln. Wir setzen dann

1 IE}OI cee 157‘01

A= 1 Iefe le,%
1 15‘07‘1‘-1 e I€r97'+‘
Addiert man in A jede Zeile zur letzten, so ergibt sich wegen Ne = £ 1
_ . Al
(27) R(k) = = i

Nun wollen wir den Regulator R(eH;) der Gruppe e¢H; betrachten. Dazu
setzen wir wieder
LHY, ... 1HY
LH®, ... 1HY
BJ = B(Hj’la sy Hiss) =

Or+1 Or+1
LHYH ... LHY,

und schreiben der Kiirze halber fiir ein Element ¢ von G
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60 001
1HS ... LHP

(28) oBj=BHS,....,Hi) =] e
1HPr+ . 1 Hopt

Es sei r; ein Element von G, das die Galoisgruppe von 2;/k erzeugt. Dann ist,
wie bei (28),

A Bi| (A B E B;
) O+ DIREH) =| A TP = '\A Bl =ial BB
tiIA  t#-1B; | A 1/Bj 1 E r/-1B;
wobei E die (7 + 1)-reihige Einheitsmatrix ist. Wird
E B; |
(30) 4;=| B B
E r1/-1B;

gesetzt, so ergibt sich nach (27), (29) und (30)

t . t
(31) g-*—RI‘&’Z;’ - —}fl}},dfl-

8. Fiir die Grnppe ¢Hp in K ergibt sich dhnlich wie in 7

(82) R _ ),
wobei
! E B ... B: !
4= E oB;... 0B l

E UnB] cen O'nBt ;
ist. Ferner sei ¥, =1, Xe,...,Xn die # = I Charaktere von G und sei

X — E XQ(O'Q)E PP ZQ(O'”)E

E ¥n(6)E ... Yn(on)E |

|9
1

so ist

wobei (¢B, = E)
(33) Aij= éxi(ﬂ)E'UBj’ (1éié n, Oé]ét)a
ol
sind. Aus der Charakterenrelation ersieht man leicht, dass A, = I"E, Ay = ...
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= Ano =0 sind. Fiir i =1 k6anen wir beweisen A, = ... = A,,; =0, wie folgt.
Es sei U die Untergruppe von G, die dem 2, entspricht und sei G = U + Ur + ...
+ U<'~l. Weil dann r = 1; eine erzeugende Substitution der Galoisgruppe von
2j/k ist, so ist nach (33) firi=1,1=j <t
Ay = SWB;j = 1m=135)4B;,
oEG ¢==0

1-1 1~1
“E=0TaBj = %()B(H;’(;’ v SH;,(;) = B(NQj/kHjah vy NQj/kHj,s) .

Da aber No,rHj,i =1 ist, so ist A,,; = 0.

Um A;,; fur i %1, j % 0 zu bestimmen, sei V die Gruppe der Elemente s von
G, fiir die (i(¢) =1 sind. Falls U = V, so ist nach (33) (r = )

1-1
(34) Ay =13 0i(rj9Ee;®B;, (1=2,...,m; j=1,...,1) .
a=0
Falls UxV,s0sei U~V =W, V=W+ Wy+ ... + Wy'-1, wo 4 wieder eine
die Gruppe von 2;/k erzeugende Substitution ist. Nach (33) ist in diesern Falle
-1
Aij = l""2§ 2 (@)E-D)ay?B;.
o mod, V a=1
Fiir festes ¢ ist dann, wie oben,
/=1
Zjomy“Bj = 0B(No,ixHj,, . . ., NojieHjs) =0,

Daher sind im Falle U V alle A;,; =0 (¢ 1, j = 0).

Fiir jedes 2, gibt es genau / — 1 Charaktere y, fiir welche die Gruppe von
¢ mit (o) = 1 mit der dem Korper 2, entsprechenden Untergruppe von G iiber-
einstimmt. Diese Charaktere werden mit 7{/,..., 7!/, bezeichnet. In diesem

Sinne lassen sich die I — 1 Charaktere in ¢ = (/" - 1)/(I —1) Klassen von je
l — 1 Charakteren einteilen. Wir verabreden uns, dass die Charaktere 7o, ..., (n
in der Determinante X von vornherein so angeordnet werden, dass die Charaktere
179, ..., 77, in der j-ten I — 1 Reihen nebeneinandersteht. Dann ist

(=1
m"E 0 ... 0
x4 0 Imy...0

L0 0...mmy
wobei E die (7 + 1)-reihige Einheitsmatrix und ['; eine s = (/ — 1) (» + 1) reihige
quadratische Matrix ist, ndmlich wegen (34)

S (24)EecB;

a=0

0= e
-l ..

S (e By
Daher erhalten wir
(35) X4 = [mr+ntin-nd-nir+nt ﬁl[‘j[ .

=1
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9. Sei Ferner
E 20()E ... 1¥(¢5)E
X; = ,

-------

E Y2, (HE ... X (75)E

so ist, wie oben nach (30)

(36) X;d;j= (IE 0 |
0 [ |
Wegen (22), (31), (32), (35) und (36) ist nun

=0y G=1....0).

P, = m- t!MI = Jm-t+r+HE-m-(- l;(m-l)t)’ X
| 4] X;|°
Da aber wegen der Orthogonalitidt der Charaktere
|X~zl = lm(r+l)lm, lXjel = Jir+nl
ist, so ist

37) P, = Irt-m-"Hm-nam-n+e- m

Wegen (26) und (37) erhalten wir also den Ausdruck

- (E: Eq)

= i .
8 l m m .
(S)Q— 1 +r;1((m—1)(lm—-1)+%:‘%—M)—f(ll_'il—"t).

10. Dle Zahl (E': Eg) ist ein Teiler von [-1B+D  Denn, da
ltINK/QjE = E“"m—]‘”/“"’(Nx/kE)"m—l’“”"” = "
j=1

ist, so ist die /”-)-te Potenz jeder Einheit von K eine Eq. Also folgt aus
(E: E™") = (E: EQ)(Eq: E™"), dass der Index (E:Eo) ein Teiler von
(E: E™") ist, die ihrerseits sicher ein Teiler von ["-h&+1 igt,
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