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Limites de représentations cristallines

Laurent Berger

ABSTRACT

Let F be the fraction field of the ring of Witt vectors over a perfect field of characteristic
p (for example F' = Q,), and let Gp be the absolute Galois group of F. The main
result of this article is the following: a p-adic representation of G, which is a limit of
subquotients of crystalline representations with Hodge-Tate weights in an interval [a; b],
is itself crystalline with Hodge—Tate weights in [a;b]. In order to show this, we study the
(¢, T')-modules attached to crystalline representations, which allows us to improve some
results of Fontaine, Wach and Colmez.

RESUME

Soit F' le corps des fractions de 'anneau des vecteurs de Witt d’un corps parfait de
caractéristique p (par exemple F' = Q,,), et G le groupe de Galois absolu de F. Le
résultat principal de cet article est le suivant : une représentation p-adique de G, qui est
une limite de sous-quotients de représentations cristallines & poids de Hodge—Tate dans un
intervalle [a; b], est elle-méme cristalline a poids de Hodge-Tate dans [a; b]. Afin de montrer
ce résultat, nous étudions les (i, I')-modules associés aux représentations cristallines, ce
qui nous permet de préciser des résultats de Fontaine, Wach and Colmez.
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Dans tout cet article, k est un corps parfait de caractéristique p, et F' est le corps des fractions
de l'anneau des vecteurs de Witt sur k. Fixons-nous une cloture algébrique F' de F, et posons
Gr = Gal(F/F). Dans ce texte, nous nous intéressons aux représentations cristallines de V, notion
introduite par Fontaine, qui est I’analogue p-adique de la notion f-adique de ‘bonne réduction’.

L’objet de cet article est principalement de démontrer une conjecture de Fontaine sur les limites
de représentations cristallines. Plus précisément, nous démontrons le résultat suivant.
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THEOREME 1. Une représentation p-adique de Gp, qui est une limite de sous-quotients de
représentations cristallines a poids de Hodge—Tate dans un intervalle [a;b], est elle-méme cristalline
a poids de Hodge-Tate dans [a;b).

Avant d’aller plus loin, mentionnons que cette conjecture a été énoncée sous une forme plus
générale par Fontaine dans [Fon97, Final Remark (c)]. Si la longueur de la filtration (I’entier b — a)
est < p—1, alors le théoreme ci-dessus est une conséquence immédiate des constructions de Fontaine
et Laffaille (cf. [FL82]). Son analogue pour les représentations semi-stables a été démontré quand
b—a < p— 2 par Breuil dans [Bre99, § 2.3]. Sib—a =1 et si k est contenu dans Fp, alors Breuil a
donné dans [Bre00, théoreme 1.4] une description compléte des objets qui entrent en jeu, en terme
de groupes p-divisibles. Enfin, on montre le résultat correspondant pour les limites (mais pas pour
les limites de sous-quotients) de représentations cristallines ou semi-stables dans Berger et Colmez
(en préparation).

Quand la longueur de la filtration n’est plus < p — 1, on ne dispose plus d’une description
des représentations cristallines de torsion a la Fontaine-Laffaille, et notre démonstration se fait
via la théorie des (¢, I')-modules. Cette théorie se comporte bien vis-a-vis des structures entieres
que 'on peut mettre sur les représentations p-adiques, et le probleme devient alors de caractériser
les représentations cristallines a partir de leur (¢,I')-modules. Une telle caractérisation avait été
entreprise par Fontaine [Fon90], Wach [Wac96, Wac97] et Colmez [Col99] ; I'autre objet de cet
article est donc de rassembler et de préciser ces résultats.

Dans la suite, on dira que 7" est une Z,-représentation de Gy si T' est un Zy-module libre de
rang fini muni d’une action continue de Gr. Dans ce cas, T' s’identifie naturellement a un réseau
de la représentation p-adique V' = Q, ®z, T'. Pour les autres notations de cette introduction, on se
reportera au chapitre suivant.

Rappelons que Fontaine a construit dans [Fon90, § A.3.4] une équivalence de catégories T —
D(T') entre la catégorie des Z,-représentations de G et la catégorie des (¢, I'r)-modules étales. Un
(¢, T'p)-module est un module libre de rang fini sur 'anneau local Ap qui est le complété p-adique
de Op|[[r]][1/7], muni d’un Frobenius semi-linéaire ¢ et d’une action semi-linéaire de I' » commutant
a celle de ¢. Un tel module est étale si ¢ est de pente 0. L’action de ¢ et de I'p sur Ap est donnée
par o(m) = (1 +7)? —1et y(n) = (1 + )X —1 (ot x : Gp — Z, est le caractere cyclotomique).

La Zj-représentation 1" est donc caractérisée par les deux matrices P et G de ¢ et d'un générateur
topologique v de I'p. En général, ces matrices sont assez barbares, mais si on a de la chance, leurs
coefficients vivent dans des anneaux plus sympathiques que Af, par exemple A} = Op[[r]]. De
fait, on dit que T" est de hauteur finie s’il existe une base de D(7") dans laquelle P et G ont leurs
coefficients dans A;C. Le point de départ de cet article est le théoreme [Col99, théoreme 1] de Colmez
(montré différemment dans [Ber02, § 3.3]), qui dit que si V' = Q, ®z, T est cristalline, alors T" est
de hauteur finie.

Il existe des représentations de hauteur finie qui ne sont pas cristallines, mais Wach a montré
qu’une représentation de hauteur finie est cristalline si et seulement s’il existe une base de D(T),
telle que le A;—module N qu’elle engendre vérifie les propriétés suivantes : N est stable par ¢ et
I'p et il existe r € Z tel que laction de T'p sur (N/7N)(—r) est triviale. Ce module N n’est pas
canoniquement attaché a T', mais le devient si on impose une condition supplémentaire ; on le note
alors N(7'). La majeure partie de cet article est donc consacrée a la démonstration de quelques unes
des propriétés vérifiées par les ‘modules de Wach’ N(T') et N(V') = Q, ®z, N(T'). On renvoie a la
définition II1.4.1 pour la définition précise d’'un module de Wach.

THEOREME 2. Le foncteur V +— N(V) est une équivalence de catégories entre la catégorie des
représentations cristallines de G, et la catégorie des modules de Wach sur B}, = Qp ®z, A;C,
compatible a toutes les opérations habituelles (®, dualité et suites exactes).
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De plus, pour une représentation cristalline donnée V', l'application T +— N(T) induit une
bijection respectant 'inclusion entre les réseaux de V et les modules de Wach sur A;C contenus dans
N(V) et qui en sont un A}-réseau.

Apres avoir rappelé la construction de N(7'), on montre comment retrouver le p-module sous-
jacent a Deis(V) (le p-module filtré associé a V' par la théorie de Fontaine) & partir de N(V') a la
maniere de [Ber02, § 3.2]. Ensuite, on peut voir A;C comme l'algebre des fonctions bornées par 1
sur le disque unité ouvert. On peut donc ‘évaluer’ N(V') en certains points bien choisis, les ¢, — 1
ol (, est une racine primitive p™-iéme de I'unité. En 0, on retrouve (d’une maniere différente) le
p-module Deyis(V). En ¢, — 1, avec n > 1, on récupere l'invariant associé a V' par la théorie de Sen
(cf. [Sen80]). Ceci nous donne des informations suffisamment précises sur les matrices P et G pour
pouvoir montrer I'ingrédient principal pour la démonstration du théoréme 1, un résultat qui affirme
que si V est cristalline, alors N(V) est ‘suffisamment gros’, c’est-a-dire que ’on borne le conoyau
de T'inclusion BT ®B} N(V) c B ®q, V ou BT est un certain anneau de périodes p-adiques.
On peut déduire de cela un résultat de ‘continuité’ pour le foncteur N(-) : si T} et T5 sont deux
Zy-représentations cristallines qui sont égales modulo p”, alors N(77) et N(75) sont égaux modulo
") on a(r) est une constante qui ne dépend que de la longueur de la filtration r = b — a.

Nous démontrons par ailleurs quelques autres propriétés de N(7"). Par exemple, on peut définir
une filtration sur N(V') qui permet de retrouver le p-module filtré De,is(V') & partir de N(V') par
la formule suivante : Deis(V) = N(V)/7N(V).

TH'E'OREME 3. Si V est une représentation cristalline de G, et si on munit N(V') de la filtration
Fil'N(V) = {z € N(V), ¢(x) € (¢(m)/7)!N(V)}, alors on a un isomorphisme naturel de p-modules
filtrés Deys (V) ~ N(V) /aN(V).

Si l'on combine cela avec le théoreme de Colmez et Fontaine (cf. [CF00, théoreme A] et [Col02,
§ 11.6]), on en déduit que tout p-module filtré (sur F') faiblement admissible provient par le
procédé ci-dessus (N — N/7wN) d’un module de Wach, ce qui répond & une question de Fontaine
(cf. [Fon90, § B.2.3]). Enfin, on voit que N(7)/7IN(T") s’identifie & un réseau Dis(T") de Deyis(V),
canoniquement attaché a T'. Il s’agit donc d’une version ‘entiere’ du foncteur D s(-). On montre
que le déterminant de I'isomorphisme de comparaison entre Beris ®g, V' et Beris @ p Dis(V), calculé
dans des bases de T' et de D,is(T) est le produit d’une puissance de ¢ = log(1 + 7) par une unité.
Ensuite, on démontre que si b—a < p—1, alors D,is(7") est fortement divisible et que inversement,
si on se donne une représentation cristalline V' et un réseau fortement divisible M de D5(V), alors
on peut construire ‘a la main’ un réseau 7" de V' tel que Deis(T") >~ M (toujours si b —a < p—1)
ce qui donne une démonstration différente de certains résultats de Fontaine et Laffaille.

Enfin, pour terminer, nous donnons quelques exemples de modules de Wach associés a certaines
représentations cristallines. Il serait tres utile de savoir construire aussi explicitement que possible les
modules de Wach, cela devrait permettre de répondre a un certain nombre de questions intéressantes,
ainsi que de donner une démonstration différente du théoreme de Colmez et Fontaine.

I. Rappels et compléments sur les périodes p-adiques

Ce chapitre est consacré a quelques rappels sur les périodes p-adiques ; on pourra se reporter aux
articles originaux de Fontaine [Fon94a, Fon94b, Fon90] pour beaucoup des constructions décrites
ci-dessous. Dans cet article, k désigne un corps parfait de caractéristique p, de cloture algébrique k,
et F est le corps des fractions de I'anneau des vecteurs de Witt sur k. Soit F une cloture algébrique
de F et C = F sa complétion p-adique. Le corps C est un corps complet algébriquement clos dont le
corps résiduel s'identifie & k. On pose Gr = Gal(F/F). On écrit puy» C F pour désigner 1'ensemble
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des racines p"-itmes de I'unité, et on définit F,, = F(u,n) ainsi que Foo = |JI2 F,. Soit Hp le
noyau du caractére cyclotomique x : Gp — Z* et 'r = Grp/HF le groupe de Galms de Fw/F, qui

s’identifie via le caractere cyclotomique & Zy. On choisit pour tout n > 1 un élément e de Hpn
de telle maniére que (! 75 1 et (5(”“))1” =& ce qui fait que (™ est un générateur de Hpr .

Une représentation p-adique de G'r est un Q,-espace vectoriel V' de dimension finie d, muni
d’une action linéaire et continue de Gp. La principale stratégie (due a Fontaine, voir par exem-
ple [Fon94b]) pour étudier les représentations p-adiques de G est de construire des anneaux de
périodes p-adiques, c’est-a-dire des Qp-algebres topologiques B munies d'une action de Gr et de
structures supplémentaires de telle maniere que si V' est une représentation p-adique, alors D (V) =
(B ®q, V)GF est un B¢F-module qui hérite de ces structures, et que le foncteur qui & V associe
Dp(V) fournisse des invariants intéressants de V. On dit qu’une représentation p-adique V de G
est B-admissible si on a B ®q, V =~ B? en tant que B[G]-modules. Dans les deux paragraphes qui
suivent, nous allons rappeler la construction d’un certain nombre d’anneaux de périodes p-adiques.

I.1 Théorie de Hodge p-adique
Commencons par définir E et ET (qui sont les anneaux Fr R et R de [Fon94a, § 1.2]). Soient
E= lim C={(®,20,. )] (@) =50},
z'—n’cp
et ET Iensemble des z € E tels que 20 € O¢. Si z = () et y = (y¥)) sont deux éléments de E,
alors on définit leur somme z + y et leur produit xy par

(@+9)® = lm @)y G et (o) = oy,

ce qui fait de E un corps de caractéristique p dont on peut montrer qu'il est algébriquement clos.
Siz = (z"),>0 € E, on pose vg(x ) = vy (2(?). Clest une valuation sur E pour laquelle celui-ci

est complet ; I'anneau des entiers de E est bien sir E*. Soit AT Panneau W(E+) des vecteurs de
Witt & coefficients dans E* et Bi = At[1/p] = {3 ks oo PFTR], a1 € E*} oh [z] € A:r est le
reléevement de Teichmiiller de z € E*. Cet anneau est muni d’un morphisme d’anneaux § : BT — C
défini par la formule 6(3", < . p¥[zr]) = 3 s oo Pry ©) "Soient ¢ = (eM) € Et avec £ =1 et
e £ 1, ainsi que

m=[-1 m=[E"-1, w:% et q=pw) =",

ou ¢ est le Frobenius, qui releve application x — aP. On peut montrer que ker(6 : AT ;‘;Jr) est
I’idéal principal engendré par w.

Remarquons que ¢ est un élément de E* tel que vg(e —1) = p/(p—1). On pose Ep = k((e — 1))
et on définit E comme étant la cloture séparable de Er dans E ainsi que ET = EnN E* l'anneau
des entiers de E. Remarquons que, par définition, E est séparablement clos (mais pas complet), et
que 'on retrouve E & partir de E en prenant le complété de sa cloture radicielle (E est en fait aussi
le complété de E par le théoreme [Ax70, Theorem, p. 417] de Ax). Enfin, le groupe Hp agit sur
E et la théorie du corps des normes de Fontaine et Wintenberger (cf. [FW79, Win83]) permet de
montrer que Gal(E/Ep) = Hp.

L’anneau B:{R est défini comme étant le complété de BT pour la topologie ker(#)-adique
(on remarquera que AT est complet pour cette topologie) :

B, = lim BT/ ker(0)".
n=>0

C’est un anneau de valuation discrete, d’idéal maximal ker(f) ; la série qui définit log([e]) converge
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dans B:{R vers un élément ¢, qui est un générateur de I'idéal maximal, ce qui fait que Bgqr = B:{R[l /t]
est un corps, muni d’une action de G et d’une filtration définie par Fili(BdR) = tiBIR pour i € Z.

On dit qu'une représentation V de G est de de Rham si elle est Bqr-admissible ce qui équivaut
a ce que le F-espace vectoriel

Dyr(V) = (Bar ®q, V)"
est de dimension d = dimg, (V). L’espace Dgqr(V') hérite de la filtration de Bgr, et les poids de

Hodge—Tate de V sont les opposés des sauts de la filtration (comptés avec multiplicités). On dira
que V' est positive si ses poids de Hodge—Tate sont < 0 (terminologie un peu malheureuse).

L’anneau B} est défini (dans [Col98, § I11.2]) comme étant

w" ~ ) ] ~
Bl = { Z ap—— OU ap € BT est une suite qui tend vers 0 dans B+}
n=>0

et Bmax = B, [1/t]. On peut bien sir remplacer w par n’importe quel générateur de ker(6)
dans A*. Cet anneau se plonge canoniquement dans Bgr (les séries définissant ses éléments con-
vergent dans Bgr) et en particulier il est muni de l'action de Galois et de la filtration induites
par celles de Bgr, ainsi que d’un Frobenius ¢, qui étend 'application ¢ : At — AT déduite de

a: — 2P dans ET. On remarquera que ¢ ne se prolonge pas par continuité a Bgr. On pose aussi

rlg mn 0¥ ( max)

On dit qu’une representation V de Gp est cristalline si elle est Bax-admissible ou, ce qui
revient au meéme, B;tg[l /t]-admissible (les périodes des représentations cristallines vivent dans des
sous F-espaces vectoriels de dimension finie et stables par ¢ de Byax, et donc en fait dans 'anneau

o (B )[1/1]) ; ceci équivaut A ce que le F-espace vectoriel
Deis(V) = (Bmax ®g, V) = (B, [1/1] @qg, V)7
est de dimension d = dimg, (V). On voit que Deis(V') est muni d'un Frobenius et d'une filtration
induits par ceux de Bpax, et que si V' est cristalline, alors (Bgr ®q, V)G = Dgr(V) = Deis(V)
ce qui fait qu'une représentation cristalline est aussi de de Rham. Remarquons que cette définition
de D¢is(V) est compatible avec la définition habituelle (via Bg;s) parce que ﬂn 0P "B =

cris
nn 0¥ ( max)

1.2 (¢,T')-modules

Soit A l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans E et B = A[l /p]. On définit Ap comme
étant le complété de Op[r, 77 1] dans A pour la topologie de celui-ci, et il s’identifie donc au complété
p-adique de Op[[7]][x~!]. Muni de la norme de Gauss (induite par la norme p-adique), Ap est un
anneau de valuation discrete complet pour cette valuation dont le corps résiduel est Ep. Soit B le
complété pour la topologie p-adique de I'extension maximale non ramifiée du corps Bp = A rl1/p]
dans B. On définit alors A = BN A ainsi que Bt = BNB* et AT = AN A*. Ces anneaux
sont munis d’une action de Galois et d'un Frobenius déduits de ceux de E. On peut montrer que
Ap = A7 et donc que BF = Ap[1/p]. On pose aussi A} = (AT)HF ainsi que B = (BT)Hr et
la théorie du corps des normes permet de montrer que AJr = Op|[7]] et que B}, = (’)F[[ NL/p].

Si V est une représentation p-adique de G, soit D(V) = (B®g, V)#. On sait [Fon90, § A.3.4]
que D(V) est un Bp-espace vectoriel de dimension d = dim (V') muni d’un Frobenius et d’une action
résiduelle de I'p qui commutent (c’est un (¢, I'r)-module) et que 'on peut récupérer V grace a la
formule V = (B ®g,. D(V))*=1.

De méme, si T' est un réseau d’une représentation p-adique de G on pose D(T') = (A®z, T)Hr,
C’est un A p-module libre de rang d = dim(V') muni d’un Frobenius et d’une action résiduelle de
I'r qui commutent (on dira aussi que c’est un (¢, 'r)-module), et on peut récupérer T' grace a la
formule T = (A ®@a, D(T))¥=%.
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On dit qu'une représentation p-adique V' de G est de hauteur finie si D(V') posséde une base
sur Bp formée d’éléments de D™ (V) = (BT ®g, V)#. Un résultat de Fontaine [Fon90, § B.2.1]
(voir aussi [Col99, § II1.2]) montre que V est de hauteur finie si et seulement si D(V) possede
un sous Blt—module libre de type fini stable par ¢ de rang égal a d = dimg,(V'). Rappelons le
résultat principal (le théoréeme [Col99, théoreme 1] de Colmez, voir aussi [Ber02, § 3.3] pour une
démonstration différente) sur les représentation cristallines de Gp : si V' est une représentation
cristalline de G, alors V est de hauteur finie.

Si T est un réseau d’une représentation p-adique de Gp on pose DT(T) = (AT @z, T)Hr.
Si V = Qp®z, T est de hauteur finie, alors D*(T') est un Aj-module libre de rang d = dim(V)
qui contient une base de D(T") sur Ap. Cela suit de [Fon90, B.1.4.2].

Un mot de mise en garde : le fait que V est de hauteur finie ne veut pas dire que V est
BT -admissible en tant que représentation de Hp ! Voir a ce sujet la remarque 111.3.4.

+
rig,F

1.3 Les idéaux des anneaux B}L‘ et B
Rappelons que BY. = Op|[[r]][1/p]. On peut donc voir B} comme l'anneau des séries formelles
bornées sur le disque unité ouvert {z € C, |z|] < 1}. Soit B;E& 7 Uensemble des séries de la forme
A(r) = S0 g apm™, telles que ay, € F et telles que la série A(X) converge sur le disque unité ouvert.
Rappelons que BJI,C est un anneau principal, et que B:i_g,  se comporte comme un anneau principal,
en ce sens qu'il est de Bézout (tout idéal de type fini est principal) et [Ber02, § 4.2] qu’il admet la
théorie des diviseurs élémentaires.

Si R est un anneau qui admet la théorie des diviseurs élémentaires, et si M est un sous-module

de type fini de N ~ R, alors il existe des éléments r,...,7q de R (les diviseurs élémentaires)
et une base ny,...,ng de N tels que ri|---|rqg et rini,...rgng est une base de M ; les idéaux
(r1),...,(rq) sont déterminés de maniére unique par ces conditions. On écrira pour simplifier :

[N :M]=[ri;...;rq

Les deux anneaux B;C et Bt

rig,
peut déduire par semi-linéarité des formules ¢(7) = (14 7)? — 1 et y(7) = (1 + 7)X(V) — 1.

 sont munis d’actions de ¢ et de I'r qui commutent, et que I'on

Remarque 1.3.1. Rappelons que ¢ = ¢(7) /7, ce qui fait que si n > 1, alors

. A+ -1
2 I(Q) = (1 +ﬂ_)pn71 1

et I'idéal engendré par " !(q) est alors un idéal premier stable par I'rz. On a de plus une identifi-
cation de F[I'r|-modules

B, r/¢" ' (0) = Br/¢" ' (q) = Fu.

L’application B;'irg r — I, peut étre vue comme ‘I’évaluation’ en £ — 1. Le lemme ci-dessous

montre que tout idéal principal de B;Eg r qui est stable par I'r est produit de tels idéaux. Rappelons

J’_

que comme B .

r est de Bézout, ses idéaux principaux sont ceux qui sont de type fini.

LEMME 1.3.2. Si I est un idéal principal de B;Eg p» qui est stable par I'p, alors il existe des entiers
90, 41, ... tels que I est engendré par un élément de la forme 770 H:{g(go”_l(q)/p)j". De plus :

i) ¢(I) C I si et seulement si la suite {jy }, est décroissante ;
ii) I C () si et seulement si la suite {j,}, est croissante ;

iii) les résultats précédents restent vrais pour les idéaux de B;C, et dans ce cas j, = 0sin >0
(par exemple, I C ¢(I) implique que I = BIJS)
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Démonstration. C’est un résultat assez classique, mais nous allons en rappeler la démonstration
pour le confort du lecteur. Si f(7) est un générateur de l'idéal I, alors I'ensemble V(1) de ses zéros
est un sous ensemble du disque unité ouvert, dont l'intersection V,(I) avec tout sous-disque fermé
{z € C, |z| < p} est finie. Si I est stable par I'r, alors V,(I) est stable par la transformation
z— (1+2)? — 1 pour tout g € Z;. Comme V,(I) est fini, si z € V,(I), alors il existe g € Z \ {1}
tel que z = (1 +2)9 — 1, et donc (1 + 2)97! = 1 ce qui fait que z = 0 ou bien qu’il existe n > 1
tel que 1+ 2 € ppn \ pyn—1. Le polynome minimal d'un tel z est 7 ou ©"1(q), ce qui fait que I'on
peut prendre pour générateur de 'idéal I le produit convergent 770 H:ﬁ(gpn_l(q) /p)’n ot j, est la
multiplicité de e™ — 1 comme zéro de f(m).

Les deux premiers points résultent immédiatement du fait que o(7) = mq et que (" 1(q)) =
©"(q), et le troisieme point est évident (un élément de B:{& » 6tant dans B, si et seulement s'il a
un nombre fini de zéros). O

Ezemple 1.3.3. L’idéal de B;Eg 7 engendré par ¢t = log(1 +7) satisfait les deux points ci-dessus. Cela
correspond a la décomposition bien connue (voir [Laz62, remarque 4.12] par exemple) :

+00o Qon—l(q)
t=log(l+m)=m .

1.4 Régularisation par le Frobenius

L’objet de ce paragraphe assez technique est de montrer que si M est une matrice qui satisfait une
équation p(M) = X MY, alors M hérite des propriétés de régularité de X et Y.

Afin d’énoncer et de démontrer la proposition générale de régularisation par le Frobenius dont
nous ferons usage, nous aurons besoin d’utiliser un certain nombre des anneaux introduits dans
[Ber02, § 1] ('anneau ]A?;Iig et sa quantité de sous-anneaux). Nous ne rappelons pas leurs définitions,
car ils ne seront pas utilisés par ailleurs. Les seuls résultats ‘utiles’ de ce paragraphe sont les
corollaires 1.4.2 et 1.4.3. Le lecteur est donc invité a ne lire ce paragraphe qu’en cas de besoin
absolu.

ProrosITION 1.4.1. Si M € M(d, ﬁiig) et X,Y € M(d, ﬁxg) sont trois matrices telles que p(M) =

XMY , alors M € M(d, B;’;g)

Démonstration. On utilisera librement les notations de [Ber02]. La démonstration est d’ailleurs
assez proche de celle de [Ber02, proposition 3.2]. Il existe r > 0 tel que M € M(d, BT 74) et il existe
donc aussi ¢ € N tel que M € M(d, p_CAJr r) Il existe aussi k € N tel que ¢ 1(X) et o 1(Y)
appartiennent a M(d, p_kAT’ ) pour tout s < r (par une application du principe du maximum,
cf. [Ber02, corollaire 2.20]).

Rappelons que ¢~ (Ailg) Ailgp ' Cela permet de démontrer par récurrence sur s > 1,

1e A . I | —c—2k t,rp—* cps .
en utilisant 1'équation M = ¢~ (XMY'), que M € M(d,p~“~ SAm;p ). La proposition suit alors
de [Ber02, lemme 3.1] avec h = 2k, qui affirme que (2 Op_hsALgp C B;tg O

Nous utiliserons cette proposition a deux reprises, pour montrer les deux corollaires qui suivent.
Rappelons que BL& 7 est I'ensemble des séries de la forme A(m) = Z,j?ioo ap”, telles que ay, € F
et pour lesquelles il existe r < 1 tel que la série A(X) converge sur la couronne {z € C, r < |z| < 1}.

COROLLAIRE 1.4.2. Si M € M(d, Brlg ) est une matrice telle qu’il existe X,Y € M(d,BY ) tels

que (M) = XMY , alors M € M(d, Brlg )

rig,F

Démonstration. Une application directe de la proposition I.4.1 montre que M € M(d, B+ ). Il s’agit

rig
+ Iy o+ —
donc de voir que Brlg N Brlg F= ng g Six € Brlg > on peut I'écrire comme x = ™ + 2~ avec
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xt € B;Eg’F et z7 € B}. On se ramene donc a montrer que ﬁxg N B} = BJI,C. Cela résulte du fait

St Bt _ B - OBt - Bt
que Bf n B;Eg = B™ (cf. [Ber02, § 2.3]) et du fait que B, N B" = BJ.. O

COROLLAIRE 1.4.3. Si M € M(d,BT) et X,Y € M(d,B*) sont trois matrices telles que @(M) =
XMY, alors M € M(d,B™).

Démonstration. Une application directe de la proposition I.4.1 montre que M € M(d, B+ ). Il s’agit

b . " + rig
donc de voir que Bf N B;Eg = B*. Cela résulte du fait que BTN Bt = BT (cf. [Ber02, § 2.3]) et du

- rig
fait que Bf N Bt = B*. O

I1I. Le module de Wach d’une représentation cristalline

Ce chapitre est consacré a la construction de N(V'), le module de Wach associé a une représentation
cristalline positive V. Il s’agit de préciser les constructions faites par Wach dans [Wac96, § B.3], ce qui
est 'objet du premier paragraphe. Ceci nous fournit une base du (¢, I')-module D(V') associé a V.
Dans le deuxieme paragraphe, on montre comment récupérer Deis(V') a partir de B:{& P ®B; N(V)
ce qui précise (pour une représentation cristalline) les résultats de [Ber02, § 3.2].

I1.1 Construction de N(T') et N(V)

Dans ce paragraphe, V' est une représentation cristalline de G, et T' un Z,-réseau de V, c’est-a-dire
que T" est un Zy-module libre de rang d muni d’une action de G telle que V' = Q, ®z, T'. Le point
de départ de nos constructions est le théoreme de Colmez qui dit que T est de hauteur finie, ce qui
fait que l'on a dans les notations du paragraphe 1.2 : D(T) ~ Ap ® At D™ (T). Le résultat principal
de ce paragraphe est la proposition II.1.1 ci-dessous.

ProrosiTiON II.1.1. Si T est un réseau d’une représentation cristalline positive V', alors il existe
un unique sous Af-module N(T) de D (T) qui satisfait les conditions suivantes :

i) N(T) est un Aj.-module libre de rang d = dimg, (V) ;
ii) Daction de T'p préserve N(T') et est triviale sur N(T')/7N(T) ;
iii) il existe un entier r > 0 tel que 7"DT(T) C N(T).
De plus, N(T') est stable par . Enfin, si I'on pose N(V) = B}, ®at N(T), alors N(V) est 'unique

sous B}-modu]e de D1 (V) qui vérifie lanalogue des trois conditions ci-dessus.

La démonstration de cette proposition va se faire en plusieurs étapes. Tout d’abord, rappelons
que Wach a démontré dans [Wac96, p. 380] que si V' est une représentation de hauteur finie de Gp,
alors V' est cristalline positive si et seulement s’il existe un sous B}—module N libre de rang d de
D™ (V) stable par I'r et tel que l'action de 'z soit triviale sur N/7N (en général, remarquons que
N #D*(V)).

Il va donc falloir montrer que 'on peut modifier N pour qu’en plus il existe € N tel que 1'on
ait 7" DT(V) C N.

LEMME I1.1.2. Si N est un B;-module satisfaisant les deux premiers points de la proposition 11.1.1,
alors il existe un B;—module N(V) contenant N, stable sous 'action de I'r et tel que I’action de
ce groupe soit triviale sur N(V)/7IN(V'), et tel qu’il existe un entier r tel que "D (V) Cc N(V) C
DT (V).

Démonstration. L’idéal Iy de B;C constitué de 'ensemble des A € BJIE tels que ADT(V) C N
est non nul et stable par I'r, et par le lemme 1.3.2 il est engendré par un élément de la forme
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T0g .. (p*1(g))*. Si l'on pose N(V) = DT(V) N N[p" (g7 1)]n>1, alors N(V) est un sous-
module libre de rang d (libre car B}, est principal et de rang d car il contient N) de D*(V), stable
par ', et 'application naturelle N/7N — N(V')/7IN(V') est un isomorphisme (c’est une application
injective entre deux F-espaces vectoriels de dimension d) ce qui fait que I'r agit trivialement sur
N(V)/xN(V). Enfin, on voit que si x € D¥(V) est tel que m%¢% ... (p571(q))% 2 € N(V), alors
7P € N(V), ce qui fait que Pon a 7"DH (V)  N(V) avec r = . O

Ceci montre comment construire N (V). Le lemme suivant montre comment construire N(7T').

LemME II.1.3. Si I'on pose N(T') = N(V) N D(T'), alors N(T') satisfait les trois conditions de la
proposition II.1.1.

Démonstration. La seule chose qui n’est pas évidente est que N(7T') est libre (puisque AJI,C n’est pas
principal). C’est une conséquence de [Fon90, B.1.2.4], mais nous allons en donner une démonstration
pour le confort du lecteur. Le noyau de l'application N(7') — IN(V)/7IN(V) est #N(T") (puisque 7
est inversible dans Ap), ce qui fait que N(7T')/7N(T) s’identifie & un Op-réseau de N(V)/7N(V)
qui est un F-espace vectoriel de dimension d. Il existe donc my,...,mg € N(T') dont les images
modulo 7 forment une base de N(7")/7IN(T). Les m,; forment alors une famille génératrice de N(T),
car A;C est complet pour la topologie m-adique. Il est facile de voir que cette famille est libre, et
c’est donc une base de N(7T'). O

Démonstration de la proposition I1.1.1. Pour terminer la démonstration de la proposition II.1.1,
il reste donc & montrer que les modules N(T') et N(V') ainsi construits sont uniquement déterminés.
Ceci montrera qu'ils sont stables par ¢, car N(V) + ¢*N(V) satisfait! les mémes conditions, et
est donc égal & N(V) ce qui fait que o(N(V)) € N(V). Comme N(T) = N(V) N D(T), et que
©(D(T)) € D(T), ceci montre que p(IN(T)) C N(T).

Supposons donc que 'on ait N7 et No deux modules satisfaisant les conditions de la propo-
sition II.1.1 (pour T ou V, la démonstration est la méme). Nous allons montrer que N; C Nj.
Par symétrie cela implique que N1 = No. Si z € Ny, alors il existe s < r tel que 7°x € Ny mais
m°x ¢ mNy. Choisissons x ¢ N7 tel qu’en plus un tel s est maximal, ce qui fait que 7Ny C Nj.
Comme 7z € Ny et que I'p agit trivialement sur Ny /7Ny, on voit que (v — 1)(w°z) € Ny et on
peut écrire

(v = D(r°z) = 7(7°)(y(z) = 2) + (4(7°) = 7°)z.
Comme I'p agit trivialement sur Ny /7Ny, et que 7N C Na, on voit que y(7%)(y(z) — x) € T2
et donc que (y(7m*) — %)z € TNy ce qui est une contradiction si s > 1, parce qu’alors y(7*) — 7° =
(x(7)* = 1)7® 4 ---. On a donc N1 C Ns. O

Pour référence, rappelons explicitement le résultat de Wach.

PropoOSITION II.1.4. Si V est une représentation de hauteur finie de G, alors V est cristalline si
et seulement s’il existe un sous B;C—module N libre de rang d de DT (V) stable par T'p et h € Z tel
que 'action de I'p soit triviale sur (N/wN)(—h).

II.2 Construction de D¢is(V)

Soit Brl F I’ensemble des séries de la forme A(7) = ZZE’i o aimF, telles que aj, € F et pour lesquelles

il existe r < 1 tel que la série A(X) converge sur la couronne {z € C, r < |z| < 1}. Pour démontrer
le résultat qui suit, nous avons besoin du BII p-module D!, g(V) associé & V dans [Ber02, § 3.2] mais

en utilisant les résultats de [Ber02, § 3.2,3. 3] on peut montrer que Dng(V) = Biigf ®pt Dt (V) et

'Si M est un R-module muni d’un Frobenius ¢, alors ¢* M dénote le R-module engendré par ¢(M).
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le lecteur peut prendre 1’égalité ci-dessus comme définition. Rappelons que [Ber02, théoreme 3.6]
affirme que si V est une représentation cristalline positive de G (et donc de hauteur finie), alors
Deis(V) = DLg(V)FF et donc

Dcris(V) = DT (V)FF = (BT

rig, I ®B; D+(V))FF :

L’objet de ce paragraphe est de préciser ce résultat en utilisant le module de Wach N(V)
construit au paragraphe précédent. Ce paragraphe est donc consacré a la démonstration de la
proposition suivante, qui donne une premiére maniere de construire Dis(V') (pour le théoréme 3
de l'introduction, voir le paragraphe I11.4).

PropoOSITION 11.2.1. Si V' est une représentation cristalline positive de G, alors on a D¢yis(V) C
B;Eg’F ®B} N(V). En particulier : Des(V) = (B;E&F ®B; N(V)I'r.

Démonstration. Choisissons une base de N(V'), et soient P et G = G(v) les matrices dans cette
base de ¢ et d'un élément v € I' qui n’est pas de torsion. Rappelons que par [Ber(02, théoreme 3.6],
D.is(V) C Diig(V), ce qui fait que si 'on choisit une base de Dgis(V), alors la matrice M de
passage de cette base & celle de N(V) vérifie M € M(d,B!. ). Si D € M(d, F) est la matrice de ¢

rig, F
dans la base de D¢is(V), alors on a
Gy(M) = M et Po(M) = MD.
Montrons qu’il existe des entiers a; € N et u € (B;C)* tels que
§ = det(P) = ¢ -+~ (¢" ' (q)) ™ u.

Comme les actions de ¢ et I'p commutent, on a gy(d) = dp(g), ce qui fait que 0 et (J) engendrent
le méme idéal de B;C (puisque g est une unité de BJ}S) Par le lemme 1.3.2, c’est donc qu’il existe
des entiers oi; € N et u € (BL)* tels que § = 70¢™ -+ (¢*1(g))*u.

De plus, on a y(9)/6 = x(7)*° mod 7 et si g est le déterminant de G, alors g = 1 mod 7 ce qui
fait que ¢(g)/g = 1 mod 7 et donc que si I'on regarde ’équation v(d)/d = ¢(g)/g modulo 7, alors
on voit que oy = 0 (puisqu’on a choisi 7 qui n’est pas de torsion).

Posons v = 7 - .- o5~ 1(7)® | ce qui fait que 'on a § = p(v)v~tu. Soient N = Mv et Q = 5P,
ce qui fait que @ est aussi la transposée de la matrice des cofacteurs de P, et donc @ € M(d, B})
On a

O(N) = p(M)p(v) = P'MDo(v) = 5 'QM (véu')D = uw ' QND

et le corollaire 1.4.2 (le résultat de régularisation par le Frobenius) montre que N € M(d, B ).

rig,F
Il existe donc A € Bf\ {0} (il suffit de prendre A = v) tel que A - Deyis(V) C Bng Op N(V).
Si I est 'idéal de B;C ainsi défini,
I={\€ B\ Dais(V) € By, @2 N(V)},

alors I est un idéal de B;C qui est stable par I'r et par ¢ (car ¢*De¢is(V) = Deis(V)), et par le
lemme 1.3.2 il est engendré par un élément de la forme A = 7% ... (p371(q))%, avec By > --- >
Bs = 0.

Reste a montrer que A = 1, ce qui revient a montrer que By = 0 puisque 3; < By. Rappelons
que le groupe I'p agit trivialement sur N(V')/7N(V'), et donc sur (BI&F Op N(V))/mx.

Il existe y € Deis(V) tel que Ay € B;'irgf ®pt N(V) mais \y ¢ WB;E&F ®pt N(V) (sinon, on
pourrait diviser A par 7). L’'image de Ay dans (B;EgF ®pt N(V))/m est non nulle et v € I'r agit

dessus par X(fy)ﬁo d’une part, et trivialement d’autre part, ce qui fait que Gy = 0. ]
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Pour référence, donnons immédiatement le corollaire suivant de ces calculs, qui est utilisé sous
cette forme dans [Ber03, § I1.2].

COROLLAIRE I1.2.2. Si V est une représentation cristalline de G, si y € B;'i’g 7 @F Dais(V), et si

h > 1 est tel que Fil™" Dis(V) = Duis(V), alors thy € B:Eg,F ®B; D (V).

Démonstration. Par définition des poids de Hodge-Tate, on voit que V' (—h) est une représentation
positive et donc que Deis(V(—h)) C B;Eg,F ®pt N(V(—h)) ce qui fait que par torsion on trouve

que t"Dis(V) C B:E&F ®B} D (V). O

I1.3 Comparaison entre N(V') et D¢is(V)

Maintenant que 'on a défini N(V') et montré qu’il est possible de retrouver Dgyis(V) a partir de

+ 5. , NIEEE . 5 , .
Bl r @B N(V), on va s’intéresser a I'inclusion que 'on en déduit

B-‘r

rig, F’ QF Dcris(v) - B:i_g,F ®B; N(V)

L’anneau B;Eg r admet la théorie des diviseurs élémentaires, et on va calculer ces diviseurs pour
9

Iinclusion ci-dessus. Soient (A1), ..., (Ag) les idéaux de B . définis par

rig, F'

B, r ®py N(V): B - ®pr Dais(V)] = [A\1;... ; Al

rig,F’

ProposITION 11.3.1. II existe des entiers [3,; tels que les idéaux (\;) sont engendrés par \; =
o Ty (9" (a) /o).

Démonstration. Dans 'inclusion B:qg,F ®p Deis(V) C B:Q&F ®B} N(V), les deux modules en ques-
tion sont munis d’une action de I'p, telle que v € T'p agit par un isomorphisme. Ceci montre (par
unicité des diviseurs élémentaires) que les idéaux (\;) et y(\;) sont égaux, et le lemme 1.3.2 montre
qu’il existe une suite d’entiers {3, ;}» telle que I'on puisse prendre :

[ee]

Ai =m0 TT (" (a)/p) . O

n=1

ITI. Propriétés du module de Wach

L’'un des résultats clefs de cet article est le calcul des entiers (3, ; définis dans la proposition 11.3.1
ci-dessus. On va voir que By ; = 0 et que si n > 1, alors 3, ; est I'opposé du j-eme poids de Hodge—
Tate de V. C’est I'objet du paragraphe II1.2 ci-dessous. Une fois ce calcul effectué, on peut borner
précisément I'annulateur du conoyau de l'inclusion BT ®B; N(V)cB* ®q, V, ce qui sera crucial
dans la suite.

ITI.1 Le module de Sen d’une représentation de Hodge—Tate

Avant de calculer les entiers (3, ;, nous aurons besoin de comprendre assez précisément le module
de Sen associé a V. C’est I'objet des rappels et compléments qui se trouvent dans ce paragraphe,
dont le résultat principal est la proposition III.1.2.

Si V' est une représentation p-adique, on dit que V est de Hodge-Tate, & poids de Hodge—
Tate hi,...,hq, si 'on a une décomposition de C|[G'r]-modules C ®q, V ~ @?21 C(hj). On a un
isomorphisme Gr Bgr ~ @ ez C(j), ce qui fait que les représentations de de Rham sont de Hodge—
Tate et que les poids de Hodge-Tate sont les opposés des sauts de la filtration. On dira qu’une
représentation p-adique V' est positive si ses poids de Hodge-Tate sont < 0 (la définition du signe
des poids de Hodge—Tate est malheureuse).
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Quand V' est une représentation de Hodge-Tate de G, on voit que 'on a une décomposition
(C ®q, V)Hr ~ @?:1 Foo(hj) et on peut montrer (cf. [Sen80, theorem 3| par exemple) que la
réunion Dge, (V) = (C ®Q, V)gﬁ des sous F.-espaces vectoriels de dimension finie stables par I'p
de (C ®g, V)Hr est égale & @?:1 F(hj). Le Fx-espace vectoriel Dgen(V) est muni d’'une action
résiduelle de ', et si v € ['r est un élément suffisamment proche de 1, alors la série d’opérateurs
log(y)/log,(x(7)) converge vers un opérateur Fio-linéaire Vi : Dgen (V) — Dgen(V) qui ne dépend
pas du choix de 7, et qui est diagonalisable a valeurs propres hq, ..., hq.

Nous aurons besoin dans la suite de comprendre ‘a4 un niveau fini’ 'action de I'p sur Dge, (V).
Dans la suite de ce paragraphe, W dénote un F,,-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une
action semi-linéaire de I'r, telle qu'un sous-groupe ouvert de I'r agit sur une base de W par des
puissances entieres du caractere cyclotomique (W sera destiné a étre Dge, (V).

LeEMME III.1.1. II existe une base de W sur laquelle I' p agit par des puissances entiéres du caractére
cyclotomique.

Démonstration. En regardant les espaces sur lesquels le sous-groupe ouvert de I'r agit par une
puissance donnée de Y, et en tordant, on voit qu’il sufﬁt_ de montrer que si 'on a un F,-espace
vectoriel X muni d’une action finie de I'p, alors X =~ ngm(x) en tant que représentations de I'p,

ce qui suit directement de ‘Hilbert 90°. ]

Posons Ty, = Gal(F / F},).

ProrosiTioN II1.1.2. Si I'on note W, I’ensemble des sous F,,-espaces vectoriels de dimension finie
de W, stables par I'r et qui ont une base formée d’éléments sur lesquels I';, agit par des puissances
entiéres du caractere cyclotomique, alors W, a un plus grand élément (pour l'inclusion) W,, qui
est un Fj-espace vectoriel de dimension d et I'application naturelle Fo ®f, W, — W est un
isomorphisme.

Démonstration. Commencons par montrer qu'un élément X de W, est de dimension < d. Si cela
n’était pas le cas, il existerait e > d+1 éléments x; de W et des entiers j; tels que v(z;) = x(7)7ix; et
tels que X = @;_, Fhx;. Comme W est un Fi-espace vectoriel de dimension d, il existe des \; € Fio
tels que > 5_; Aiz; = 0. On peut supposer que la relation est minimale et (quitte & réordonner les ;)
que A\ # 0. En faisant agir 'y, on a Y7, v(Ai)x(7)7"z; = 0 et la minimalité de la relation de départ
implique que ’y()\i)\l_l) = )\Z-)\l_lx(fy)jl_ji. Quand j; # j1, cela implique que \; = 0 et quand j; = j1,
cela implique que \;/A; € F,,. Ceci montre que les z; sont liés sur F), et donc dans X. On a donc
bien dimp, X < d. On vient d’ailleurs de montrer que si x; est une base de X € W,, sur laquelle T,
agit par des puissances entieres du caractere cyclotomique, alors les x; sont encore libres dans W.

Si X et Y sont deux éléments de W,,, on peut fixer deux bases x; et y; de X et Y sur lesquelles
I',, agit par des puissances entieres du caractere cyclotomique. Le F;, espace vectoriel X +Y a une
base extraite de {z;} U {y;}, ce qui fait que X +Y € W),.

Les arguments précédents montrent que W,, est stable par somme et qu'un plus grand élément est
nécessairement de dimension < d. Dans le lemme III.1.1, on en a construit un élément de dimension
d ce qui fait que W,, a un plus grand élément W,, qui est de dimension d. Enfin, on a vu plus
haut que si z; est une base de X € W, sur F,,, sur laquelle I',, agit par des puissances entieres du
caractere cyclotomique, alors les x; sont libres sur F,, dans W. Cela revient a dire que I'application
Fo ®p, Wy, — W est injective. Pour des raisons de dimension, c’est un isomorphisme. O

DEFINITION IIL.1.3. Si V est une représentation de Hodge-Tate, alors on note Dg, (V') le sous
F,,-espace vectoriel de Dge, (V') fourni par la proposition II1.1.2.
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II1.2 Le module de Wach ‘évalué’ en (™ — 1

L’objet de ce paragraphe est de calculer les entiers (3, ; définis dans la proposition I1.3.1, en util-
isant les résultats du paragraphe précédent. Soient V une représentation cristalline positive et
0<r <+ <ryles opposés des poids de Hodge—Tate de V. Le résultat principal de ce paragraphe
est la proposition suivante.

ProprosITION IIL.2.1. Dans les notations de la proposition 11.3.1, on a [y ; = 0 et (3, ; = r; pour
tout n > 1.

Pour n = 0, c’est une conséquence du fait que I'r agit trivialement sur N(V')/7IN(V). Pour
n > 1, il va falloir comprendre I'action de I',, = Gal(F../F,) sur N(V)/¢" 1 (q)N(V), ce qui est
I'objet de la proposition I11.2.2 ci-dessous. Nous verrons que I'application # : BT — C identifie
(6o ™)N(V) au F,-espace vectoriel N(V)/¢" 1 (q)N(V) et le point clef de ce paragraphe est que

(009" )N(V) = N(V) /" H(g)N(V) = Dg,(V),

Sen
ce que nous montrerons plus tard.

Dans toute la suite, on écrit Diag(aq,...,aq) pour désigner la matrice d x d :

ay

aq

Le point de départ est la proposition suivante.

PROPOSITION 1I1.2.2. L’action de T',, sur N(V)/¢o" 1 (¢)N(V) est diagonale dans une base
convenable de ce F,,-espace vectoriel et un élément ~ € I'), agit dans cette base par la matrice

Diag(x (7)1, x(y) ).

Démonstration. Comme I'), est abélien, il suffit de montrer la proposition pour un élément ~,, de I',,
car une famille commutative d’endomorphismes diagonalisables est codiagonalisable.

Si A = Diag(A1,...,\g), alors par la théorie des diviseurs élémentaires, il existe une base de
Deis(V) et une base de B;Eg F ©B1 N(V) telles que la matrice de passage de 'une a l'autre soit
AM avec M € GL(d, B;'i’g )

Si G, est la matrice de 7, dans la base de B;Eg r @Bt N(V), alors G, v, (AM) = AM ou encore

G =AMy, (M™IATY) = AMy, (M1 D, AT

et donc A~1G,A = M~,(M~1)D,, oul'on a posé D,, = v,(A"HA.
Remarquons que, comme M € GL(d, B;Eg ), on a la congruence M~,, (M ') =Id mod ¢"!(q)

(voir par exemple la remarque 1.3.1). De plus, D,, est une matrice diagonale et comme

Nj =m0 (g/p)i - = (9" (@) g,

n—l( n—l(

g), on voit que Aj/va(}j) = x(7a) 77 mod ¢~ (q).

Les coefficients du polynéme caractéristique de G,, sont ceux de A~'G,A et sont donc égaux
modulo ¢" 1(q) & ceux de D,. Pour montrer que I',, agit par (D, mod ¢" !(g)) sur une base
convenable de

ou 7y ; est inversible modulo ¢

N(V)/e" Ha)N(V) = (B, p @ps N(V))/¢" (0,

il suffit donc de montrer que l'action de I',, est semi-simple, puisque les valeurs propres (avec
multiplicités) de G,, seront alors celles de la matrice (D,, mod ¢"~1(q)).
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L’application § o ¢~™ réalise une injection de V,, = N(V)/¢" ! (q)N(V) dans (C ®q, V)7F ~
@?:1 ﬁoo(—rj) (0o @™™ est injective car un élément de N(V') divisible par ¢"!(g) dans BT ®g, V
est divisible par ¢""!(q) dans D (V) et donc dans N(V)). Notamment, l'opérateur Vi (Vy + 1)
-+« (Vy+r) est nul sur V,,, et ce dernier espace est donc somme directe des an‘/:_] , qui sont stables
par I',,, et sur lesquels T, agit via le produit de Y™/ par une représentation de I',, qui est triviale
sur un sous-groupe ouvert. L’action de I';, est donc semi-simple (action d’un groupe abélien fini
I’étant toujours). Les valeurs propres de (D,, mod ¢"!(q)) étant dans le corps de base, I’action de
T',, est donc diagonalisable. O

Démonstration de la proposition I11.2.1. La proposition précédente montre que I’application o ™"
identifie N(V) /" 1(¢)N(V) & un sous Fj-espace vectoriel de Dgen(V), stable sous I'action de 'z
et tel que I'action de T',, sur N(V) /"1 (q)N (V) est diagonale. Par la proposition I1I.1.2, c’est donc
que N(V) /" 1(¢)N(V) c D2 (V) et un argument de dimension montre que l'inclusion ci-dessus

Sen
est une égalité, ce qui fait que (,; = r; pour n > 1 (n’oublions pas que ry < --- < rq et que

Bna < -+ < P q car les diviseurs élémentaires sont ordonnés par divisibilité). O

ITI.3 Comparaison entre N(V) et V

En utilisant la proposition II1.2.1 démontrée ci-dessus, on va pouvoir démontrer I’'un des principaux
résultats techniques de cet article, le théoreme II1.3.1 ci-dessous.

THEOREME II1.3.1. Si T est un réseau d’une représentation cristalline positive V', dont les opposés
des poids de Hodge-Tate sont 0 <11 < --- < rq=r, alors 7" AT ®z, T C At ®A; N(T).

De plus, I'idéal de AT engendré par le déterminant de I'inclusion naturelle AT @+ N(T') C
F
At @z, T est (" +7d),
Avant de montrer le théoreme ci-dessus, montrons un lemme qui sera utile ici et par la suite.

LEMME I11.3.2. Si M C D(T) est un A;C-module libre de rang d, stable par les actions induites de
p et de'p, tel que D(T) = Ap ®AF M, alors

(A+ ®A; M) ﬂpn(A+ ®Zp T) = pn(A+ ®A; M)

Démonstration. Si{m;}1<i<q est une base de M sur A;, alors c’est aussi une base de D(T') sur Ap,
et donc de A ®a, D(T) = A ®z, T sur A.
Si lon écrit x € (AT Dat M)Np"(A* ®z, T) selon la base m; comme x = S, @img, alors on
voit que x; € p"A. Le lemme résulte alors de ce que p"A N AT = p"AT. ]
Pour une version un peu plus générale de ce lemme, voir la démonstration du corollaire IV.2.3
ci-dessous.
Démonstration du théoréme II1.3.1. Etant donné que BT = AT[1/p], le lemme I11.3.2 montre que
AT @y T C AT a1 N(T)
si et seulement si
Bt @q, V C BT ®p N(V).

Nous allons tout d’abord montrer que N(V)/¢*IN (V') est tué par ¢". Rappelons que ’on a montré
que

t\"* t\"

m m
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Il est clair que l'on a <p*(Brlg 7 QF Derig(V)) = B;tg 7 @F Daig(V), et comme une base de N(V') sur
B;C est une base de B;'irgf ®pt N(V) sur Brlg  on a donc detB;(go N(V) = N(V)) = gnttra g

une unité pres. D’autre part, si x € N(V'), alors
(t/ﬂ') x € BrlgF F Dcris(V) C @*(B:i_g,F ®BIJ§ N(V))

ce qui fait que, comme pged(¢" Tt (t/7)") = ¢", on a ¢"z € ¢*N(V). Ceci montre donc que
N(V)/e*N(V) est tué par q".

Si M € M(d,B™) est la matrice d’une base de N(V') dans une base de V, et si P € M(d B;C)
est la matrice de ¢ dans cette base de N(V), alors on a (M) = MP et donc p(x"M~1) =
(" P~ 1) (7" M~1). Le fait que N (V) /p*N(V) est tué par ¢" revient a dire que ¢" P~ € M(d, B+)
le corollaire I.4.3 (le résultat de régularisation par le Frobenius) ci-dessus montre qu’alors 7" M ! €
M(d,B™), ce qui implique bien que

BT ®g, V C BT @y N(V).

Enfin, on voit que ¢(det M)/(det M) = det P = ¢"* " Tdy olt u est une unité de A} ce qui fait
que l'idéal de AT engendré par det M est ("1 7). O

COROLLAIRE II1.3.3. SiT est un réseau d’une représentation cristalline V', dont les poids de Hodge—
Tate sont dans [a;b], alors 7°""A* ®z T C AT DAt DH(T).

Remarque 111.3.4. Le résultat précédent est proche d’étre optimal. On peut par exemple montrer
que BT ®q, V =B7 ®B; DT (V) si et seulement si la restriction de V' & Hp est non ramifiée.

Remarque 111.3.5. Le lien entre N(V') et DT (V') n’est pas toujours évident. Si V' est une représenta-
tion cristalline de dimension 2, de poids 0 et r < 0, alors N(V) = D" (V) & moins que l'on ait
V=VieVyetr <.

II1.4 Représentations cristallines et ¢-modules filtrés

Nous allons maintenant montrer que si 'on étend un peu la définition d’un module de Wach,
le foncteur T +— IN(T') devient une équivalence de catégories, entre la catégorie des réseaux de
représentations cristallines de G, et la catégorie des modules de Wach.

DEFINITION II1.4.1. Si b > a € Z, alors un module de Wach & poids dans [a;b] est un A;—module
ou un B;—module N libre de rang d, muni d’une action de I'r telle que ce groupe agit trivialement
sur N/ N, et muni d’un Frobenius ¢ : N[1/7] — N[1/¢(7)] commutant & 'action de I'g, tel que
o(m°N) C 7N et tel que T°N/p*(7°N) est tué par ¢"~* (rappelons que ¢ = () /7).

Si T est un réseau d’une représentation cristalline V' & poids de Hodge-Tate dans [a;b], alors
N(T) = 7 °N(T(—b)) est un module de Wach & poids dans [a; b].

PROPOSITION I11.4.2. Le foncteur V +— N(V') est une équivalence de catégories entre la catégorie
des représentations cristallines de G, et la catégorie des modules de Wach sur B}., compatible a
toutes les opérations habituelles (®, dualité et suites exactes).

De plus, pour une représentation cristalline donnée V', I'application T +— N(T) induit une
bijection respectant I'inclusion entre les réseaux de V' et les modules de Wach sur A;C contenus dans
N(V) et qui en sont un A}-réseau.

Démonstration. On vérifie facilement que si T et T(—1) sont des réseaux de représentations
cristallines positives, alors N(T') = 7 !N(T'(—1)) ce qui fait que le foncteur N(-) est bien défini
(il ne dépend pas du choix de b tel que N(T') = 7 *N(T(—b))).
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Si on se donne V', alors on peut récupérer V' a partir de N(V') car D(V) ~ Bp g N(V), ce

qui fait que le foncteur N(-) admet un quasi-inverse N — (B @g+ N)¥=!. Toutes les affirmations
F

de la proposition suivent alors de cela et des définitions. ]

Remarque 111.4.3. Si U C T sont deux réseaux d’une représentation cristalline V', tels que
T/U = &Z,/p™, je ne sais pas si N(T')/N(U) = &A}/p*. Cest bien sir ‘presque’ vrai au sens des
A;—modules. Si ¢’était vrai, cela simplifierait certains des calculs & venir.

La proposition I1.2.1 ci-dessus montre comment on peut retrouver le ¢o-module D,i5(V') & partir
de N(V). Nous allons maintenant donner une recette différente (le théoreme II1.4.4 ci-dessous,
cf. [Fon90, § B.2.3]), qui permet de retrouver le p-module filtré De,is(V') & partir de N(V).

THEOREME I11.4.4. Si V est une représentation cristalline positive de G, et si on munit N(V) de
la filtration

Fill N(V) = {z € N(V), ¢(z) € ¢N(V)},

alors I'application naturelle X : D,is(V) — N(V)/7IN(V') que 'on déduit de I'inclusion Deis(V') C
B;'irgf Op N(V) est un isomorphisme de p-modules filtrés.

Démonstration. Commencons par montrer que 'application A\ est bijective. Pour des raisons de
dimension, il suffit de montrer que A est injective, et il suffit donc de montrer que WB;Eg P ®B;
N(V)NDgis(V) = {0}. On va montrer par récurrence que pour tout j > 1, on a wB;Eg’F@B;N(V)ﬂ
Dis(V) C WJB;Eg’F@)B;N(V), ce qui implique tout de suitg que WB;E&F@B;N(V)HDCHS(V)‘: {0}.
Sij>1letx € Deyis(V), alors y(z) = 2 tandis que si 2 € /B F®B;N(V), alors y(x)—x"7(y)z €

F®B# N(V)NDeis(V), alors x € m/ 1B FOB+ N(V).

rig,
j+iRp+ i JB*
T Brig,F ®B; N(V), et doncsiz € Brig7 rig,

Il est clair que I'application A est un isomorphisme de ¢-modules, et il reste donc & comparer
les filtrations. Rappelons que Fil' Deis(V) = Fil' Dgr (V') N Deis(V) et que comme on suppose que
V est positive, on a en fait Deis(V) = (B ®q, V)9 = (B, ®g, V)97 et que Fil' Deyis (V) =

~ ~ , ~ il ~ ~
(FiI' B, ®qg, V)" Enfin, Fil' B, = Fil' B}, N Bf, = (7T/7T1)~ZB;;aX N B}, et un élément de B,
est divisible par 7/m; dans B, si et seulement s’il Pest dans B;'i’g, ce qui fait que x € F il’(B;qg) si

et seulement si p(x) € qifi:qg (rappelons que ¢ = p(7/71)).

On en déduit que si x € Fili(ﬁjirg ®q, V), alors son image dans B;Eg F OBt N(V) vérifie

plz) € (¢'Bffy ®q, V) N (B, r @ N(V)) = B, @ N(V).

En effet, BT [1/7] ®q, V = BT[1/x] ®g+ N(V) par le théoreme IT1.3.1 et donc B [1/7] @, V =

rig
B;’[g[l/ﬂ] gt N(V), ce qui fait que q"(B;Eg ®q, V)N (B:i_g,F ®pt N(V)) =¢'B} L ®pt N(V).

rig,
Ceci montre que l'image de Fil’ Deys(V) par A est bien incluse dans Fil'(N(V)/aN(V)).
Réciproquement, si y € Deis(V) C B;Eg’F Op N(V) a la propriété que ¢(y) € qu:qg’F Op N(V),

alors o(y) € ¢'(B ®q, V) et donc y € Fil' Deyis (V). O

rig
COROLLAIRE II1.4.5. Si V' est une représentation cristalline de G, et si on munit N(V') de la

filtration Fil' N(V) = {z € N(V), ¢(z) € ¢'N(V)}, alors on a un isomorphisme de p-modules filtrés
Deis(V) 2 N(V)/aN(V).

Démonstration. SiV n’est pas positive, il suffit d’appliquer le théoreme I11.4.4 & V(—b) pour b assez
grand. U
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IV. Représentations de torsion

Dans ce chapitre, on va utiliser le théoreme II1.3.1 pour montrer le résultat central de cet article,
le théoreme IV.2.1 (sur les limites de représentations cristallines). Avant cela, nous allons montrer
comment varie N(7") quand 7" varie : c’est 'objet du premier paragraphe.

IV.1 Continuité du module de Wach

Dans ce paragraphe, nous allons donc montrer que si deux réseaux de deux représentations
cristallines sont ‘proches’, alors les modules de Wach associés sont ‘proches’. C’est 'objet du
théoreme IV.1.1 ci-dessous.

Sir > 1, on pose a(r) = infyer, Y37, vp(x(7)? — 1). Par exemple, si 7 < p — 2, alors a(r) =0
et plus généralement si p # 2, alors on a

N B L Y P e |

THEOREME IV.1.1. Si T} et Ty sont deux réseaux de deux représentations cristallines V; et Vo a
poids de Hodge—Tate dans [—7;0], et si n > «a(r) est tel que Ty /p™ = To/p", alors N(T1) et N(T%)
ont méme image dans (At /p—(") ®z, T;) 1.

Remarquons que comme T3 /p" = Ty/p", le module A /p"_o‘(T) ®z, T; ne dépend pas de i =
1,2. Avant de démontrer le théoreéme, nous aurons besoin de borner, pour un réseau 7" d’une
représentation cristalline, le conoyau de 'application

N(T) — (A" /p" @z, T)"*.
On peut donner une formulation (et une démonstration) cohomologique du résultat ci-dessous, mais

nous avons préféré garder la version naive.

LEmMME IV.1.2. Si T est une Z,-représentation cristalline positive de Gr, et r € N est tel
que 7"At @z, T C AT Dt N(T), alors I'image de N(T) dans (AT /p" ®z, T)Hr contient
7TT(A+/p” ®Zp T)HF.

Remarquons qu’on peut montrer un résultat plus général (cf. corollaire IV.2.3).

Démonstration. Soit 3 € (AT /p" @z, T)"F, que I'on reléve en Be At ®z, T. Pour tout h € Hp,
ona h(f) — B ep(At @z, T). On a aussi 773 € AT ®at N(T), et donc

Wr"B) — '3 € p"(AT @z, T) N AT ®a N(T) C p"AT @ a1 N(T),
par le lemme IT1.3.2 appliqué a M = N(T'). Ceci implique que si l'on écrit 77’“5 selon une base de
N(T) comme ceci : 773 = Y4y, @ d; € AT Dat N(T), alors h(y;) —y; € p"AT. Comme A} —
(AT /p")Hr est surjective, c’est que y; € A + p"AT, et donc que 773 € N(T) + p"A™T Dat N(T).
Cela implique que 7”3 est dans I'image de N(T') pour tout 8 € (AT /p" ®z, T)Hr, O

Etant donnés le lemme IV.1.2 et le théoréme II1.3.1, il est clair que le théoreme IV.1.1 est une
conséquence immédiate de la proposition suivante.

PropoSITION IV.1.3. SiT est un réseau d’une représentation cristalline V' dont les poids de Hodge—
Tate sont dans [—r;0] et si on se donne deux sous A;C/p”—modules Ny et Ny libres de rang d de
(AT /p" @z, T)HF qui sont stables sous I'action de T'p, tels que 7" (AT /p" @z, T)Hr C N; et tels
que 'action de I'p est triviale sur N;/mN;, alors N1 = Ny mod p”_o‘(r).
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Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que N; € Ny mod p" ). Si v € I'p, on va
montrer par récurrence sur i < r que
i—1
T T[(0)™7 = )Ny € N,
j=0
Quand 7 = 0, cela revient a 7" Ny C Ny ce qui est vrai par hypothese. Supposons le résultat vrai
pour i, et choisissons x € Nj. Par hypothese de récurrence, on a
i—1
z=na""" H(X(’y)r_j — 1)z € Ns.
j=0

D’une part, on a (7 — 1)z € mNy. D’autre part, on a

7—1
(y=1Dz=(y-1)(7"" 1)z
N y >< I CCIE )
— () — 7 [T )™ — D+ (™) — 1) ( Tty - 1>x> |
j=0 Jj=0

Comme (y — 1)z € wNy, 'hypotheése de récurrence montre que le deuxieme terme de la somme
ci-dessus est dans mNy. Comme (v — 1)z € 7wNg, on en déduit que le premier terme de la
somme ci-dessus est aussi dans mNa. Le fait que (y—1)7" " = (x(7)" " = 1)7" (1 +7---) implique
alors que
i
7t H(X('y)r_j — 1)z € TNy
j=0

et donc que 7"~ ¢71 H;:()(X('Y)r_j — 1)z € Ny (on trayaﬂle dans des anneaux sans m-torsion).
Comme c’est vrai pour tout z € Ny, on a bien 77~} H;:o(X(’Y)T_] —1)N; C Ns.

On peut maintenant appliquer ce résultat avec i = r, et 7 tel que a(r) = Z§=1 vp(x(7)? — 1), et
on trouve que p*™ N; C Ny. Rappelons que par hypothese, on a aussi 7" N1 C Na, ce qui fait que si

I’on choisit x € Ny et qu’on I’écrit selon une base de Ny, x = Zd x;ng j, alorson a x; € W_TAJI,C/p"

j=1
et on peut donc écrire x; = xv_, ;7" + m_r+17j7r_r+1 + -+ avec xp; € Op/p". Enfin, le fait que
p*IN; C Ny implique que po‘(’”)aj_h,j = 0sih > 1, et donc que v_p; € p"MOp si h > 1.
Cela implique que N; C Ny mod p™~ (). O

IV.2 Limites de représentations cristallines

L’objet de ce paragraphe est la démonstration du théoreme IV.2.1 ci-dessous, le résultat central de
cet article : une limite de sous-quotients de représentations cristallines a poids de Hodge-Tate dans
[a; b] est elle-méme cristalline & poids de Hodge—Tate dans [a;b].

THEOREME IV.2.1. SiT est un réseau d’une représentation p-adique V de G, et s’il existe b > a € Z
et deux suites {U; }; et {T;}; de réseaux de représentations V; de G, cristallines a poids de Hodge—
Tate dans [a;b] et vérifiant T /p* ~ T;/U;, alors V est cristalline a poids de Hodge—Tate dans [a; b].

Avant de montrer ce théoreme, nous aurons besoin d’établir quelques résultats techniques.
La proposition ci-dessous et son corollaire généralisent les calculs effectués dans le lemme IV.1.2.

ProrosITION 1V.2.2. Si V est une représentation cristalline positive de G, si U C T sont deux
réseaux de V, et siz € AT ® 2+ N(T) est tel que pour tout h € Hp on ait h(z)—x € At ®a: N(U),

alors x € N(T) + A™ Dat N(U).
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Démonstration. Nous allons d’abord montrer que 1’on peut se ramener au cas ou 7'/U est tué par p.
Pour cela, supposons que la proposition est vraie dans ce cas et posons T = pFT + U. On voit
que Ty = T, que T, = U si k > 0, et que Tj/Tp1 est tué par p. Si z, € AT ®at N(T}) est
tel que pour tout h € Hp on ait h(xy) — z € AT ®at N(Ty1), alors la proposition implique
que x € N(Ty) + AT ®A; N(Tk+1). On peut donc écrire x, = yx + xg41 avec yr € N(T}) et
Tpr1 € AT ®A; N(Ty+1). Si on commence avec xg = x et que l'on applique le raisonnement
précédent pour k = 0,1,..., on en déduit finalement que x € N(T') + A* DAt N(U).

I1 ne reste donc plus qu’a montrer la proposition sous ’hypothese supplémentaire que T'/U est
tué par p, ce que l'on suppose a partir de maintenant. Nous allons d’abord établir que N(7")/IN(U)
est sans 7-torsion. Si ce n’était pas le cas, il existerait y dans N(T") et n > 1 tels que 7"y € N(U),
ce qui fait que y € D(U) (puisque 7 est inversible dans Ap). Comme N(U) = N(7T) N D(U), on
voit que y € N(U) et donc que N(T")/N(U) est bien sans m-torsion. Comme N(T")/N(U) est tué
par p et sans m-torsion, c’est un E;C = kp[[n]]-module sans torsion et il est donc libre. Pour calculer
son rang, il suffit de le tensoriser par Ep = kr((7)) et on trouve qu'’il est de rang s = dimg, (T/U).

Montrons qu’il existe une base ni,...,nq de N(T') (out d = dimg, (V')) telle que pny, ..., pns,
Ngt1,---,Nq est une base de N(U). Pour voir cela, on écrit la suite exacte
0 — N(U) — N(T) — (Bf)* — 0,
et on la multiplie par 7. Le lemme du serpent nous donne une suite exacte
(B})*[r] = 0 — N(U)/m — N(T)/m — (E})* /m = 0.

Comme AJI,C /m = OF et que ce dernier anneau est principal, la théorie des diviseurs élémentaires
montre qu'il existe une base 7y, ...,ng de N(T') /7 telle que pny, ..., phs, Tsy1, - - ., g est une base
de N(U)/m et on conclut par le lemme de Nakayama.

On peut maintenant terminer la démonstration. Si x € AT ® A+ N(T) est tel que pour tout
F

h € Hp on ait h(x)—xz € A* N N(U), alorsonaz = Z?:l xin; et h(z)—z = Z?zl(h(a;i)—mi)ni ce

qui fait que p divise h(z;) —z; pour i = 1,...,s. Comme l'application naturelle AJ}S/p — (ATt /p)Hr
est un isomorphisme, on voit que x; € AJIE +pAt pouri=1,...,set doncquex € N(T)+ A" ®A;
N(U), ce qu’il fallait démontrer. O

COROLLAIRE 1V.2.3. Sous les hypotheses de la proposition IV.2.2 ci-dessus, si V' a ses poids dans
[—r;0], alors I'image de I'application naturelle N(T) — (AT ®z, T/U)HF contient n" (A" ®z,
T/U)HF,
Démonstration. Siy € 7" (AT @z, T/U)HF | alors on peut le relever en y € 7" A+ ®z, T et par le
théoreme I11.3.1, on voit que y € AT ® , + N(T). D’autre part, pour tout h € Hp 'image de h(y) —y
F

dans A" ®z, T/U est nulle. Nous montrerons que cela implique que h(y) —y € AT ®at N(U). Si
'on suppose cela pour I'instant, alors la proposition IV.2.2 implique que y € N(T') + A*T ® Al N(U)
et donc que I'on peut écrire y = yg+ 2 avec yg € N(T) et z € AT ®A; N(U). 1l est clair que I'image
de yo dans (AT @z, T/U)HF est 7.

Il reste donc & montrer que le noyau de Papplication naturelle de AT ® Al N(T) dans AT ®7, T/U
est AT Dat N(U), c’est-a-dire que

(AT @ax N(T) N (AT ®z, U) = A" ®ap N(U).

Par dévissage, on se ramene au cas ot T/U est tué par p (plus précisément, si I'on sait faire le cas
ou T'/U est tué par p, alors on 'applique successivement aux réseaux Ty = p*T 4+ U comme dans la
preuve de la proposition précédente) et on a vu dans la démonstration de la proposition IV.2.2 qu’il
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existe dans ce cas une base ny,...,ng de N(T) telle que pnq,...,pn,, ny41,...,nq est une base de
N(U).

Pour z € AT ®A; N(T'), écrivons x = Z?Zl x;n;. Si l'on suppose que € AT @z, U, alors
reAT[l/7]® AL N(U) et donc p divise z; dans A™[1/7] et comme un élément de AT divisible par
p dans AT[1/7] est divisible par p dans A", on voit que x € AT ® ¢ N(). O

On peut maintenant montrer le théoreme IV.2.1.

Démonstration du théoréme IV.2.1. Sil'on applique le corollaire IV.2.3 aux réseaux U;y; + piTiﬂ
et Tiy; (avec i,j > 0) de la représentation Vi;;, on trouve que I'image de 'application naturelle
N(T;1;) — (AT @z, T/p")HF contient 7" (AT @z, T/p')¥. Si I'on pose

“+o00
Ni = () Im(N(Ty ) — (AT @, T/p")1r),
j=0

on voit donc que N; est un sous A}./p-module de (AT ®z, T/p')"* qui contient un A} /p’-module

libre de rang d = 87, (T'). Par ailleurs, NNV; est stable par ¢ et par I'p, et si v € I'p et x € N,

alors (v — 1)x € 7N;. Il est de plus clair que I'application N;;1 — N; est surjective, ce qui fait

que N = lim, NV; s’identifie & un sous A} -module de D(T) = lim D(T'/p") qui est stable par ¢ et

par I'p, et tel que siy € I'r et x € N, alors (y — 1)z € 7 N. On voit enfin que BJIE @+ N est de
F

rang d, puisque N se surjecte sur IN; qui est un E;-module libre de rang d, et qu’il a les mémes
propriétés que N vis a vis de ¢ et de I'p. Par la proposition 11.1.4, ¢’est donc que V est cristalline.
Enfin, N;/¢* N; est tué par ¢" ce qui fait qu’il en est de méme pour N. On en déduit d’une part que
N = N(V) et d’autre part, puisque p(N) C N et que ¢"N C ¢*N, que les poids de Hodge-Tate de
V sont dans [—7;0]. O

Remarque IV.2.4.  Le lecteur est en droit de se demander pourquoi on n’applique pas la méme
méthode que dans la démonstration du théoreme IV.1.1. On voit que l'image de N(7j4;) dans
(AT @z, T/p")* s'identifie & N(T;4;)/N(Uis;j + p'Ti1;) et est suffisamment grosse ce qui devrait
montrer qu’elle est indépendante de j > 0 par la proposition IV.1.3. Le probleme est que je ne sais
pas montrer que N(T;1;)/N(Uit; + p'Ti4;) est libre (voir a ce sujet la remarque 111.4.3) et on ne
peut donc pas appliquer les mémes arguments, il faut se contenter d’un résultat un peu moins fort
(la construction de IV;).

IV.3 Comparaison entre Dt (T /p™) et DT (T)/p™

Pour terminer ce chapitre, nous donnons une démonstration du fait que si 7" est un réseau d’une
représentation de hauteur finie, alors D*(T') ~ 1iLnn(AJr /p" ®z, T)F. Ce résultat (la proposi-
tion IV.3.1 ci-dessous) ne sera pas utilisé dans cet article.

PRrOPOSITION IV.3.1. SiT est un réseau d’une représentation de hauteur finie de G, et s’il existe
A#0€ A} tel que \AT @z, T C AT Dat D*(T), alors

i) I'image de D (T) dans (AT /p" @z, T)"F contient A\(AT /p" @z, T)Hr,

i) DH(T) = lim (A /p" @3, T)!r.
Démonstration. Commengons par montrer le (i). Soit 8 € (AT /p™ ®z, T)"F, que 'on reléve en
e At @z, T. Pour tout h € Hp, on a h(f) — 3 € p"(A* ®z,T). On a aussi \j € A" Dat D (T),
et donc

h(AB) = AB € p"(AT @z, T) N AT @a; DT(T) Cp"At @, DH(T),
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par le lemme II1.3.2 ap/gliqué a M = D™ (T). Ceci implique que si 'on écrit )\B selon une base de
DT (T) comme ceci : A\ =Y y; ®d; € AT ®at D*(T), alors h(y;) —y; € p"AT. Comme A} —
(AT /p")HF est surjective, c’est que y; € Af +p AT, et donc que A3 € DT(T) +p"AT Dat DH(T).
Cela montre le (i).

Montrons le (ii) : soit {3, } une suite de liinn(AJr/p” ®z, T)F . 1 existe une suite oy, de D*(T')
telle que I'image de v, est A3,. Cela implique que la suite «,, converge pour la topologie p-adique
vers v € DH(T') tel que I'image de o est AB,. On peut écrire, dans A" @z, T, a = Azy, + p"y, (ol
T, € AT ®z, T releve (3,), et la suite x, converge vers un élément = de AT ®z, T tel que a = Ax.
Ceci fait que a € D1 (T) a ses coordonnées divisibles par A et donc que a est divisible par A dans
DT (T) ; aX~! s’envoie alors sur {3,}, ce qui montre le (ii). O

Remarque 1V.3.2. On a déja vu que si T est un réseau d’une représentation cristalline V' a poids
de Hodge Tate dans [a;b], alors on peut prendre A = 7°~%. Plus généralement, si T est un réseau
d’une représentation de hauteur finie de G, et si k est un corps fini, alors il existe A #£ 0 € A;C tel
que MAt @z T C A* Dat D (T).

V. Les réseaux des représentations cristallines

N

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser de nouveau a la construction T — N(T), et a
I'interprétation de N(T")/7N(T") en tant que réseau de Dgis(V).

V.1 Le réseau D¢,is(T') de D¢is(V)

Si T est un réseau de V, alors I'image de N(7') dans Dg;s(V) par lisomorphisme Des(V) =
N(V)/maN(V) en est un réseau canoniquement défini, et nous montrons que le déterminant de
I’isomorphisme de comparaison entre V' et D¢.is(V'), calculé dans des bases de T et de ce réseau, est
le produit d’une puissance de ¢ par une unité.

DEFINITION V.1.1. Si T est un réseau de V, alors on appelle Dis(T') 'image de N(T') dans Dis(V)
par isomorphisme D,is(V) = N(V)/7N(V).

ProOPOSITION V.1.2. Si T est un réseau d’une représentation cristalline V dont les opposés des
poids de Hodge-Tate sont r1,...,rq, alors Des(T) est un Op-réseau de Deyis(V') (stable par ¢ si
les ; sont > 0) et le déterminant de I'isomorphisme de comparaison

Bmax ®Qp V ~ Bmax QrF Dcris(v)’

calculé dans des bases de T et de Deis(T'), appartient a t™ a1V (k)*.

Démonstration. En tordant, on se raméne au cas o V est positive (c’est-a-dire que r; > 0). Tout
d’abord, le théoréme II1.3.1 montre que 'idéal de A™ engendré par le déterminant de l'inclusion
At N N(T) C A" ®z, T est (x"1F+7) et donc que si Pon choisit des bases de T' et de N(T'),

alors le déterminant de I'inclusion ci-dessus, calculé dans ces bases, appartient a 71+ +7d( A+)*,

Ensuite, rappelons que Dgs(V) = (B;E&F ®A} N(T))'7, et donc que Deis(T) C Deis(V)
s’identifie a 'ensemble des x € (B;E&F ®at N(T))'F tels que z(0) € N(T)/xN(T). Si 'on choisit
une base de N(7') et une base de Dq,is(T), alors le déterminant de 'inclusion

B;iirg,F ®0p Dais(T') C B:i_gJT' ®AF N(T)

calculé dans ces bases va étre égal & (/7)™ 174 fo () ot fo(m) € (Bf)* et fo(0) € Of. Clest donc
que fo(m) € (AL)*.
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On voit donc que le déterminant de 'isomorphisme de comparaison
Biax ®Qp V >~ Bnax ®F Dcris(v)7

calculé dans des bases de T et de Dg;s(T), appartient a ¢" 7 +74(AT)*. Comme V est cristalline,
il appartient aussi a "7 T"¢(W (k)[1/p])*. C’est donc qu'il appartient & "1+ 7 aW (k)*. O

Pour une application de ce résultat aux nombres de Tamagawa des représentations cristallines,
voir Benois et Berger (en préparation).

Remarque V.1.3. Le théoreme [CF00, théoréme A] de Colmez et Fontaine montre que le foncteur
V = Dgis(V) est une équivalence de catégories de la catégorie des représentations cristallines de
G vers la catégorie des p-modules filtrés admissibles sur F'.

Si lon se fixe une représentation cristalline V' de G, alors le foncteur 7' — D,,is(7") associe a
tout réseau galoisien de V un Op-réseau de Dgis(V) et ce foncteur respecte I'inclusion. On peut
de plus montrer que Dis(71) = Depis(T3) si et seulement si T3 = T5. Dans le paragraphe suivant,
nous verrons comment caractériser I'image de ce foncteur si la longueur de la filtration est < p — 1
(il s’agit d’une reformulation de la théorie de Fontaine et Laffaille ; on obtient tous les réseaux
fortement divisibles de D¢yis(V)). En général, je ne sais pas quels réseaux de Dgis(V) on obtient.

V.2 Lien avec la théorie de Fontaine et Laffaille
L’objet de ce paragraphe est de donner une nouvelle démonstration de certains des résultats de
‘Fontaine et Laffaille’, dans 'esprit de [Wac97, § 3.2]. Il s’agit de la correspondance entre réseaux
de représentations cristallines et réseaux fortement divisibles de Dg,is(V'), quand la longueur de la
filtration sur Deis(V) est < p — 1.
Rappelons (cf. [FL82, § 7.7] ou [Laf80, § 3.1]) qu'un réseau M de Dqis(V) est dit fortement

divisible si

> pie(Fil M) = M,

€L
et (cf. [FL82, § 7.8] ou [Laf80, théoreme 3.2]) que comme la filtration sur Dg;s(V) est ‘faiblement
admissible ’, le réseau M est fortement divisible si et seulement si )., plo(Fil' M) C M.

PRrOPOSITION V.2.1. Si T est un réseau d’une représentation cristalline positive V', dont les poids
de Hodge-Tate sont dans [a — (p — 1);a] pour un entier a € Z, alors M = Dis(T") est un réseau
fortement divisible de D,is(V).

Démonstration. C’est un résultat de Wach (cf. [Wac97, théoreme 3]). Donnons-en une
démonstration rédigée un peu différemment. En tordant, on se ramene au cas ou a = 0.

Soient Fil}. et Fili, les filtrations de M induites par celles de N(T') et N(V) (i.e. pour U = T,V
et ¥ € M, on a x € Fil}; si et seulement si il existe 7 € Fil' N(U) dont l'image modulo 7 est z).
1 est clair que Fil}, M C Fill, M.

Comme ¢ = p mod 7, on a @(Filﬁ;p'M) C p'M et donc on a Ziezp_igp(Filép M) C M, et tout
revient donc a voir que la filtration Fil% coincide sur M avec la filtration Filj,. Remarquons que ce
résultat est faux en général si la longueur de la filtration est > p.

Nous allons donc montrer que Fili, M C Fil}- M ('autre inclusion est triviale), pour 1 <4 < p—1
(sii > p, alors Filj, M = 0).

Si v est un élément de 'z tel que x(y)" # 1 mod p pour 1 <i < p—2 (si p = 2, cette condition
est vide), posons T1(v) =1 et

Ti(v) = (1 — x(Y) ')A = x(7)72) - (1 = x(7)" D).
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Si # € N(T)/xN(T) est dans Fil,, N(T)/aN(T), c’est donc qu’il est 'image modulo 7 d’un
r € N(V) tel que p(x) € ¢!N(V), et tel que I'on puisse écrire x = x¢ + 7y avec 29 € N(T)
et y1 € N(V). On a Tj(y)z = T;(v)xo + 7'y; avec y; € N(V). Comme Tj(v)z € Fil' N(V), et comme
on a aussi 7'y; € Fil' N(V), on a donc Tj(y)zo € Fil' N(V) N N(T) = Fil' N(T), ce qui fait que
T;(y)T € Fil)- M. Si i < p — 1, alors T;(7) agit par une unité p-adique sur M et donc on a bien
7 € Fill, M. O

Remarque V.2.2. Si la longueur de la filtration est > p, je ne sais pas quels sont les réseaux de
Deis(V) qui sont de la forme D,5(T).

Nous allons maintenant montrer comment reconstruire 7" & partir de M. Ce résultat se trouve
dans [FL82, proposition 7.17] et [Wac97, § 3.2], mais nous en donnons une démonstration différente,
qui consiste a reconstruire N(T") a partir de M = Dyqis(T).

Si M est un réseau fortement divisible de D¢yis(V'), et si on en choisit une base adaptée a la
filtration, alors la matrice de ¢ dans cette base peut s’écrire AgPy avec Py = Diag(p™,...,p")
et Ag € GL(d, OF), ou les r; sont les opposés des poids de Hodge—Tate de V. Pour construire un
module de Wach N, il suffit de construire un Frobenius ¢ et une action de I'p sur (A})% Si la
matrice de ¢ est de la forme P = AQ avec ) = Diag(q",...,q"®) et A € GL(d, A;C) telle que
(A mod 7) = Ay, alors un petit calcul montre que N/7IN = M en tant que @-modules filtrés.
Tout le probleme est alors de construire une matrice G = G(v), donnant l'action de v € ', telle
que Gy(P) = Pyp(G). En général ce n’est pas possible, mais dans certains cas on peut le faire, si
I’on choisit judicieusement la matrice A qui releve Ag. Quand la longueur de la filtration est < p—1,
on trouve le résultat suivant.

PROPOSITION V.2.3. Si M est un réseau fortement divisible d’un p-module filtré D (nécessairement
faiblement admissible) a poids de Hodge—Tate dans [a — (p — 1); a], tel que soit D n’a pas de partie
de pente —a, soit D n’a pas de partie de pente —a + (p — 1), alors il existe une représentation
cristalline V- de G et un réseau T de V tels que D¢is(V) = D et Deis(T) = M.

Démonstration. Encore une fois, on se ramene au cas a = 0 en tordant, ce qui fait quesiry < --- < ry
sont les opposés des poids de Hodge—Tate de V', alors p—1 > r; > 0 et dans une base de M adaptée a
la filtration, la matrice de ¢ est égale a AgPy ou Py = Diag(p™,...,p") et Ay € GL(d, Op). Comme
on I’a dit plus haut, le probleme est de relever convenablement cette matrice dans M(d, AJ}S)

Commencons par remarquer que si g = (p/(¢ — 7~1)) € AL, alors p est inversible dans AT, et
que pour tout s > 0, on a p®¢* = p®* mod 7P~ . On pose

P = Ag Diag(qTIMTI’ s ’qulqu)’

ce qui fait que P est une matrice & coefficients dans AT, égale modulo 77! & la matrice de ¢ sur M.
Comme on ’a dit plus haut, si 'on appelle N le A;—module libre de rang d muni du Frobenius
donné par la matrice P, alors N/7N = M en tant que p-modules filtrés et pour terminer la preuve,
il suffit de trouver une action de I'p compatible & ce Frobenius. On pose alors T = (A ®A; N)#=1
et on vérifie que V' = Q,®z, T est une représentation p-adique de G dont le (¢, I')-module contient
N ce qui fait que V est cristalline et que Deis(V) = D puisque N(T')/7IN(T") = M.

Pour terminer la preuve, il suffit donc de construire pour v € I'r une matrice H = H, €
M(d, A}) telle que si Pon pose G, = Id+7P~'H,, alors G,y(P) = Py(G,). Remarquons que
si v € T'p, alors Py(P7!) € Id+aP~!M(d, A}). On écrit Py(P~!) = Id+7P~1Q. L’équation
Gy (P) = Pp(G5) est équivalente a

Py(PY)—1d

H = Po(H)q" 'y (P™1) = ——— Q.
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Posons Q(X) = Pyp(X)g? ty(P~1). 1 suffit donc de montrer que I'application X — X — Q(X) de
M(d, A}) dans lui-méme est surjective. Il est clair que si Y € 7 M(d, A}.), alors la série

Y+QY)+(Qo)(Y)+---
converge vers X € mM(d, A}) tel que X — Pp(X)gP~1y(P~1) = Y. Il suffit donc de montrer que
'application X +— X — AgPyp(X)pP~1(AgPy)~! de M(d, OF) dans lui-méme est surjective.
Si on suppose que ¢ : D — D n’a pas de partie de pente 0, alors [[;" ©" " (AgPy) — 0 quand
n — oo et donc si Y € M(d, O), et Qo(X) = AgPyp(X)pP~1(PyAg) ™1, alors la série
Y + Qo(Y) + (QO o Qo)(Y) + -

converge vers X € M(d,Or) tel que X — AgPyp(X)pP~H(AgRy) ™1 =Y.
De méme, si D n’a pas de partie de pente p — 1, alors
n
[T¢'  (A0R)™") =0
i=0

quand n — oo et on conclut de la méme maniere. O

Remarque V.2.4. Si D¢is(V) a des sous-objets de pente minimale, alors V' est réductible ce qui
permet de décrire les réseaux D ,is(T") de Deis(V) dans ces cas la aussi.
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Appendice A. Quelques exemples

Pour terminer cet article, il ne nous parait pas inutile de donner quelques exemples de modules de
Wach N(T') associés a certaines représentations p-adiques.

i) Le premier exemple est le caractere cyclotomique et ses puissances, c’est-a-dire 7' = Zy(r), ou
r € Z. On a alors N(Zy(r)) ~ A} - e, ol

T T

x()'m
Y(7")
ii) Ensuite, faisons le cas ol 7 est un caractere non ramifié de Gp avec F' = Q,. On a alors

N(Zy(n)) ~ A} - €, ot, si Frob, dénote (z — zP) € Gal(k/k) :

ole,) =q "er et ~y(e) = e, siyelp.

pley) = 17(Frob1;1)e77 et y(ey) =€, siyelp.
iii) Faisons le cas d'une ‘courbe elliptique supersinguliere’ (avec a, = 0). On se donne un ¢-module
filtré D = D¢is(V) engendré par €1, € tels que Fil’ D = D, Fil' D = Fe,, Fil> D = 0, avec

p(e1) = —pes et p(es) =e.
Il s’agit donc de construire un module de Wach N (V') tel que l'on ait N(V')/7IN(V') ~ D
en tant que p-modules filtrés. On va prendre pour N (V) le B;C—module engendré par e et e

avec p(e1) = —qez et p(e2) = ey.
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L’action de v € ' est alors donnée par

_ log'(l4m) _ g (1+m
e y(log™ (1 + W))el  lea) = v(log~(1+m)) °
log+(1+7r): HM et IOg_(1—|—7r): H S02n(q)

5o P a0 P

de telle sorte que t = log(1+7) = mlog™ (1+n)log™ (1+7). On voit alors que 1’on retrouve €y, &
soit comme les images modulo 7 de e; et es, soit comme €1 = log™ (1+7)ey et &3 = log™ (147)es

en tant quéléments de Des(V) = (B

®B1+: N(V))FF.

Remarquons que les fonctions log™ et log™ interviennent dans les travaux de R. Pollack

rig,F’

(voir [Pol03, § 5]) sur les fonctions L p-adiques de formes modulaires supersingulieres.

iv) Pour la construction de familles de modules de Wach en dimension 2, voir [BLZ04].

Appendice B. Liste des notations

Voici une liste des principales notations de cet article, dans 1'ordre ou elles apparaissent (a partir
du chapitre I).

1)

k) F7 Fv C7 GF7 Mp"any Foo> HF7 X FFv E(n)v V> d.

Il) :Ev E+> VE, A+7 B+7 97 g, m, T, W, q, ¥, EF7 E> E+7 B(—ji_Rv t BdR7 DdR(V)7 Bg;axv Bmaxa
B:i_g7 Dcris(v)-

1.2) A, B, B, A, BT, A", Bp, Ap, Aj;, B;, D(V), D(T), D*(V), DT(T).

L3) B ..

g,

I.1) N(T), N(V).

1.2) B, ;. DL(V).

II1.1) Dgen(V), I, DL (V).

V.1) Des(T).

V.2) Filp, Fily.
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