
Recherches sur l'Bnveloppe des P^dales des divers points
d'une Circonfe'rence par rapport a un triangle inscrit.

Par M. EDOUARD COLUGNON,

Inspecteur general des Ponts et Chausse'es en retraile.

CHAPITRE I.

Mise en equation du probleme a renoudre.

FlGUflE 1.

I. Soit ABC un triangle inscrit dans une circonference donnee,
qui a pour centre le point 0, et pour rayon R la quantite OA. Si
d'un point M pris sur la circonference on abaisse les perpendiculaires
ML, MN, MR sur les cotes BC, CA, AB du triangle, les pieds
L, N, R de ces perpendiculaires sont situes sur une meme droite
RN, a laquelle on a donne le nom de pedale du point M ; le point M
est le point direeteur de la pedale RN.

Cette proposition, qui est due a William Wallace, est attribute
par Poncelet, sur la foi de Servois, a Robert Simson. Poncelet, dans
son ouvrage sur les Proprietes projectives des figures, l'a ge'neralisee,
en substituant aux projections orthogonales ML,. . . du point M sur
les cotes, des projections obliques faisant le meme angle avec les trois
cotes du triangle.

A chaque position du point direeteur correspond une pedale
particuliere, et l'ensemble de ces pedales dessine, quand on fait
mouvoir le point M, une courbe enveloppe que nous allons chercher
a determiner.

Nous definirons la position du point M par l'angle MAC = 6, que
la droite AM, issue du point A, fait avec l'un des c6tes AC du
triangle donne. Cet angle se retrouve en CBM, en NRM, et si du
point A nous abaissons AP perpendiculaire sur la pedale, nous le
retrouvons encore en PAB.

Appelons a Tangle OAB, /8 Tangle OAC, que font les c6tes
AB, AC avec le rayon AO du cercle circonscrit. Nous aurons

Nous ferons AV=p, distance de la pedale au sommet A.
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L'angle AMA', inscrit dans la demi-circonference, est droit,
et Ton a

AM = AA'cosA'AM = 2Rcos(/? - 0).

Projetons AM sur les cdtes AB, AC en abaissant les perpendi-
culaires MR, MN ; il vient

AR = AMcosMAB = 2Rcos(j8 - 0)cos(a + f3 - 6),

AN = AMcosMAC = 2Rcos(y3 - 0)cos0.

La distance AP=^> du sommet A a la pedale est la projection
sur AP de AR ou de AN, et Ton a

(1) p = ARcosPAR = 2 Rcos0cos(/3 - 0)cos(a + /?-<?).

Cette equation represente, en coordonnees polaires, le lieu des
points P ; elle est aussi, en coordonnees podaires, l'equation de
l'enveloppe de la pedale, perpendiculaire au rayon p. Dans ce
dernier systeme de coordonnees, la distance P/* du pied P du rayon
vecteur AP au point /x ou la pedale touche son enveloppe est donnee
par la relation

m *-%•
Pour passer de la aux coordonnees rectangulaires rapportees a

deux axes AX, AY, projetons sur ces axes le contour

II viendra

x =pcosd —^5 si

1
equations qui, prises simultanement, representent l'enveloppe

cherchee. On aurait l'equation cartesienne de la courbe en

eliminant 6 entre les deux equations (3).

A ces relations on peut joindre l'e'quation

(4) /.-p + g
qui fait connaitre le rayon de courbure. Le probleme revient a
former les de'rivees de p par rapport a l'angle 6.
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II . Formation des derivees et construction de la courbe.

Posons, pour simplifier l'ecriture,

(5) u = cos0cos(/3-0)cos(a + /3-0)

en posantp = 2RM, <f> = /3-6, \{/-a + /3- 0.

II resulte de ces deux dernieres relations que l'on a

d$ _d>/> _
d~6~d6~

La premiere derivation donne

n</>coŝ ' + cos0cos<£sin '̂

n(/?- 6)cos(a +/3-6)

(6) -j2 = —
du

+ cos0cos(/3 - 0)sin(a + j3 - 0)

= cos0[sin(/3 - 0)cos(a + (3-6) + cos((3 - 0)sin(a + /3- 0)]
- sin0cos(/8 - 0)cos(a +/3 - 0)

= cos^sin(a + 2/3 - 20) - sin6»cos(/J - (9)cos(a + f3-0).

Les seconds membres des equations (5) et (6) peuvent se
developper en substituant des sommes de lignes trigonometriques
aux produits indiques. On a identiquement

cos<£cos^ = |[cos(<^> +>/')+ cos(<̂ > - if/)]

et par consequent

= |[cos0cos(<£ + ip) + cos#cos(<£ - ip)]

= -|[cos(0 + 4> + <p) + cos{0 + <f>-i/,) + cos(6 -$ + f) + cos(d -<f>-^)]

= \[cos(a + 2fl-0) + cos(a -6) + cos(a + 6) + cos(o + 2/3- 30)].

On en deduit, en difierentiant,

d~ = i[sin(o + 2/3-0) + sin(a - 0) - sin(a +0) + 3sin(a + 2(3- 30)]

et sous cette forme la seconde derivation s'opere iinmediatement, et
conduit a un resultat simple. On a en effet

cos(a ~6) + c o s ( a + 6)
+ cos(a + 2/3- 30)] - 2cos(a + 2/3 - 30);
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car le terme final de la premiere de'rivee

donne par la derivation

- £cos(<x + 2/? - 30) (2 + £)cos(a + 2/8 - 30).

La parenthese du second membre de l'equation (7) reproduit la
valeur de w"changee de signe. On a done

^ + u = - 2cos(a + 2/8- 30),

et en multipliant les deux membres par 2R, on trouve pour la valeur
du rayon de courbure

(8) p=p + ~d&*

= -4Rcos(a + 2/8-30).

Les valeurs de « et de - J J , multipliers de meme par 2R, font
dL6

connaitre les expressions de x et de y; il vient

(9) a - 2 1

= 2Rcos(/3 - 0)cos(a + fi-d)- 2Rsinecos0sin(a + 2/8 - 26)

= -5-[cos(o + 2/8) + 2cosa + 2cos(a + 2/3- 26)

(10) y =

= ^[sin(a + 2/8) + 2sin(a + 2/3 - 26) + sin(a + 2/8 - 46)].

Suivant les cas, il y aura lieu d'adopter l'une ou l'autre de ces
formes.

1°. Reprenons les expressions de x et de y :

(9) x = 2Rcos(/8 - 0)cos(a + /3-6)- 2Rsin0cos0sin(a + 2/8 - 26),

(10) y
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FIGURE 2.

Nous remarquerons que le premier terme de la valeur de x est
l'absoisse AR = x' du pied R de la pedale sur le c6t6 AB pris pour
axe des abscisses. Si nous projetons le point /x en /*' sur ce meme
axe, nous aurons

//R = x' - x = 2Rsin0cos0sin(a + 2/3 - 20),
H'/J. =y = 2Rcos20sin(a + 2/3 - 20).

Elevons au carre, et ajoutons j'nous aurons

Ify2 = 4R2(cos40 + sin50cos20)sin2(a + 2jS - 20)
= 4R2cos20sin2(a + 2/3 - 2(9)

et, en extrayant la racine,

(11) R/u, = 2Rcos0sin(a + 2/3 - 2(9),
quantite facile a construire.

L'angle MOA' est <5gal a 20 AM = 2(/3 - 0), et si Ton prolonge le
rayon MO jusqu' en m, l'angle OHB, exteVieur au triangle AOH,
est la somme des deux angles inteYieurs a et 2(/3 — 0); c'est a dire,
est egal a a+ 2/3-20. Si done on acheve le triangle Mmm, dans
lequel l'angle en m! est droit, puisque Mm est un diametre, on aura

Mm' = Mm sin(a + 2^ - 20) = 2Rsin(a + 2/8 - 20)
et R/i = Mm'cos0.

II suffit done de faire glisser, de la quantite m'R, la corde m'M
pour amener le point M en un point m", qui, projete' sur la pedale
RN, fera connaitre le point de contact /x.

FIGURE 3.

Applique"e au cas particulier ou le point directeur M coincide
avec le sommet 0, la pedale se confond avec la hauteur OR' et la
construction se resume dans le prolongement de CR' en R", et dans
le transport du segment R'R" en C/x"; et il n'y a pas a projeter,
puisqu'ici Tangle 0 est nul.

Appliquee au point M place en A' a Textre'mite' du diametre
AOA', la construction revient a projeter le point A' sur la pedale,
qui est alors le c6te BC lui-meme, ce qui donne en m la position
correspondante du point de contact; les trois droites A'C, A'B, A'm
sont les perpendiculaires abaissees de A' sur les trois cote's, et la
derniere a pour pied le point ou CB touche la courbe enveloppe.
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Passons a la construction du rayon de courbure p.

La valeur de ce rayon de courbure peut se deduire de l'expression
de l'ordonnee, en la diffe'rentiant. On a en effefc

ds — pdd

et l'arc ds, projete' sur l'axe AY, donne la differentielle dy.
Or Tangle de ds avec AY est e"gal a Tangle 6 de AP avec AX,
et Ton a

ds cos6 = dy = pcos6d6
d'ou Ton de'duit

dy
P

Mais y = 2Rcos20sin(a + 2/3 - 26)
et par consequent

J = - 4Rcos0sin0sin(a + 2/3 - 20) - 4Rcos20cos(a + 2/3 - 20)

= - 4Rcos0[sin(a + 2/3 - 20)sin0 + cos(a + 2/3- 20)cos0]

= - 4Rcos0cos(a + 2/3- 36),

c'est a dire notre equation (8).

Le signe de la formule d^finit, comme a Tordinaire, le sens dans
lequel la valeur absolue de p doit etre port^e sur la normale; le rayon
p doit, en definitive, etre toujours porte du c6t6 de la concavity de
la courbe. Nous nous occuperons ici exclusivement de sa valeur
absolue.

FIGURE 4.

Soit MAO Tangle 6. Prenons le milieu I de Tare CM et
portons Tare MI' = MI. Si nous joignons au centre O le point I',
Tangle MOI' sera egal a 6, et Tangle MOA' etant egal a 2(/3-6),
Tangle I'OA' sera ^gal a 2̂ 8 - 36.

L'angle OKB, exte'rieur au triangle OAK, sera egal a

et par consequent, pour obtenir le produit 2Rcos(a + 2/8 - 36),
il suffit de mener par 1/ la droite I / I j ' parallele a AB,
et de joindre I'I2'.
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L'angle 1/1,'F sera droit, et Ton aura

Done on a, en valeur absolue, p = 21/14'.
En resume la corde Mm' conduit a la determination du point de

contact it, et la corde I/I3', double's, donne la valeur absolue du
rayon de courbure au point correspondant au point M.

III. Determination directe du point de contact p.

FIGURE 5.

Soit RN la pedale du point M; R'N' la pe*dale du point M'
infiniment voisin; /J. le point ou se coupent ces deux pe'dales
conse*cutives.

Appliquons au triangle ARN, coupe* par la droite R'N' le
theoreme des transversales. Nous aurons

AN' ]fy RR'
N'N X /*R X AR' ~ "

Dans cette e'galite' NN' est la diffe'rentielle du segment AN
prise avec le signe - ; car AN' = AN - NN'. De mtoe RR' est la
diflferentielle du segment AR prise avec son signe. On a done

AN + dAN N/x rfAR _

Les infiniment petits c?AN, rfAR sont negligeables devant les
quantity's finies AN, AR, et il vient a la limite, en re*solvant par

rapport a ~f—,
N/x

fdAB,
rfAR AN

- x
N/x~ AR dAN

de sorte que le rapport des distances du point /x aux extremity
R et N de la pedale, est egal au rapport change de signe des de*rive*es
logarithmiques des cdtes AR, AN adjacents a ces distances.

Nous avons trouv^ plus haut
AR = 2Rcos(/3 - 6»)cos(a + &-&),

r = 2Rcos(/3-^)cos6>;
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on en deduit, en prenant les differentielles logarithmiques des deux
membres,

dAR _ sin(/3 - 6)dd sin(a + ji - 0)d6
A R " coa(/3-d) + cos(a + /3-0) '
dAN _ sin(/8 - 6)dd sinddd
~AN~~ COS(/J-0) ĉ itf" '

et par consequent
sin(/3 - 0) sin(a + fi-0)

/xR cos(/?-fl) + cos(a+/3-flj cos0sin(a + 2/8 - 26)
N/t sin(/3 - 6) sing cos(a + / 3 - 0)sin(/2 - 26) '

cos(^ - 6) ~ cos0
le facteur cos(/3 - 6) disparait aux deux termes de la fraction.

Si Ton multiplie haut et bas par 2R, on retrouve au nume'rateur
la valeur de fiR determin^e plus haut

pR = 2Rcos6sin(a + 2/3 - 20) ;
par suite le d^nominateur donne l'egalit^

N/x = - 2Rcos(a + p - 6)sin(^8 - 26).
Cette seconde formule est l'application pure et simple de la

premiere, lorsqu'on permute ensemble les cdte's AB et AC, ainsi que
les angles et les segments correspondants.

Pour obtenir le point fi, nous avons fait usage de la perpen-
diculaire MR, abaissee du point M sur le c6W AB du triangle;
la construction nous a conduit a un point m qui se projette sur
la pedale au point /*. On aurait pu opeVer de meme sur les
perpendiculaires MN ou ML, abaissees sur les autres cdtes; on
aurait trouv^ des points n, I, qui se seraient projetes sur la peclale au
mSme point /x. Les trois points m, n, I sont done en ligne droite,
sur une perpendiculaire a la pedale, et l'on a ce the'oreine:

FIGURE 6.

Soit ABC un triangle inscrit dans le cercle 0 ; Mun point pris
arbitrairement sur la circonference. On abaisse les perpendiculaires
de ce point sur les trois cdte's MN, ML, MR ; on prend ensuite sur
ces perpendiculaires les segments

MZ = LL", Mw = RM", Mn = NN".
Les trois points 1, m, n seront sur une meme droite perpendiculaire
a la pidale RLN, et la coupant au point de contact p de la pddale
avec son enveloppe.
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CHAPITRE II.

Discussion de la Courbe.

FIGURE 7.

I. La somme a + 2/3, qui figure dans nos formules, se ramene aux
angles du triangle donne. Soient a, /?, y les angles forme's par les
cdtes du triangle avec les rayons du cercle circonscrit mends aux
sommets. Nous aurons

a + /? = A
d'ou Ton d&hiit

A + B - C _ A + O - B B+O-A
g ' " = 2 ' 7 = 2

et par suite

L'equation (12) devient, quand on y substitue cette valeur de

Le rayon de courbure p, pris en valeur absolue, varie entre les
limites 0 et 4R. Examinons les deux limites extremes.

1°. Le rayon de courbure est nul lorsque Ton a

3A + C - B „ . 7T 3TT 5TT
30 = Y > O u - , o u T )

ce qui donne pour 6 trois valeurs successives :

A C - B r

. A C - B x dltt> 3 '
*-T* —-T .
. A C-B 5* dlff T-
*3=T+~6—T'

dont les differences sont egales a -^-. Les directions correspondantes,
o

issues du sommet A, coupent la circonference aux sommets d'un
triangle Equilateral.
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Nous pouvons remplacer dans la premiere equation la demi-
circonfe'rence T par la somme A + B + 0 des trois angles. II viendra

.A C - B A + B + C A - B
1 = T + ~~6 6 ~ 3 '

FIGURE 8.

Par le sommet 0 menons la corde CC parallele au cdte oppose
BA ; cette droite intercepte sur la circonference un arc CC qui
correspond a un angle au centre egal a 2(B - A). Si done on prend
CM, = |CC sur la circonference, on aura pour Tangle inscrit CAMj la

valeur — - — , et en tenant compte du signe, on retrouve liquation
3

e
 A ~ B

Le point M, est done l'un des sommets du triangle equilateral
pour lequel on aura /J = 0. Les autres sommets s'obtiendront en
achevant le triangle equilateral, ou en operant pour les sommets
A et B corume nous venons de le faire pour le sommet C.

2°. On aura p = 4R, valeur maximum du rayon de courbure,
en posant

3A + C - B . . .
30 = 0, ou 7T, ou 2ir,

Jt

ce qui definit trois directions distinctes

A C - B , d l f f y

A C - B 2* d l f f T '
+

elles sont les bissectrices des angles formes par les rayons 0lt 6%, &,,
et determinent sur la circonference un second triangle equilateral,
dont les sommets sont au milieu des arcs soustendus par les cdtes du
premier.

Les triangles equilateraux MiM2M3 et MI'M2'M3', aux sommets
desquels on a, soit p = 0, soit p = 4R, sont les triangles-limites vers
lesquels tendent les triangles successifs que Ton deduit du triangle
ABC, en prenant pour sommets les milieux des arcs soustendus par
ses cdtes, et en r^petant indefiniment la ineme operation sur chacun
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des nouveaux triangles ainsi obtenus. Le triangle MiM2Ms est le
triangle equilateral qui differe le moins, comme position, du triangle
donne1. On trouvera une e'tude de'taille'e de cette question geome'trique
dans le Recueil des Memoires de l'Association franchise pour l'avance-
ment des sciences, Congrds d'Oran, 1888: Sur certaines series
numiriques.

L'application de la me'thode graphique de recherche du rayon de
courbure aux points Mj et M/ conduit a tracer pour M, le diametre
du cercle perpendiculaire a AB, ce qui annule la corde I /I , ' et
montre que p = 0; pour M/ on serait amene1 a tracer le diametre
parallele a AB ; c'est ce diametre qui devient la corde I /I , ' et
Pe'quation generate p = 2I/I , ' e'quivaut alors a p = 4R.

Cherchons encore les valeurs du rayon de courbure, lorsque le
point directeur M coincide avec un des sommets du triangle, puis
lorsqu'il coincide avec l'un des points diametralement opposes a ces
sommets sur la circonfeVence circonscrite.

FIGURE 9.

1°. Au soramet C on a 0 = 0 et
P = - 4Rcos(a + 2jB).

Le point I' coincide alors avec le point G et le diametre I ' l /
devient ici CI/, qui fait Tangle a+ 2/3 avec le cdte AB. Le rayon
de courbure est le double de la corde I/L/, parallele a AB, et Ton a
en valeur absolue p = 2 I/I,'.

Ce rayon de courbure est applicable a l'enveloppe au point p,
qui est situe sur la hauteur CR, prolonged de la quantity C/i = I,' R.

FIGURE 10.

2°. Au point A', diametralement oppose au sommet A, on a
6 — ̂ et l'equation donne

p= - 4Rcos(a - /J).
La pedale correspondante est le cdte CB, et le point de contact

est au pied /x de la perpendiculaire abaissde du point A' sur ce cdte\
Soit I le milieu de l'arc CA'; prenons A'l, = A ' l ; menons le
diametre 1,1/, et par le point 1/ menons la corde 1/12' parallele a
AB; nous aurons en valeur absolue

ce qui verifie la formule.
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II. Les trois points de rebroussement fa, /*2, JX3 de la courbe
enveloppe sont les sommets d'un triangle e'quilatSral.

Nous avons obtenu plus haut les deux equations generales

(9) a; = ̂ [cos(a + 20) + 2cosa + 2cos(a + 2/3 - 20) - cos(a + 2/3- id)],

(10) y = ̂ [sin(a + 2/8) + 2sin(a + 2/3- 26) + sin(a + 2/3 - 40)];

substituons a 0 les valeurs 01; 02, 03 qui annulent le rayon de
courbure. II viendra pour les coordonnees des points fa, fa, /*3,
savoir

pour 0 = 0i = ° 3" - y , point ^ :

•p

[ ( + 28) 2cosa - 3sin^],

•p

yl = ir[sin(a + 2/3) + 3COS0J ;

pour 0 = ft, = —g- —, point ^ :

T>

»2 = -^-[cos(a + 2/3) + 2cosa + Ssinftj],
2

[ i

a + 2/8 5̂ -
pour 0 = 03 = —^ —, point i^:

T>

[ ( 2ft) + 2cosa - 3sin0,],

[ i

Des coordonnees des trois points nous pouvons deduire les valeurs
de leurs distances mutuelles
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II vient, en effectuant les operations, toutes reductions faites,

9R'2

[
Les differences 61 - 62, 02 - 63, d3 - 8^ sont egales a —, dont le

o
cosinus est egal a |-. On constate done l'egalite des cdtes du triangle
fi^fju/i^, qui ont pour longueur commune la valeur

3R JT

La quantite R J 3 est la valeur du c6te du triangle equilateral
inscrit dans le cercle qui a le rayon R; le nouveau triangle equi-
lateral est inscrit dans un cercle de rayon R x #.

Soient £ et ij les coordonnees du centre du cercle passant par les
points /*!, /t,, fis; ce point sera le centre des moyennes distances des
trois sommets, et Ton aura par consequent

= —[cos(a + 2/3) + 2cosa - (sin0, - sin02

Vi + y«. + v-i

R
= — [sin(a + 2/3) + (cos#, - cos02 + cos0,)].

Mais comme on a 61 = 02 + —, 6t = 6.2 - — , les trois sorames
o o

algebriques de sinus et de cosinus se reduisent a zero, et l'on a
simplement

$ = — [cos(a + 2y8) + 2cosa] = Rcosa + £Rcos(a + 2/8),

pour les coordonnees du centre O' du cercle circonscrit au triangle
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FlGURK 11.

Pour construire le point O', centre defini par ces coordonne'es
£ et 7j, prenons le milieu D du rayon OC, et projetons-le en D' sur
le c6te AB. Nous aurons

AD' = AOcosa + ODcosDGB
= R cosa + |Rcos(a + 2/2) = £,

de sorte que le point O' appartient a l'ordonnee DD'. Nous avons
opere sur le rayon OC du cercle donne. On pourrait de mime
operer sur les rayons OA, OB, et on aurait obtenu deux droites
perpendiculaires aux c6tes BO, CA passant egalement par le point O'.
Ce point O' est done le point de concours des hauteurs du triangle
qui aurait ses soramets aux points D, E, F, milieux des rayons
OC, OA, OB. Ce triangle est homothetique au triangle donne1, et
les points de concours des hauteurs etant des points homologues,
le point O' est le milieu de la droite OH, qui joint le centre O du
cercle circonscrit au point H cotnmun aux trois hauteurs du triangle
ABC.

FIGURE 12.

Le point O' est egalement eloigne des pieds
I et K, I' et K', I" et K"

des perpendiculaires abaissees, sur les cotts AB, BC, CA, des points
0 et H. C'est done le centre du cercle des neuf points, e'est a dire
du cercle qui passe par les milieux I, I', I" des trois cdtes, par les
pieds des trois hauteurs K, K', K", et aussi par les milieux des
droites AH, BH, CH qui joignent les sommets au point de concours
des hauteurs.

Les mimes resultats s'appliquent aux trois points /*,', /Xj', //./,
ou le rayon de courbure de l'enveloppe a pour valeur absolue 4R,
son maximum. Ces trois points sont les sommets d'un triangle
equilateral, dont le cote sera egal a

et qui a pour centre le point O'. Le rayon du cercle circonscrit a

ce triangle est —, tiers du rayon —- du cercle qui contient les

troia points de rebroussement ixu ^, [%.
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Pour passer du point directeur Mu pris sur le cerole circonscrit
au triangle, au point /xx de Penveloppe, on pourra done augmenter
le rayon R du oercle circonscrit de la moitie de sa valeur et le

3R
porter a -̂ — ; puis deplacer le centre 0 de la quantite 0 0 '

en entrainant le cercle amplifSe* parallelement a luimeme. On
amenera de cette maniere le rayon OM, a la grandeur et a la
position qu'il doit prendre en O'/Xj. II reste a verifier que les deux
directions homologues OM!, O'/i, sont paralleles.

Or la droite OMj a pour coefficient d'inclinaison, par rapport a
l'axe AX,

2Rcos(/3 - 0,)sin(a + /3 - 6),) - Rsina

et la droite O'/i

Mais Tare 6

2Rcos(£ - 00

2cos(/3 - 00

cos(a +

2cos(£-0,)cos(a +

sin(a+2/3-20,)

^Rcos0]

*! est determine

1

•200-

par la

; + 2£
3

/3-0 , ) -

i8-0 , ) -

tang(a +!

relation

6 '

Rcosa
sina
cosa

)/? 9/

ce qui donne pour les coefficients angulaires des deux droites les
expressions

a + 2/3 + ir a + 2/3-27r
tang ^ et tang .

La difference des angles faits par les deux droites avec l'axe AX
est done egale a

a + 2/3 + TT a + 2/3 - 2ir
3 3̂  = 7r>

ce qui assure le parallelisme des deux droites.
On reconnaitra de mime que, pour passer du point M,' du cercle

circonscrit au point /*,', ou le rayon de courbure atteint sa valeur
maximum 4R, il suffit de reduire le rayon R du premier cercle a la

moitie — de sa valeur et de deplacer le cercle reduit de la quantite

0 0 ' parallelement a lui-meme.
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III. Description de la courbe enveloppe consideree comme hypocycldide.

FIGURE 13.
op T>

Le centre O' des circonferences C et C de rayon —^~ et —

a pour coordonnees
T>

£ = —-cos(a + 2/i?) + Rcosa,

i? = ysin(a+2/3).

Ces deux circonferences comprennent dans leur intervalle toute la
courbe enveloppe. Soit R/J. la pedale correspondante a une valeur
particuliere de l'angle 6; elle fait l'angle 6 avec l'ordonnee EM;
soit [i. le point de contact de cette pedale avec son enveloppe. La
droite R/n a pour Equation

y = - cot6[x - Rcosi(a + 2/3 - 26) - Rcosa]
ou bien

ysinfl + a;cos0 - Rcos(a + 2/3 - 26)cos6 - Rcosacos^ = 0.

Par le point fi menons une perpendiculaire a R/i; ce sera la
normale a la courbe, et determinons les distances O'K, O'l du centre
O' a ces deux droites.

On aura d'abord
O'K = 5 = ijsintf + ^cos^ - Rcos(a + 2^ - 26)cos6 - Rcosacos^

•D

= —-[cos(a + 2^8)coŝ  + sin(a + 2/3)sin6]

+ Rcosacosfl - RcosacosS - Rcos(a + 2/3 - 26)cos6
R

= -^cos(a + 20-6)- |Rcos(a + 2/3-36)- -i-Rcos(a + 2/3-6)

= -^-008(0 + 2)3-30),

quantite a prendre en valeur absolue.

La circonf^rence C de rayon — coupe au point X la pedale Hfi;
£1

on a done O'X=-^-; l'angle A.O'K est egal a a+ 20-36, et par

suite Tangle A.O'X' que fait O'A avec O'X', panrallele a AX, est egal
a a+ 20 -26, e'est a dire a l'angle que fait le rayon OM avec le
meme axe. Les deux rayons OM et O'A. sont done paralleles.

2 Vol. 23
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La demi-corde A.K, dans le cercle C a pour valeur

Cherchons de mSme la distance OT du centre O' a la normale.
L'equation de la normale sera, si l'on appelle x' et y' les coordonnees
du point p,

(y - y')cos6 - (x - a;')sin0 = 0,

et par consequent la distance S' du point 0' a la normale est

8' = (t) - y')cos9 - (£ - a;')sin0

expression ou il faut remplacer rj, g, y', x' par leurs valeurs en
fonction de 6:

t) = JRsin(a + 2/?), £ = iRcos(a + 2/3) + Rcosa,

y' = ^[sin(a + 2)8) + 2sin(a + 2/3 - 20) + sin(« + 2/3- 4(9)],

x' = —[cos(a + 2)8) + 2cosa + 2cos(a + 2)8 - 26) - cos(a + 2/3- 4(9)].

II vient, toutes reductions operees,

8' = - Rsin(a + 2/3 - 30) - ^sin(a + 2/3 - 36),

c'est a dire

8' = O'l = ^ 8 ^ ( 0 + 2/3 - 3(9) = 3AK.

Soit S le point de rencontre du rayon O'X prolonge, avec la
normale; on aura A.S = 20'A = R, et le point S appartient a la fois

a la normale fiS, a la circonference C de rayon -JJ— et au rayon

O'AS. L'angle S/JA. etant droit, le point fi appartient a une
circonference de diametre AS = R ; et si Ton fait pivoter cette
circonference autour du point S, le point JJ. decrira un element de
la courbe. La courbe enveloppe peut done Stre decrite epicycloidale'
ment, ou plutdt hypocycloidalement, en faisant rouler la circonference

op

de diametre R au dedans de la circonference de rayon —j—.
R

La circonference C, de rayon —, est l'enveloppe des positions

successives de la courbe roulante.
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Le rayon de courbure au point fi est egal a 8 fois la distance O'K,
ou a 4 fois la longueur S/x de la normale comprise entre le point
decrivant et le centre instantane de rotation.

La courbe enveloppe lieu des points /x est done Vhypocycldide
tricuspide engendree en faisant rouler le cercle de diametre R au

dedans d'un cercle de rayon ——, dont le centre est au point 0',

e'est a dire au centre du cercle des neuf points construit pour le
triangle ABO.

La courbe des points /x depend uniquement, comme forme, du
rayon R du cercle circonscrit, et ne depend pas de la forme du
triangle donne; cette forme influe seulement sur la distance 0 0 ' et
sur l'orientation de cette distance, e'est a dire sur la position de
l'enveloppe.

IV. Remarque sur la construction de la courbe par points.

FIGURE 14.

Pour construire le point /u, ou la pedale correspondante a un
point M touche son enveloppe, abaissons du point M sur l'un des
cdtes AB du triangle la perpendiculaire MR, et prolongeons-la en
m jusqu' a ce qu'elle recoupe la circonference. Si Ton joint m'C,
cette droite sera parallele a la pedale cherche'e. Car elle fait avec
l'ordonnee un angle 6 egal a Tangle MAO. Si done on abaisse M//
perpendiculaire sur m'C, on aura en m'y! la longueur comprise sur
la pedale entre le point R et le point de contact p. II suffit done
pour obtenir ce point de porter parallelement aux ordonnees la
quantite /*'//. = m'R; e'est a dire d'ajouter geometriquement les
droites m'fi, m'R.

La. construction pratique de la courbe peut se reduire a la
construction de 12 points :

1° les points correspondants au point directeur amene en
coincidence avec les 3 sommets A, B, C;

2° les points correspondants aux trois points A', B', C, diame-
tralement opposes aux sommets A, B, C;

3° les points /*,, /Xj, /i, correspondants au point directeur place aux
sommets du triangle equilateral M!M2M3; ce seront les points de
rebroussement de la courbe ;

https://doi.org/10.1017/S001309150003296X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S001309150003296X


20

4° les points /*/, /A/, pj correspondants au point directeur amene
aux sommets du triangle equilateral symetrique du precedent,
Mj'MVMY; ce seront les points ou la courbure de la courbe
atteindra son maximum. Ces deux series de points se trouvent
respectivement sur deux circonferences concentriques.

Si Ton a determine avec precision l'arc de courbe compris entre
deux points de rebroussement /Xj, jj^, il suffira de le repe'ter
symetriquement dans les intervalles /̂ /u ,̂ /t3/*i pour completer la
courbe.

V. Examens de certains cos particuliers.

FIGURE 15.

1°. Le triangle donne est equilateral, a = /3 = -7-.

Les points O et O' coincident, les points de rebroussement
Pit th> th correspondent aux sommets A, B, C, et les points de plus
grande courbure /A/, /*,', /x3' aux points diametralement opposes sur
le cercle circonscrit.

FIGURE 16.

2°. Triangle isoscele. A sommet de Tangle forme par les c6tes
egaux ; on aura a = f$.

Le point de rebroussement /% correspond a ce sommet A ;
le point fa au point diametralement oppose.

FIGURE 17.

3°. Triangle rectangle. A sommet de Tangle droit, a + /3 = —.

Le point O' est le milieu du rayon AO, puisque le sommet de
Tangle droit est le point de concours des hauteurs.

Les deux cercles de rayon — et —— , decrits du centre O' sont

tangents, Tun exterieurement, Tautre interieurement au cercle
circonscrit. La courbe enveloppe passe par les sommets £ et C
des angles aigus et y est tangente aux cotes BA, CA.

FIGURE 18.

4°. Triangle Svanouissant, reduit a deux cdtes AB, AC, confondus
en un seul, et a la tangente a la circonference circonscrite, formant
le troisieme cdte infiniment petit BC.
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Le probleme est ramene a la recherche de l'enveloppe des droites
RN, qui joignent les pieds des perpendiculaires abaisse'es du point
M, pris sur la circonference, sur la corde AB et la tangente BL.

Ces perpendiculaires coupent la circonference en R' et en N'.
Si Ton porte MN" = NN' et MR" = R'R sur ces perpendiculaires,
la droite R"N" sera perpendiculaire a RN, et donnera la position fi
du point de contact avec l'enveloppe.

Le point de concours H des hauteurs du triangle est a la
rencontre des droites BH perpendiculaire a AB, et AH perpen-
diculaire a la tangente BL; et le point O' centre des cercles de

R SR
rayon -̂ - et -̂ — est au milieu O' de la droite OH.

CHAPITRE III.

Question inddente.

Relation entre les centres 0 et 0' des deux circonferences. Lieu
ge'ome'triqne.

FIGURE 19.
T> or)

Soit O' le centre des cercles de rayon -^- et —^~ contenant les

rebroussements et les points de courbure maximum de l'enveloppe.
Nous aurons, par rapport aux axes AX, AY,

pour 0 les coordonnees x = Rcosa,
y = Rsina,

a e"tant Tangle OAX;
pour O' les coordonnees £ = Rcosa + JRcos(a + 2/3),

r) = |Rsin(a + 2/J),
ji etant Tangle OAC, qui ajoute a OAB complete Tangle CAB = A
du triangle.
On a done a + /3 = A, /3 = A - a e t a + 2 / ?=2A-a ;
de sorte que les coordonnees de O' par rapport aux axes AX, AY sont

R
£ = Rcosa + —cos(2 A - a),

R
'? = — sin(2A-o).
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Les coordonnees de 0' par rapport a des axes OX', OY' paralleles
a AX, AY, menes par le point O seront donne'es par les differences

P
£ - x = x' - — cos(2 A - a),

V - y = y' = —sin(2 A - a) - Rsina,

ou bien

sin(2A - a) - 2sina = -£- = y",

en appelant x" et y" les coordonnees a;', y' rapportees a la moitie
du rayon R.

Iruaginons que l'on fasse mouvoir l'axe AX parallelement a
lui-meme, en conservant Tangle CAX = A.

L'angle a variera, et le cdte CB aura une longueur constante;
il enveloppera dans son mouvement une circonferenoe concentrique
au cercle O. Nous aurons l'equation du lieu de'crit par le point 0'
en eliminant a entre les deux Equations (1); elles deviennent, en
deVeloppant les sinus et cosinus,

[sin2Acosa - (cos2A + 2) sina — y".
Multiplions la premiere equation par (cos2A + 2), la seconde par

sin2A, et ajoutons, nous aurons la valeur de cosa
x"(cos2A + 2) + «"sin2A

cosa = —
cos2A(cos2A + 2) + sin2 2 A
a;"(cos2A + 2) + y"sin2A

= 1 + 2cos2A '
On obtiendra sina en multipliant la premiere par sin2A,

la seconde par cos2A, et en retranchant; ce qui donne
a;"sin2A - «"cos2A

l + 2cos2A •
Elevons au carre les deux equations obtenues, et ajoutons;

a sera elimine, et il vient pour equation finale
a;"2sin22A- 2a;"2/"sin2Acos2A + y"2cos22A

+ x"%2 + cos2A)2 + 2a;V'sin2 A(cos2 A + 2) + y"2sins2 A
= (l + 2cos2A)2.
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Elle se reduit a la forme suivante

(5 + 4cos2 A)x"- + 4sin2Aa:Y' + y"' = (* + 2cos2A)2,

ou bien, en retablissant -^ - , •=~- a la place de x" et y",

(3) y'2 + 4sin2Aa:y + (5 + 4cos2A)a:'2= -5^(1 + 2cos2A)2,

equation d'une courbe du second ordre, dont le centre est au point O.

On a d'ailleurs l'identite

cos2A = 2cos2A - 1,
d'oii Ton deduit

4COS2A-1

et 5 + 4cos2A = 1 + 4(1 + cos2A) = 1 + 8cos2A.

L'equation (3) devient par consequent

(4) y'2 + 4sin2Ax'y' + (l+ 8cos2A)a;'2 = ^(4cos2A - I)2.

Le second membre devient nul lorsque l'angle A satisfait a
la relation cos2A = J,

c'est a dire lorsque A = -^- ou -^ - .
o o

Le premier membre devient alors,

pour A = y ,

j / ' 2 + 2 JTx'y' + 3x'"- = (y' + x' JT)°- = 0,
. 2TT

pour A = y ,

j / ' 2 - 2 s / T z y + 3a;'2 = (y' - x' JTf = 0.

Ces diverses relations d^nnissent les valeurs du rapport -^

et representent deux droites doubles, savoir

y' = -x' V1T pour A = — ,

y'= +x' vHT pour A = ^- .

L'ellipse lieu des points 0' se reduit dans ces deux cas a une droite.
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Dans tous les autres cas, le discriminant du premier membre de

l'equation (4) n'est pas nul, et le calcul montre qu'il reste toujours

positif et egal a 4(1 - 4cos2A)2.
TD2

Si l'on fait A = — , l'equation devient y'2 + x'i = —

et represente une circonference concentrique au cercle O. C'est le

cas deja examine du triangle rectangle BAO.

Faisons enfin A = 0, ce qui correspond au triangle evanouissant,

forme d'une corde AB et d'une tangente; nous aurons pour l'equation

du lieu

le lieu est une ellipse qui a pour demi-axes, paralleles aux axes
"R ST5.

coordonnes, — suivant OX' parallele a la corde AB, et —^- suivant
OY'.

Les axes principaux de l'ellipse generate font avec Taxe OX'

les angles
A A + 7T

(h = — e t Q> = [

ils sont done paralleles aux bissectrices de Tangle A et de Tangle

exterieur supplementaire. Les longueurs des demi-axes sont, dans

ces directions, donnees par les relations

_ R 4cos2A - 1 _ R 4cos2A - 1

1 — 4cos2— 1 - 4sin2—

et la demi-distance focale y r./ — r,2 est e^jale a R V2cosA,

cosA etant pris positivement.

Pour A = — on trouve
o

c'est le cas de l'ellipse reduite a une droite ;

et pour A = -jr-

\Jr,2 - r? = 0, cas du cercle.
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CHAPITRE IV.

I. Rectification de la courbe enveloppe.

FIGURE 20.

L'arc 8 de la courbe s'obtient par l'integration de la fonction
differentielle

ds = pdd= - 4Rcos(o + 2/3 - 36)d6
ce qui donne

s = C + £Rsin(a + 2(3- 36),

avec une constante arbitraire C. Entre les limites 60 et 6, on aurait

s = £R[sin(a + 2/J - 30) - sin(a + 2/3 - 30O)].

Le rayon de courbure au point de la courbe qui correspond au
point directeur M, s'obtient en augmentant l'ara. CM de sa moitie
MI portee en MI', en menant le diametre I'OI/ et en achevant le
triangle rectangle inscrit I'L/L/ ; on a

p = 21/Ia' = 4Rcos(a + 2/3 - 36»)
en valeur absolue.

Le mSine triangle rectangle donne

et par suite, a la constante C pres, l'arc de la courbe est represente
par les f de la corde I,'I'. L'arc dont les extremit&s correspondent
a deux points M et M' est egal aux f de la difference des cordes
L,T correspondantes a ces deux points.

Appliqu^e a la longueur de l'arc compris entre deux rebrousse-
ments consecutifs de la courbe, la formule, ou l'on fera 00=6lt 6=8lt

donne

S = *R[sin(a + 2/3 - 36,) - sin(a + 2y8 - 36,)] = -f-,

car le second sinus est egal a l'unite negative, et le premier a l'unite
positive. La courbe est done rectifiable, et la longueur comprise
entre deux rebroussements est commensurable avec le rayon du
cercle; la courbe totale a pour longueur 8 fois le rayon R. Cette
longueur est interm^diaire entre la longueur du cercle circonscrit et

op

celle du cercle de rayon -—-.
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II. Quadrature de la courbe.

FIGURE 21.

Pour trouver l'aire exacte de la courbe, il faudrait integrer la
differentielle ydx, qui, ramenee a la variable 6, s'exprimerait par
une fonction entiere des sinus et cosinus de cet arc. L'operation
ne pre'senterait pas de difficulty. Mais on peut eViter ces calculs
si Ton veut seulement trouver l'aire comprise entre les trois arcs
/^i/tj, /*2/*3, /tj/tu dont se compose la courbe totale. On y parvient
approximativement de la maniere suivante.

L'aire cherchee est egale a l'aire du triangle equilateral fapzlh
de laquelle on aurait soustrait les trois segments egaux compris
entre chaque arc et le c6te qui lui sert de corde.

Soit I la longueur du c6te /*i/*3; f la fleche KF de l'arc de courbe
que ce c6te soustend.

Si Ton rapporte ces quantites au rayon R du cercle donne,
on aura

3R JT
2

puisque le triangle considere est inscrit dans le cercle de rayon f R;
sa surface est egale a {I* N /T = f|R2 JT.

La fleche/= KF est la difference entre IK = R et FI, qu'on peut
calculer. Le point I etant le milieu de l'arc de cercle Pifc, /^I est
le c6t^ de l'hexagone regulier inscrit, et il est par consequent egal

3R
au rayon —^-. Le triangle /*2/*iI rectangle en /t, donne l'egalite

^ I ^ I F x I / t j , c'est a dire ^ - = IFx3R,

et par consequent IF = f R; comme KI = R,

il en r^sulte KF = / = —.

FIGURE 22.

Menons au point K la tangente HH' a la courbe, et tirons les
droites f^K, /t,K.

L'aire cherchee est comprise entre le triangle /̂ K/*! et le trapeze
j . Le triangle a pour mesure \fl; le trapeze a pour
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hauteur f, et l'une de ses bases est egale a I, l'autre HH' est les
£ de faHi, car le point K est aux § de la hauteur O'F; le trapeze
a pour mesure %(l + fI) x / = %fl.

L'aire a eValuer etant comprise entre le triangle forme par des
cordes, et le trapeze limite a la raeme base mais forme par un
contour tangentiel, il est conforme a une remarque souvent verifiee
d'attribuer a l'aire du segment la moyenne des deux limites, en
affectant du coefficient 2 l'aire excedante, ce qui donne pour le
coefficient de If

i + 2 * S . 13
3 18'

13
L'aire du segment /^K^ est done sensiblement egale a -^-xlf;

lo
et comme il faut tripler ce r^sultat pour le retrancher de l'aire du
triangle Equilateral, il vient pour l'aire cherchee

S R V 3

On peut comparer ce resultat aux aires des triangles equilateraux
inscrits dans les differents cercles que nous avons consideres dans notre

-r> OT>

etude, savoir les cercles de rayon R, de rayon — , de rayon -^—.

Appelons A u A2, A3 ces trois aires; en les rangeant par ordre
de grandeur, on aura

16 " 4 o 16

et l'on peut observer que A est le tiers de la somme Aj +A2 +A3

des trois triangles rectilignes.

Si l'on assimilait la courbe /̂ K/Xj a une parabole, suivant la regie
de Simpson, on aurait pour l'aire du segment

2 R 2 3 /— R R5«/ 3

et l'ensemble des trois segments paraboliques representerait l'aire A2

du triangle equilateral inscrit dans le cercle donne. La surface
comprise au dedans de la courbe serait done egale a la difference

A ' = 16R'v3 - T W 3 =jgW3

ce qui excede de yVIl2 v 3 la valeur trouvee ^R! J 3 .
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On peut expliquer cette difference en remarquant que les
tangentes a la parabole aux points ft et /% iraient rencontrer l'axe
FO' de la courbe en un point L situe au milieu du segment KO';
car FL doit Stre egal a 2FK dans la parabole; la parabole reste
done au dessous de la courbe exacte vers les deux extre'mite's de
l'arc /ajKft, ce qui re'duit le segment d'une certaine quantity.

Remarquons encore que

HH' = \l = -§- x -|-R JT - R JT
o o Z

est le c6te du triangle equilateral inscrit dans le cercle donne.

La longueur de l'arc ftK/t3 est comprise entre les longueurs du
contour inscrit ft-jKft et du contour tangent exterieurement
on a d'ailleurs

Le contour inscrit /^Kft a done pour deVeloppement R J 7 .

Le contour exteYieur se compose de trois parties, dont les deux
R

extremes sont ^gales a — , et la partie moyenne HH' est
2

4 |7 ou a R V T ; le d^veloppenaent est done ^gal a R(l + v 3 ).
La longueur de l'arc est done comprise entre ces deux limites. On
a en efl'et les inegalites

e'est a dire R x 2 • 646<R x 2 • 667<R x 2 • 732.

8R
La longueur trouvee -5— est sensiblement ^gale a la moyenne

o
entre les deux limites en affectant du coefficient 2 la moindre valeur ;
on a en effet

8R
resultat qui excede de 0*008 seulement la valeur exacte -5—, soit une

o

erreur relative des .A A- de la valeur cherch^e.
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CHAPITRE V.

Probleme inverse.

Si Ton donne le rayon R d'une circonference O, circonscrite a un
triangle, dont les angles A, B, C sont connus, on pourra construire
le triangle, en faisant autour du centre O de la circonference des
angles e"gaux respectivement au double 2A, 2B, 2C de chacun des
angles donnes.

Nous supposerons qu'on donne en outre la position 0' du centre

de deux circonferences de rayons — et —— , et sur la plus grande

des deux les points^, [*..,, /u..., sommets d'un triangle equilateral inscrit.
Ces donnees suffisent pour definir entitlement Vhypocycldide Iricuspide
E, qui aurait pour points de rebroussement les trois points /*,, /x.2, /x3

et qui serait engendree par le roulement a l'interieur du cercle de

rayon -JJ— d'un cercle de diametre R.

Le probleme a resoudre consiste a placer le cercle O et le
triangle ABC de telle sorte que les pedales des divers points de la
circonference O par rapport au triangle aient pour enveloppe
l'hypocycloide E.

FIGURES 23 ET 24.

Cherchons dans le triangle ABC le point de concours H des trois
hauteurs; joignona OH et soit I le milieu de la droite OH. Ce
point I sera dans le cercle O la position relative du centre O' des

cercles de rayons —, —— de sorte que le centre O du cercle de

rayon R, rapporte sur le plan des cercles donnes O', sera situe sur
une circonference Cj decrite de O' comme centre avec un rayon egal
a 01 = £0H.

Soit 01 un point quelconque de cette circonference Cj; de ce
point comme centre avec R pour rayon on decrira la ciroonference
donnee, et on pourra y inscrire le triangle ABC, qui y occupera
une position quelconque A'B'C; puis on determinera les sommets
a,, 6,, c^ du triangle equilateral inscrit qui differe le moins du triangle
A'B'C. On sait qu'il suffit pour cela de mener par chaque sommet
A' une corde parallele au c6te oppose B'C, et de prendre le point Oj
au tiers de l'arc soustendu par cette corde a partir du point A'.
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Le problfeme serait resolu si le cote a^j du triangle equilateral
qu'on vient de tracer etait parallele a l'un fa fa des c6tes du triangle

equilateral inscrit dans le cercle de rayon -—-. On satisfait a cette

derniere condition en faisant tourner le cercle Oj et le triangle
A'B'C qu'il renferme, autour du centre 0' jusqu' a ce qu'on ait
amene la droite afa a §tre parallele a la droite fixe fa fa. Du point
0' abaissons O'p, O'q perpendiculaires a a,6,, fa fa; joignons O'Oj;
si nous faisons tourner la partie mobile de la figure de l'angle pO'q,
la droite alb1 prendra la position Oj'6,', parallele a fa fa, et le centre
O[ passera au point 0 / ; le triangle A'B'C, deplace du m§me angle
autour de O', sera amene dans la position ou il satisfera a toutes les
conditions du problfeme inverse.

CHAPITRE VI.

Considerations cinematiques.

Imaginons que le point directeur M parcoure la circonference
de rayon R et de centre O avec une vitesse uniforme; que dans
ce mouvement il entraine le systeme des trois perpendiculaires
MN, ML, MR abaissees sur les cdtes du triangle inscrit.

on

Au point M correspond sur le cercle O', de rayon -̂ —, un point

de contact S de la circonference O' avec le cercle de diametre R qui,
en roulant a son interieur, engendre comme hypocycloide l'enveloppe
de la pedale. A chaque position de M correspond une pedale RN,
un point S et une position du point fa point de contact de la pedale
avec son enveloppe et point dccrivant appartenant a la circonference
roulante.

Les perpendiculaires MN, ML, MR constituent un systeme
rigide qui rencontre les c6tes du triangle aux points N, L, R, qu'on
peut considerer comme appartenant aux c6tes.

Nous nous proposons d'examiner ces divers mouvements dans ce
chapitre.

Le systeme des droites indefinies MN, ML, MR conserve son
parallelisme, et est anirne d'un mouvement de translation; cbaque
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point du systeme a une vitesse egale et parallele a la vitesse du
point directeur M. C'est done un mouvement de translation
circulaire; chaque point decrit une circonference de rayon R avec
la vitesse v du point M.

Si nous appelons w la vitesse angulaire -=- du rayon AM autour
Cit

du sommet A pris sur la circonference, la vitesse angulaire du rayon
OM issu du centre aura pour valeur 2w, et l'on aura

cette vitesse lineaire est commune a tous les points du systeme
invariable forme par les trois perpendiculaires; l'acceleration de
chacun de ces points est dirigee vers le centre de la circonference
qu'il decrit, et a pour valeur 4Rw2.

Les points N, L, R, pieds des perpendiculaires abaissees du point
M sur les trois cotes, peuvent etre considered cotnme appartenant
aux cotes du triangle. Le mouvement de ces points sur ces cdtes
est la projection du mouvement circulaire uniforme du point
directeur. Ce sera done un mouvement rectiligne pendulaire, dans
lequel l'acceleration est proportionnelle a la distance du point mobile
au milieu du c6te decrit, projection du centre 0 sur ce meme c6te.
Si Ton designe par z la distance de l'une des projections N, L, R
au milieu du cote qu'elle parcourt, on aura pour l'equation du
mouvement

La meme loi s'applique, comme nous allons le montrer, au
mouvement du point fx. sur sa trajectoire.

FIGURE 25.

Soit CC la circonference de rayon , decrite du point 0' piis

pour centre; lifi la pedale qui fait un angle 0 avec l'ordonnee lilt',
abaissee du point M perpendiculairement au cote AB pris pour axe
des x.

Le point n peut 6tre considere comme appartenant au cercle
mobile O" de rayon R roulant a l'inteneur de la circonference CC.
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La pedale RN et la normale /xS font des angles 9 avec lex axes
fixes A Y et A X ; elles ont done toutes deux la vitesse angulaire

dd _
~dt~U>'

La vitesse v du point fx. sur sa trajectoire est e'gale a -5-,

representant Tare de la courbe, e'est a dire ^ - = p(o.

On a done, en mettant pour p sa valeur,

v = 4Rcos(a + 2/3 - 3 )̂a>.

On en deduit pour les composantes de l'acceleration totale,

suivant la tangente

~ = (o^ = l 2Rsin(a + 2/3 - 36»)a/2,
dt dt

et suivant la normale /*S

— = no)2 = 4Rcos(a + 2/3 - 3(9)u)2.
P

L'acceleration totale J est la resultante de ces deux composantes;
soit \p l'angle qu'elle fait avec la tangente /JA.

Nous aurons, en divisant — par — ,
p dt

tangf = |cot(a + 2/3 - 3^).

Or l'angle a + 2/3 - 36 est donne sur la figure par Tangle fiSX.
Si nous achevons le rectangle A/*SS' inscrit dans le cercle O", l'angle
S'/iA sera le complement de /xSA, et par suite S'/*A a pour tangente
la cotangente de l'angle /*SA. On a done

et, si l'on prend A_; = iAS', la droite fij donnera la direction de
l'acceleration totale J.

FIGURE 26.

Considerons a part l'acceleration tangentielle, et comptons les
arcs s sur la courbe a partir du sommet fa', e'est a dire du point ou
le rayon de courbure atteint sa plus grande valeur absolue 4R.
Supposons que le mouvement du point /x s'opere dans le sens
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ds
La vitesse du point fi sera egale a — en grandeur et en signe,

at
et l'on aura en mettant le signe en evidence

^ = - 12Rsin(a + 2(3 - 36)u°

pour l'acceleration tangentielle.

Or l'arc s mesure de fa' a fi a pour expression

puisque le facteur sin(a + 2fi - 30) s'annule au point fa ; on a done

d's
— = - 9 o ) 2 s = -(3<o)2s
ox

equation d'un mouvement pendulaire curviligne qui aurait pour
centre attractif le point fa'. Le coefficient de « dans l'equation de
ce mouvement est regie sur une vitesse angulaire 3<o.

Nous avons done constate quatre mouveiuents pendulaires;
savoir

1°. ceux des trois points N, L, R mobiles sur les c6tes du triangle,
qui parcourent chacun dans les deux sens une longueur egale a 2R,
pendant que le point directeur parcourt la circonference entiere,
e'est a dire dans le temps T = ^— — — ; il en resulte pour chacun

des trois mobiles une vitesse moyenne u, egale au quotient

4R 4R«>

(I)
2°. le mouvement du point ft, sur la courbe hypocycloidale; dans

ce mouvement le point /* parcourt l'arc fa fa fa cornpris entre deux
T 7T

rebroussements consecutifs, pendant le temps, — = — , que le point
o ow

directeur met a parcourir le tiers de la circonference; la vitesse du
mobile, u', est en moyenne egale au quotient

811
, _ j T _ 8 R w _ 0

•K IT '

3w

elle est double de la vitesse moyenne des trois mouvements
rectilignes.
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La pedale a une vitesse angulaire constante, egale a u>; les
mouvements rectilignes pendulaires sont regies sur la vitesse
angulaire double, 2u>; le mouvement du point de contact sur la
courbe enveloppe est regie sur la vitesse angulaire 3w. Les quatre
points mobiles L, N, R, /J. sont tous les quatre a un meme instant
sur la m6me droite, et Ton obtient ce theoreme :

Lorsqu'on fait rouler la pedale uniformement sur l'hypocycloide
qui lui sert de courbe enveloppe, les points de rencontre de la droite
mobile avec les trois cdtes du triangle inscrit, parcourent ces cdtes

dz2

suivant la loi pendulaire — = - 4zw2; et le point de contact /*
d/L

(Ps
parcourt la courbe enveloppe suivant la loi -j-^ = — 9«w2, les z ^tant

dt

comptes a partir des milieux des cdtes decrits, et les s a partir du
sommet des arcs successifs de la courbe.
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