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Résumé. Nous étudions une famille de surfaces K3 admettant un gros groupe d’ automorphismes.
D’ abord nous étendons des résultats de Silverman: construction de hauteurs canoniques, densité des
pointsrationnelsd’ une orbite, . . . etc. On poursuit I’ éude en estimant la densité des points rationnels
des orbites paramétrées par une courbe rationnelle; I’ estimée est compatible avec la conjecture de
Batyrev—Manin. Enfin, on détermine sous des hypotheses geométriques supplémentaires, le nombre
de points rationnel's de ces surfaces de hauteur bornée.

Abstract. We study a family of K3 surfaces which have a big automorphism group. We begin with
generalisations of Silverman’sresults: construction of canonical heights, density of rational pointsin
oneorhit,. . . We continue the study in estimating the density of rational points on the orbiting rational
curves; this estimate is compatible with Batyrev—Manin conjecture. Moreover we settle, under more
geometric hypothesis, the number of rational points of such surfaces of bounded height.
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0. Introduction

Motivé par une conjecture de Bogomolov et une conjecture de Batyrev—Manin,
nous proposons ici d étudier la répartition des points k-rationnels, k corps de
nombres, d une certaine famille de surfaces K3. Cette étude est inspirée de celle
de Jospeh Silverman dans [Si91].

Plus précisement, nous alons étudier la geométrie de surfaces K3 lisses de
degré (2,2,2) dans P! x P! x PPL. Ces surfaces admettent un sous-groupe d’ auto-
morphismes A, isomorphe au produit libre Z, * Z, x Z, de trois groupes cycliques
d’ordre 2, et sont fibrées en courbes elliptiques au dessus de PL. De cette étude
géomeétrique, nous déduirons diverses informations sur les points k-rationnels.

Si G est un sous-groupe de A, P un point k-rationnel de S, nous considérons
I’orbite de P sous|’action de G

C=Ca(P) = ($P|pEG).
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Il est naturel de s'intéresser a la description des points k-rationnels de C, et
ensuite, alaréunion des orbites C. Nous allons voir comment, suivant le choix de
G, laréponse a ce probleéme varie.

Dans un premier temps, nous allons étudier I’ action d’ un sous-groupe cyclique
infini G = (o) admettant les mémes propriétés que le sous-groupe .A des automor-
phismes des surfaces K 3 étudiées par Silverman dans[Si91].

Un des outils fondamentaux sera la théorie des hauteurs (voir par exemple
Chap. 3 et 4 de [La83] ou Chap. 6 de [Co-Si86]). Nous démontrerons qu'’il existe
des hauteurs canoniques h €t hy associéesadesclassesdediviseursdePic(S) ® R
vérifiant, pour tout point P de S(k)

hi(oP) = (9+ 4V5)hi(P),  ha(o~1P) = (94 4V5)ha(P).

De plus, la hauteur

h=hy+ hy

est une hauteur de Well associée a une classe de diviseurs amples que nous no-
terons E.

Les hauteurs h; et hy, ont de nombreuses propriétés communes aves la hauteur
de Néron-Tate d’ une variété abélienne. Par exemple, pout tout point P de S(k)
Nous avons

ha(P) >0 et hy(P) > 0.
Deplus
hi(P) =0<= hy(P) =0<«= Cq(P) estfinie

Nous définissons la hauteur d’une orbite C par h(C) = \/h1(P)h2(P), qui est
en fait indépendante du choix du point P de C. Nous n’avons pas pris la méme
définition que Silverman (dans [Si91], A(C) = hi(P)h2(P)) par commodité.

Remarquonsque h(C) = 0 si et seulement si C est de cardina fini, ce qui nous
permettra de démontrer qu’il n’existe qu’un nombre fini d’ orbites de cardinal fini.
D’ autre part, nous verrons que h(C) apparait danslaformule de comptage suivante
lorsque h(C) > 0

R B
P P B} = 2L —_—
card{P €C[h(P) < B} %% 27y +4(©)
(@ =9+4V5, [£(C)]<2).
Touslesrésultats ci-dessus sont anal oguesaceux de[Si91]. Rappel onsegal ement

que le probleme de la densité, pour latopologie réelle, des points Q-rationnels des
surfaces que nous considérons, a été etudié par Wang [Wa94].
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Nous esquissons ensuite I é&tude de la réunion des orbites C de S(k) qui n’est
pas abordéedans[Si91] (note: U g(x) C = S(k)). Plus précisement, nousverrons
qu’il existe des courbesrationnellesI" sur S, correspondant aux fibres singulieres.
En supposant que 7" est k-rationnelle, nous étudierons alors la famille des orbites
C de S(k) paramétrées par 7' (égal a |’ orbite de T'(k) sous I’ action de G). Cette
étude s apparente a I’ étude des points des sections d’ une surface elliptique, liée a
I’ action du groupe de la fibre générique (cf. par exemple [Ca94] et [Si83]).

Nousverrons quel’ on peut définir des ‘ degrés canoniques' ayant des proprietées
similaires aux hauteurs canoniques i1 €t ho. Ces' degréscanoniques’ nous permet-
tront d’ établir, entre autre, que pour detelles orbites, desque /. (C) est suffisamment
grande, nous avons

cad{PeCnT(k)} =1

Nous en déduirons e comportement asymptotique de card{C | h(C) < B} pour les
orbites C paramétrées par 7.

D’ autre part, nous établirons I’ existence d’ une courbe ¢T' (¢ € G) de E-degré
minimal telle que, si nous notons T" la réunion des orbites C paramétrées par 7',
nous ayons

card{P € T (k) | h(P) < B} ~ x(D)card{P € ¢T(k) | h(P) < B},

(ou x(T") est égal aun ou deux) traduisant la répartition géométrique des points de
‘petites hauteurs’ des orbites C de I'; I’ estimée est compatible avec la conjecture
de Batyrev—Manin.

Finalement, nous déeterminerons, pour la premiere fois a notre connaissance,
le comportement asymptotique de card{ P € S(k) | hp(P) < B}, pour certaines
surfaces de notre famille admettant des propriétés géométriques supplémentaires,
et pour une famille de diviseurs amples D, compatible avec la conjecture de
Batyrev—Manin.

Résumons |’ organisation de ce travail. Le paragraphe 1 est consacré a |’ étude
géométriquede S. Au paragraphe 2, nous donnonsles théorémes similaires a ceux
de [Si9]1] et voyons I'importance du choix du sous-groupe d’automorphismes.
Le paragraphe 3 est I’étude d’une famille d’ orbites paramétrées par une courbe
k-rationnelle. Au Paragraphe4, nous estimons dans certains cas card{ P € S(k) |
hp(P) < B}.

Nous remercions Marc Hindry, avec qui nous avons eu de nombreuses et
fructueuses discussionstout au long de I’ élaboration de ce travail.

1. Notations et geométrie de quelques surfacesK3

Fixonsle cadre de travail, ainsi que nos notations.

https://doi.org/10.1023/A:1000128300511 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000128300511

250

=

p1, P2, p3:
T12, 13, 23:

D1, Dy, D3:

012, 013, 023

g
A:
G

E, E, Ey:

Q=
Hp:

hp =

HERVE BILLARD
un corps de nombres

une surface lisse définie sur k, contenue dans P} x P} x P3, définie
par une section de O(2, 2, 2). En d’ autres termes, S' est définie par
un polyndme tri-homogene de degré 2

. ivIvkviomon _
2 i gk lmon Qijkimn X1 X5 Y'Y, 21" 75 = 0,

aveci+j=k+1=m+n=2 (X1, X2 Y1,Y2 Z1, Z2) €EP] x
P3 x P3.

les projections p;: S — P} induites par |es projections naturelles de
P x P} x Py — P},

les projections m;;: S —P; x P; induites par les projections
naturelles de P x P x P3— P} x P}.

les classes de diviseurs de Pic(.S) définies par

D; = p;{oo}.

les automorphismesde S qui sont lesinvolutions o;; induites par le
revétement double rr;;.

. I"automorphisme de S défini par: o = 0130120723.

sous-groupe de Aut(.S') engendré par 012, 013, 023.

: sous-groupe cyclique de A engendré par o.

Soit P un point k-rationnel, considérons son orbite sous I’ action
deG

Ca(P) ={oP|peCG}.
les classes de diviseurs de Pic(S) ® R définies par

1-5 1+/5

By = 2\/_D1 + 2\/_D2 + D3,
145 1-/5

B = +2‘fDl 4 2‘[02 + Ds,

E =FE1+ E; = D1+ D+ 2D:s.

9+ 4v/5.

une hauteur de Weil exponentielleassociéeaune classe de diviseurs
D de Pic(S) ® R (voir par exemple Chap. 3 et Chap. 4 de [La83],
ou Chap. 6 de[Co-Si86]).

LogHp.

Pour faciliter I’ écriture de nos comptages, toute hauteur associée a un diviseur
ample, hp, est choisie de telle maniere que hp, > 0.
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D’autre part, pour mieux mettre en évidence les propriétés geométriques des
points rationnels de S, toutes les hauteurs considérées ne sont pas normalisees par
rapport au corps de nombres; ce qui nousforce atravailler sur un corps de nombres
fixé.

N(X, f,B): lafonction de comptage définie par

N(X, f,B) = cad{z € X | f(z) < B}.

Unetelle surface S, étant simplement connexe et ayant son diviseur canonique
nul (w=0(2-2,2—-2,2— 2)), est une surface K 3. Elle est citée par Wehler
dans[Wel-88], ouil &tudie lagéométrie des surfaces K3 considéeréespar Silverman
dans[Si91]. Elle est également &tudiée par Wang dans [Wa94].

Démontrons que S est une surface elliptique.

LEMME 1.1. Laprojectionp;: S — P! (i € {1, 2, 3}) admet pour fibresdescourbes
de genre arithmétique 1.

DEMONSTRATION. La surface S étant une surface K3, son diviseur canonique
w est trivial. Ainsi par laformule del’ adjonction, si C' est unefibre de p;: S — P2,
ona

2p,(C)—2=C-C (w=0)
=0 (C est unefibre),

doup,(C) =1 O

Nous donnons ultérieurement (Proposition 1.4.) un critere sur I’ existence de sec-
tions de p;: S — PL. Pour ce faire, &éudions le groupe de Picard de S et le groupe
d automorphismesde S.

Lasurface S est un revétement doublede Pt x P, et le sous-groupe d’ automor-
phismes A de Aut(.S) engendré par 012, 013, 023 €st isomorphe au produit libre
Zy * Lo * Lo de 3 groupes cycliques d' ordre 2 [Wel-88].

LEMME 1.2. Les o;; sont desisomorphismes (i, j) € {1,2,3}2, i < j).

DEMONSTRATION. Puisque S est une surface minimale (w = 0, donc pour
toute courbe C, C? est paire) non réglée, toute application birationnelle est un
isomorphisme (voir par exemple le Théoreme5.19 dans [Be78]). O

Ce lemme est fondamental pour I’ ééude arithmétique de S ou nous utilisons les
propriétésfonctoriellesdeshauteurs. Lorsque S est un membre généra delafamille
des surfaces considérées, [We2-88], on peut déterminer Aut(S) et Pic(S) comme
I’a souligné Wehler.
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PROPOSITION 1.3 [Wel-88]. Soit S un membregénéral delafamille des surfaces
plongéesdans P x P! x P! définies par une section de O(2, 2, 2). Alors

(i) Pic(S) ~ Pic(P! x P! x PY).

(i) Aut(S) est engendrépar 012, 013, 023.

Remarguons que pour notre étude arithmétique des orbites d’une surface S
définie par une section de O(2, 2, 2), il N’ est pas nécessaire de savoir que S est un
membre général de lafamille: il est suffisant de savoir que A est un sous-groupe
de Aut(S).

DEMONSTRATION. Nous nhous bornons a démontrer succinctement (i). L’ asser-
tion (ii) découle de (i) (cf. [Wel-88], dont on peut trouver une démonstration dans
[Wa94]). Posons

Z = P! x P x P,

Q: lefaisceau des 1-formes différentielles de Z,

wz = Q3 lefaisceau canonique de Z.

Pour démontrer (i), il suffit de vérifier les criteres du Theoreme 5.5 de [We2-88] a
savoir

() Hi(Z,Z)=0.
Puisque H1 (P, z) = 0, (i) est vérifié par Kiinneth.

(i) HYZ,wz ® 0(2,2,2)) = 0.
Or,wy =0(-2,-2,-2),wy; ® 0(2,2,2) = O(0,0,0). Donc, par Kiinneth, (ii)
est vérifie.

(iii)y HY(Z,92 ® 0(2,2,2)) = 0.
Nous avons

Qz = p1Qp @ p5Qp1 © P32
= 0(-2,0,0) ® O(0,-2,0) ® O(0,0,—2).

02 = A?0(—2,0,0) @ A20(0, —2,0) ® A?0(0,0, —2)
®O(=2,-2,0)® O(—2,0,—2) ® 0(0, -2, —2)
= 0(-=2,-2,00® 0(=2,0,—-2) ® 0(0, -2, —2),
Ou encore
02 ® 0(2,2,2) = 0(0,0,2) ® 0(0,2,0) & 0(2,0,0),
d ou
HY(Z,92 2 0(2,2,2)) = HY(Z,0(0,0,2)) ® HY(Z,0(0,2,0))
®HY(Z,0(2,0,0)).
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Or, par Kuinneth nous avons

H*(Z,0(0,0,2)) ~ H*(P,0(0)) ® H*(P*, 0(0)) ® H*(P!,0(2)),

dou
H(Z,0(0,0,2)) = HYP,0(0)) ® H(P,0(0)) ® HO(PL,0(2))
@HO(P,0(0)) @ H(P!, 0(0)) @ H°(PL, 0(2))
®HO(PL, 0(0)) ® HO(PL, 0(0)) ® H(PL,0(2)).
Comme

HY(P',0(0) =0 et HY(P',0(2) =0,
nous en déduisons
HY(Z,0(0,0,2)) = 0.

De méme pour les autres H, d’ ou (iii).
(iv) Lamultiplication

H%(7,0(2,2,2)) @ H%(Z,0(2,2,2) ® wy) = H°(Z,0%(2,2,2) ® wy)
est surjective. En effet, on a

0(2,2,2) @wz = 0(0,0,0)  0%(2,2,2) Qwz = 0(2,2,2).
Lescritéres du Théoréme 5.5 de [We2-88] sont donc vérifiés. O
A |’ aidedecette proposition, etudionslesfibressingulieresdesfibrationsp;: S — PL.

PROPOSITION 1.4. Soit S une surface lisse définie par une sectionde 0(2, 2, 2).

(@) Les fibres singuliéres de p;: S — P! admettent au plus deux composantes
irréductibles.

(b) S S est un membre général de la famille considérée, les fibres singulieres de
pi: S — P* sont irréductibles (de multiplicité 1), et cette fibration n’ admet pas
de section.

(c) Il existe des surfaces S dont les fibres singuliéres de p;: S — P! admettent
deux composantes irréductibles qui fournissent des sections a la fibration
pj: S — P pour j £ i.

DEMONSTRATION. Par symétrie, il suffit de demontrer la Proposition 1.4. pour
lafibration p1: S — P1. Commencons par ().
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Soit (G1, G») labase de Pic(P! x P') donnée par
G, = {OO} x Pt Gy = Pt x {oo}

Soit F unefibre de lafibration p1: S — P! qui se décompose sous laforme
n
F =Y mC; (m;eN", C;courbeirréductible).
i=1

En tant que diviseur, F' appartient ala classe de diviseurs D1 (Pic(S) ~ NS(S)).
Nous avons donc
(D14 D) - F = (D1+ D3) - D,
= 12(G1+ G2) - 115(G1)
= 2(G1 + Gz) -G
=2,

et comme D1 + D; est ample (D1 + Dy = 73,(G1 + G2))
(D1+D2)-C; > 1.

Nous en déduisons donc que F' admet au plus 2 composantes irréductibles, ce qui
prouve (a).

Supposons maintenant que S est un membre général de lafamille considérée et
démontrons (b). Dans ces conditions, Pic(.S) est engendré par Dy, D, et D3. Par
conséquent, touteintersection dediviseursest paire puisque, pour (i, §) € {1, 2, 3}?,
ona

D;-D;=0 et D;-D; =2 (i#7).
Ceci demontre (b) car
(D1+ D) - C; 2 1, (D1+ D) - C; < 2,

et s'il existait une section C', on aurait D1 - C' = 1.
Pour demontrer (c), exhibons une famille de surfaces S’ vérifiant les propriétées
énoncéesen (c). Considérons la famille donnée par I’ équation

X2(YRZ2 - YFZ2) + Xu Xo(Y2 + V1Yo + Y2)(Z2 + Z1Z5 + Z3)
+TX3(YZ + Y2 (Z2 + Z2) = 0,

ou T parcours k. Ces surfaces S’ sont lisses, sauf pour un nombre fini d’entres
elles, comme nous I'avons vérifié sur le logiciel Macaulay. De plus, au point
(X1,X2) = (1,0), lafibre F' est I"union des courbes C; et C définies par

Ci1: Y121+ Y2725 = 0,
Co: Y171 — Yo7, = 0.
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Lafibre F' admet donc bien 2 composantes irréductibles, C; et C», qui sont des
sections pour les fibrations py: S’ — P! et p3: S’ — P! lorsque S’ est lisse. Elles
sont décrites par

(Yl, Yz) — (1, 0; Yl, Y2; Yz, —Y]_),
(Yl7 YZ) — (17 O: Yl7 Y2| Y27 Yl) |

Etudions maintenant les conségquences de |’ action du sous-groupe A de Aut(.S)
engendré par 012, 013, 023 SUr lagéométrie de S. Nous ne supposons donc pas que
S est un membre général de la famille considérée. Les techniques déevel oppées au
terme de ce paragraphe sont celles employées par Silverman dans [Si91].

PROPOSITION 1.5. Soit {7, j, k} = {1,2,3} aveci < j. Nousavons
@)

O’E}-Dk = 2D; + ZDJ — Dy,

(b) Dansla base (D1, D2, D3), hous avons

10 2 1 20
00 -1 0 21

-1 00 -1 -6 -2
053 = 210, 0" = 053015013 = 2 15 6.

2 01 2 10 3

Nous nous bornons a donner ces matrices pour des raisons de symétrie ainsi que
les valeurs propres et vecteurs propres associes

e L'image inverse o3, admet pour valeurs propres 1, 1, —1 de vecteurs propres
respectifs D1, Dy, D1 + Dy — Ds.

e L'image inverse o7,07; admet pour valeur propre triple 1 de vecteur propre
D1.

e Tout ¢*, produit de n termes o3, et 073, admet pour valeurs propres 1, 1,
(1),

o L'imageinverse o3,0%,0%, admet pour valeurs propres —1, 9+ 4v/5, 9 — 4/5
de vecteurs propres respectifs

1-+5 1 5
\/_Dl-l‘ V5

D1+ Dy — 3D3, > 5

Dy + D3,

https://doi.org/10.1023/A:1000128300511 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1023/A:1000128300511

256 HERVE BILLARD

1+/5 1-+/5
+2\/_Dle 2\/_

En d’ autres termes

Dy + Ds.

0*E1 = aFq oc*Ey = ailEz.
Lefait que E; (respectivement E») est un vecteur propre de o* (respectivement de

(0—1)*) associé a une valeur propre réelle plus grande que 1 est le point-clé qui
permet de construire des hauteurs canoniques.

DEMONSTRATION. Déterminons(a) commedans[Si91]. Soient (G, G2) labase
de Pic(P! x PY) et (Hy, Hp, Hz) labase de Pic(P! x P! x P!), données par

G1 = {oo} x ]P’l, Gy =P x {0},
Hy = {oo} x P x P, Hy = P! x {co0} x P,
H3 = P! x P! x {c0}.

Nous avons alors

01,D1 = 075(7],G1) = (7120 012)*G1

De méme pour D».
Si P est un point fermé de S, en tant que zéro cycle, on al’ égalite

mip(m12P) = (P) + (012P).

Ainsi, pour toute classe de diviseurs D de Pic(S), 012 étant uneinvolution, on a

WIzﬂ'lz*(D) =D+o12.D=D+ UIZD' (1)
Or
(m12:D3) - G1 = m12.(713G2) - G1
= 7mi3G2 - m,G1  (formule de projection)
= S-Hs H; (intersection dans Pt x P! x 1)
= (2H1+ 2H» + 2H3) - H3 - Hy
=2,
et de méme

(r12+D3) - G2 = 2.
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Puisque (G1, G») est une base de Pic(P! x P1)
m12.D3 = 2G1 + 2G>.
En substituant danslaformule (1) ci-dessus, nous avons
712(2G1 + 2G2) = D3 + 01,D3,
ou encore
019D3 = 2Dy + 2D» — Ds.

On obtient de laméme maniére o}5 et 03,. Ceci termine la démonstration de (a).
L’ assertion (b) n’est qu’un exercice simple d’ algebre linéaire. O

I ntéressons-nous maintenant a |’ action du sous-groupe G' de Aut(.S) engendré par
0 = 013012023, €t associons a tout point fermé k-rationnel P de S, I’ orbite de P
sous|’action de G

C=Ca(P)={oP|deG}.

De cette Proposition 1.5, nous déduisons deux corollaires, dont le premier
correspond a la Proposition 1.4 de [Wa94].

COROLLAIRE 1.6. Soit C une orbite sous G de S, de cardinal infini. Alors C est
Zariski dense.

COROLLAIRE 1.7. Pour tout automorphisme ¢ de G, soit F, I’ensemble des
points fixes de ¢

f¢:{PES|¢P:P}.

S ¢ n'est pas|'identité, F, est fini.
L’idée de la démonstration des deux corollaires est laméme, et comme les deux
demonstrations sont identiques a celles de [Si91], nous renvoyons a [Si91] pour

leur demonstration (voir également la demonstration du Lemme 3.1)
On peut, comme dans [Si91] caractériser les diviseurs effectifs de Div(S) ® R.

PROPOSITION 1.8. Soit D undiviseur deDiv(S)®R. Considéronsles3 propriétés
suivantes

(i) D est linéairement équivalent a un diviseur effectif non nul.
(i) D est ample.
(i) D-E1 >0etD - E> > 0.
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Alors nous avons

@ (i) = (i) = (iii).

(b) S D est combinaison linéaire de F et Ey: (i) < (ii) < (iii).
Nous en déduisons (voir [Si91]):

COROLLAIRE 1.9. Soit C une courbe de S appartenant a une classe de diviseur
engendréepar E1 et E,. Alors

pa(C) 2 2.

En particulier, une fibre F' et les sections, lorsqu’elles existent, de p;: S — P*
n’ appartiennent pas a une classe de diviseurs de Pic(S) ® R engendrée par E;
et Fs.

2. Arithmétiquede S sous!’action de G

Nousdonnonsici lesthéoremesanal oguesaceux de[Si91] dont lesdéemonstrations
sont similaires a celles de[Si91]. Nous précisons également le calcul du minimum
de B(P) (cf. Lemme 2.4), ce qui seraprimordia au paragraphe suivant.

Le premier theoréme &tablit I’ existence des hauteurs canoniques hy, hy et h.

THEOREME 2.1. || existe une unique paire de fonctions 1 et hp de S(k) dansR
satisfaisant les propriétés suivantes
(i) ha = hg, +O(1), h2 = hg, + O(1).
(i) hyoo = ah1, hioo 1 =a 1hs,
hooo =a thy, hyoo 1= ahs.
(iii) Définissons h par
h = hy + ha.

Alors, i est une hauteur de Wil associée & |a classe de diviseurs amples E.
(iv) Lafonction h1hy est G invariante

hi(¢P)ho(¢pP) = ha(P)ho(P) V€ G.
(V) h1(P) =20, ho(P) >0 VPeS(k).
(vi) Soit P un point k-rationnel de S. Alors
hi(P) = 0 <= hy(P) = 0 <= h(P) = 0 <= Cg(P) estfini.

La demonstration étant identique a celle de [SI91] nous renvoyons a [Si91]
pour ladémonstration de ce théoreme (voir également [Ca-Si93]) ainsi que pour la
demonstration des autres théoremes de ce paragraphe.
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Soit
C =Cq(P)

une orbite; définissons sa hauteur par

h(C) = \/ha(P)h2(P).

L’ assertion (iv) du Théoréme 2.1 assure que cette définition est indépendante du
choix du point P de C (note: notre définition est la racine carrée de celle de
Silverman [Si91]).

On peut alors établir le theoreme sur la finitude des orbites comme dans[Si91].

THEOREME 2.2. Soit C une orbite sous G de S(k).

(a) C estfinie <= h(C) = 0 <= h(P) = 0 pour tout point P deC.
(b) Soit Bunréel. Alorsl’ensemble{C C S(k) | h(C) < B} estfini. Enparticulier,
il n’existe qu’un nombre fini d’ orbites sous G finies.

Rappelons que Wang a déemontré qu’ une orbite d’un point k-rationnel sous .A
est fini si h(P) est nulle, Proposition 1.5 et Lemme 2.3.3 de [Wa94] (note: s
{¢P|p e A} estfini, dors{pP | p € G} I'est aussi).

I ntéressons nous maintenant aux points k-rationnels d’ une orbite infinie C, au
minimum de 2.(P) eta N (C, h, B).

THEOREME 2.3. Soit C une orbite de S(k) de cardinal infini.
(@ Il existe une constante v ne dépendant que de C (effectivement calculable
en ne connaissant que h1(P) et ho(P) pour un point P deC) vérifiant
mini(P) = vh(C)
avec
2<y<a+a =18
(b) S B < 2h(C), alors
card{P €C|h(P) < B} =0.

S B > 2h(C), alors

card{PeC|h(P) < B} — ZLOQO‘% <2
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(c) Pour tout diviseur ample D de S

cad{PeC|hp(P) < B} = ZLOQ"%EC) +0(1)

(B suffisamment grand),

ou O(1) est une fonction bornée dépendant de S, de D et du choix de hp;
indépendante de C.

DEMONSTRATION. La démonstration est analogue & celle de [Si91], mais
précisons |’ assertion sur e minimum de la hauteur d’un point d’ une orbite. Soient
une orbite C et () un point deC, alors

. ~ o . ~ n
minip = minie"Q)
= minh1(c"Q) + h2(c" Q)
nez

= mina"h1(Q) + a "ha(Q).

nez

L’ assertion (a) découle de cette égalité et du lemme éémentaire suivant.

LEMME 2.4. Soient A et B deux constantes strictement positives et f la fonction
dezZ—R

fln)=a"A+a "B.
Il existe une constante effectivement calculable y a partir de A, B et « vérifiant
minf(n) = yWAB avec 2<y<a+a L.

Plus précisément, soit
B B
1 1
B =3Log,— — [iLoga—} :

Casl. 0<fB< 3.
Leminimumde f (n) est atteint en un seul entier, [3Log,, (B/A)], et ceminimum
est

minf(n) = VAB(® +a?) (y =’ +a7P).

nez

CAs2. 3<fB<L
Le minimum de f(n) est atteint en un seul entier, [3Log, (B/A)] + 1, et ce
minimum est

min f (n) = VAB(a* P + 7Yy (y =P oY),
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Cas3. B =3.
Le minimum de £ (n) est atteint en deux entiers, [3Log, (B/A)] et [3Log, (B/
A)] + 1, et ce minimum est
min f (n) = VAB(Y? + a2 (y = o2 4 o~ (1/2)),

De plus (ce sera important au paragraphe suivant)

(i) Lafonction f est strictement décroissante sur {n € Z |n < 3Log, (B/A)}.
(i) Lafonction f est strictement croissante sur {n € Z|n > 3Log,(B/A)}.

Ceci termineladéemonstration del’ assertion (a) du Theoréme 2.3. Lesassertions
(b) et (c) se démontrent comme dans [Si91]. O

De I’assertion (a) du Theoreme 2.2 et de I'assertion (b) du Théoreme 2.3 nous
déduisons le Théoreme 2.5 (I’ensemble des points k-rationnels de S est égal a
I’union disjointes des orbites C de S(k)).

THEOREME 2.5. Posons
S(k)f:={P € S(k) | h(P) =0} (S(k) estfini).
Alors
card{P € S(k) | h(P) < B}

B
:CardS(k)f—i- E |:2Logam+§((j)
ccS(k)

0<2h(C)<B
avec [£(C)] < 2

Les théoremes établis ci-dessus et ceux du paragraphe suivant peuvent I’ étre
pour d autres groupes cycliques tels que (o23013012), {(013023012). 11S Soulevent
d'intéressantesquestionstres similaires acelles des variétés abéliennes (borne pour
les points de torsion, conjecture de Lang sur min;L(P)>0 h(P) etc., cf. [Si91]).

Il serait intéressant de connaitre I arithmétique d’ une orbite Cy sous un sous-
groupe non cyclique de Aut(S), par exemple pour H sous-groupe engendré par
023012013 €t 023013012. Ma heureusement, nostentativessont restéesinfructueuses.
Nous n’ avons pas réussi atrouver des hauteurs canoniques se comportant bien par
rapport atous les automorphismes de H et adéterminer e stabilisateur d’ un point
(on voudrait comparer N (Cg (P),hp,B) acard{¢ € H | hp(¢P) < B}). On
peut néanmoins demontrer que si le stabilisateur de P sous!’ action de H est trivial
aors N(Cy(P), hp, B) > B-%%.3,

3. Etudearithmétique d’une union infinie de courbesrationnelles

Toute surface K3 admet une courbe -rationnelle, [Mo-Mu82], mais déterminer un
corps de nombres k de définition est souvent un probleme complexe. C'est le cas
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des surfaces étudiées par Silverman [Si91]. Dans notre situation, les surfaces K3
étant fibrées en courbes de genre 1, les fibres singulieres fournissent des courbes
k-rationnelles dont on peut déterminer le corps de définition. Si I’ on suppose que
pour une surface K3 de [Si91] il existe une courbe k-rationnelle, les theorémes que
nous établissonsici peuvent I’ étre pour les surfaces de [Si91].

Noussupposonsdansce paragraphequ'’il existe T courbe k-rationnelleirréductible
de S. Notons Oy (1) le faisceau ample associé au sous-schemafermé P, ou P est
un point non singulier de 7' [Ha70]. Notons 4 (Q) la hauteur d’ un point ) de T’
associée au faisceau ample O (1).

Nous proposonsici d’ étudier la répartition des points k-rationnels de

r={Jor

uges

qui peut étreinterprété commel’ orbite de’T” sous!’ action de G, ou commel’ ensem-
ble desC, orbites d' un point sous |’ action de G, paramétrées par T'.

Remarquons d abord queT" n’est pas une union finie de courbes.
LEMME 3.1. L'orbite de T" sous GG est Zariski dense.

DEMONSTRATION. Supposons le contraire. Soit donc » un entier naturel non
nul tel que

o™T) =T.

Puisque o™ est de degré 1, nous déduisons que pour toute classe de diviseurs D de
Pic(S) @ R

T-D = (e™)*T - (6™)*D
=T (o™)*D.
En prenant D égal a E; (i € {1,2}), on obtient

T -E; =0,
d ou

T - (E1+ E») =0.
Or E1 + E» est ample. Un tel entier n ne peut donc pas exister, d' ou lelemme. O
Pour estimer card{P € I'(k) | hp(P) < B}, il est important d'avoir une idée

de la répartition géomeétrique des points k-rationnels de I': si C est une orbite de
I', on veut estimer card{Q) € C NT'}. Pour cefaire, on étudie le degré de T" et de
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o(T) par rapport a £y et & Es.

THEOREME 3.2. Supposons qu'’il existe T" courbe k-rationnelle de S. Soit @ un
point de T'(k). Définissonsle degréde T" par rapport a E; et E, par

al(T) =k T, az(T) =FEy-T.

Nous avons
(i)
a1(oT) = aas(T), az(0T) = o tax(T) et
a1(T) > 0, az(T) > 0.

Le produit a1(7")a2(T") est donc G-invariant (il est indépendant du choix dela
courbe k-rationnelle ¢T" pour ¢ € G). Posons

a(l") = y/a1(T)ax(T).

(iii)
h(C(Q)) = a(l)hr(Q) + O(1),

ou les O(1) sont des fonctions bornées ne dépendant que de S, T et du choix de
hr.

DEMONSTRATION. Commencons par (i). Nous avons

a1(ocT) = Ey- (oT)
= o*E1-0*(0T) (o isomorphisme)
= aFy-0*(0T) (0*E1= akF))
=aF1-T (o*(cT)=T)
= aay(T).
De méme pour az(oT).

D’ aprées la Proposition 1.8, a1(T") et a2(T") sont strictement positifs, ce qui
termine la démonstration de (i).
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Pour demontrer (ii), considérons I'immersion canonique: T' — S. Pour tout
point Q de T'(k) on adonc

hi(Q) = he,(iQ) + O(1) = hi= 5, (Q) + O(1)
= ay(T)hr(Q) + O(1),

avecay1(T) = E1-T. Deméme

h2(Q) = a2(T)hr(Q) + O(1).

L’ assertion (ii) est donc demontrée.

L’ assertion (iii) est une conségquence éémentaire dela définition de A (C(Q)) et
de |’ assertion (ii).

Par définition de h(C(Q)) et de (ii) ona

h(C(Q) = [(aa(T)hr(Q) + O(1))(a2(T)hr(Q) + O(1)]M?

_ o o]
= [Vai(T)ax(T)hr(Q)] |1+ ) + RZ(0) ,

ou les O(1) sont des fonctions bornées (on a choisi h; > 0, cf. paragraphe 1).
Etant donné que h; est une hauteur de Weil associée a une classe de diviseurs
amples, nous déduisons (iii) de |’ égalité ci-dessus. O

Etablissons maintenant lafinitude de card{) € CNT'(k)}.

THEOREME 3.3. Soit C C S(k) uneorbite sous G donnée. Supposonsqu’il existe
T courbe k-rationnellede S. Alors

(@ card{@ € CNT(k)} estfini.
(b) 1l existe une constante ¢ ne dépendant que de S et de 7' telle que

h(C) >c=cad{Q eCNT(k)} <1

Ains que I'a remarqué le rapporteur de cet article, ce theoreme souléve deux
guestions

(i) Soit C C S uneorbite sous G donnée. Alors, card(C N'T") est-il fini? D’ apres
le theoreme ci-dessus, laréponse est oui si C est I’ orbite d’ un point quelconque de
S(Q) sous G. Nous pensons que la réponse est encore oui pour C C S(C), mais
Nous ne savons pas le demontrer.

(i) Deméme, {C | card(C NT') > 2} est-il fini?

DEMONSTRATION. On peut supposer que C intersecte T'(k).
Soit @ un point k-rationnel de C N T'. L’ assertion (iii) du Théoreme 3.2 assure

B(C) = a(D)hr(Q) + O(1).
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Lespointsde C NT'(k) sont donc de hauteurs bornées. Ainsi, hp étant une hauteur
de Weil associée au faisceau ample O;(1), I’ assertion (a) est demontrée.

Intéressons-nous a ce cardinal. Supposons maintenant que @, point deC N T',
est de hauteur minimale, a savoir

VReCNT(k),  hr(Q)< hr(R).

Soit n un entier naturel tel que o™ (Q) appartienneaC N 7'(k). Nous avons

hy(0™Q) = az(lT) ha(a"Q) + O(1)  (Théoreme 3.2(ii))

= @ FO0M) (ha(0"(@Q) = a7 hal@)

= o "hp(Q)+a "O(1)+O(1)  (Théorame3.2(ii)).

Comme hy(Q) < hy(0"Q), des que hy(Q) (ou encore h(C)) est suffisamment
grande, n est nécessairement nul. On fait de méme lorsque n est négatif, ce qui
acheve la demonstration du théoreme. O

Rappelonsici laconjecture de Bogomolov qui stipule que tout point k-rationnel de
S appartient & une courbe k-rationnelle. Ainsi, dans notre situation, conjecturale-
ment, toute orbite C C S(k) rencontre une courbe k-rationnelle.

Déduisons en a présent |e theoreme de comptage suivant.

THEOREME 3.4. Supposons que S contient une courbe k-rationnelle T'. Soit I’
I’orbite deT" sous!’ action de G. Soit C une orbited un point deI'(k) sousl’ action
de G. Posons

a(l) = ai(T)az(T) (Théoreme 3.2)
H(C) = exph(C).
Alors
card{C c ['(k) | H(C) < B} >« B,
DEMONSTRATION. Nous avons
cad{C CI'(k) |HC)< B} = > 1

CcCr(k)
H(C)KB

Soient C une orbite de I'(k) et @ un point de C N T'. D’ apres I’ assertion (iii) du
Théoreme 3.2

h(C) < B <= a(l')hr(Q) + O(1) < B.
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Il existe donc une constante ¢co > 0, dépendant de S et de T', telle que

Hp(Q)') < 5B = H(C) < B,

Hp(Q)*") < ¢oB «— H(C) < B.

Le Théoreme 3.3. implique donc

o1 > 1,

CCr(k) QET(k)
H(C)<B Hp(Q* Mecy s
DD RS D §
CcCr(k) QeT(k)
H(C)<B Hp(@)* T geoB

La démonstration du theoreme est alors une consequence immédiate du theoreme
suivant.

THEOREME 3.5 (Schanuel) [Sc79]. Soient C' une courbe k-rationnelle et D un
diviseur amplede C' dedegré d. Alors

cad{P € C(k) | Hp(P) < B} >« B
Remarque. L e théoreme de Schanuel est plus précis. O
Pour estimer N (I'(k), Hp, B), le Théoréme 3.3 n’ est pas suffisant. || est important
de connaitre larépartition du point (ou des points, lorsquey = a/2 + o~ (1/2) Py

(respectivement P, et ) de hauteur minimale d' une orbite C de I'(k)

~

h(Po) = lr.peigl}(P)

= vh(C) (Théoreme 2.3, Lemme 2.4).

Nous garderons ces notations pour lasuite du paragraphe. Montrons que ces points
appartiennent a une (ou deux dans un cas particulier) courbe k-rationnelle de E-
degré ‘minimal’ (sauf pour un nombre fini d entre eux).

PROPOSITION 3.6. Parmi lescourbesk-rationnelles, Uyc¢T, il existeen général
uneunique courbek-rationnelle Ty (deux dansun casparticulier, Ty et 7}) vérifiant

a1(To) + a2(To) = min{a1(¢T) + a2(¢T) | p € G}
= ya(l),

avec

2<y<a+al
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I existe deux courbes Ty et Ty vérifiant cette assertion si et seulement si
¥ = a? 4 o~
DEMONSTRATION. En effet, vu I’ assertion (i) du Théoreéme 3.2, nous avons
a1(To) + a2(To) = Tég a"a1(T) + a "ax(T).
La proposition ci-dessus est donc une conséquence directe du Lemme 2.4. O

Nous dirons que Tp est la courbe k-rationnelle de I' de degré minimal par rap-
port & E (de méme pour Ty si elle existe).

THEOREME 3.7. Supposons que S contient une courbe k-rationnelle 7'. Soit T’
I’orbitede T sous!’ action de G. Soit C une orbite d’ un point k-rationnel deT" sous
I"action de G. Alors

(i) Soit Ty la courbe k-rationnelle de I de degré minimal par rapport a £ (que
nous supposonsunique). 11 existe une constante ¢ ne dépendant que de S et de
T vérifiant
h(C) > ¢ = Py € Ty,
ou Py est I'unique point de C satisfaisant
h(Po) = ;pelgh(P).
(i) Soient Ty et Ty les deux courbes k-rationnelles de I de degré minimal par
rapport & E (y = o2 + o~(1/? dans la Proposition 3.6). Dans ce cas,
minpcc h(P) est atteint en un ou deux points de C. Le(s) point(s) corre-

spondant a ce minimum appartienne(nt) a 7p ou (et) T} dés que h(C) est
suffisamment grande.

Nous discuterons de I’ éventualité du cas (ii) alafin de la demonstration.
DEMONSTRATION. Soitdonc 7', d’ou a1 (T'), a2(T) etlafonction f deZ dansk
f(n) =a"a1(T) + a "az(T).
Soient maintenant une constante ¢y, C uneorbitedeI' (k) tellequeh(C) > c1, et
Q lepointdeC NT'(k) (le Théoreme 3.3 assure |’ existence de ¢;), d’ ou lafonction

f'deZ dansR

fl(n) = a"hi(Q) + o "ha(Q)
= &"a1(T)hr(Q) + a "a2(T)hr(Q) + O(a™ + a™").
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Pour demontrer le Théoreme 3.7, il suffit de montrer que f et f’ atteignent leur
minimum au(x) meme(s) entier(s). Posons

5= }Log, 2L) [1 Log GZ(T)] ,

a1 (T) 2 a1 (T)
, h h
0-hm D i 0]

a2(T)hr(Q) + O(1)
a1(T)hr(Q) + O(1)

a2(T)hr(Q) + 0(1)]
ar(T)hr(Q) +0(1) ]
AppliquonsdoncleLemme2.4a f et f'. Distinguons 4 cas.

CAasl. 0<f< 3.

Ona
: 1 az(T)hr(Q) + O(1) _ 4 az(T)
po(@soe 2 % 0y (T (Q) + OD) — 2% y(T) D
Puisque% Log, a2(T)/a1(T) n'est pas un entier (3 # 0), nous déduisons
plim  5(C) =, lim 6(C) = 5. &)

Il existe donc une constante c; > ¢; tellequesi A(C) > ¢y, on ait
0<p(C) <5 et
. 1 GZ(T)] {1 hz(Q)}
no := |3 Lo = |5Lo0 .
° [2 Yo (1)) T 2% Q)

Le Lemme 2.4 implique que le minimum de f et f’ est, dans ces conditions,
atteint en I’unique entier ng. Dans ce cas, le Théoreme 3.7, assertion (i), est
demontré

To = o™ (T), Py=0"(Q).
CAs2. 3<fB<L1
Le cas est identique au cas ci-dessus, on a
To=0™*(T),  Po=o""Q).

Cas3. g=0.
L’ égalité (1) esttoujoursvraie, maislasuite 5/(C) admet deux val eursd’ adhérence:
Oet 1. Desque h(C) est suffisamment grande, on a donc
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@ 0<A(C) <3

1 hZ(Q) =n — oo
|:2 Loga hl(Q):| = no, PO - (Q)7 ou

(b) 3 <A(C) <1

ha(Q) o
hl(@]‘ ot

Nous avons bien

[% Log,

To=o™(T),  Py=o"(Q).

Ceci acheve donc la démonstration de I’ assertion (i) du theoreme. L’ assertion (ii)
découle du cas4.

Casd. p=13.
Posons

O-”O(T) = T07 UnO(Q) = P07

a1(To) + a2(To) = a1(Tp) + a2(Tp) = min{a1(¢T) + a2(4T) | $ € G}.

Mais il n'est a priori pas possible de comparer h(Pp) et h(P}) sansinforma-
tions supplémentaires. La seule chose gque I’on sache est que le(s) point(s) ou
minpec h(P) est atteint est (sont) Po ou (et) P} dés que h(C) est suffisamment
grande.

Ceci est suffisant pour achever lademonstration, maisterminonspar |’ éventualité
de cecas.

Lorsque T est une fibre singuliere irréductible, ou une composanteirréductible
d’unefibre réductible, dep;: S — P!, nousavons vérifie, en estimant T - F, que ce
cas (8 = 3) étaitimpossible.

Toutefois, si T' est une courbe k-rationnelle quelconque, en n’étudiant que
T - E,il nNest apriori pas possible d’' exclure ce cas, d’ autant plus qu'il est facile
de construire des diviseurs effectifs D tels que si I’on note

a1(D) = E1- D, az(D) = E» - D,

aors
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az(D) _{ Lo az(D)]

B(D) = %Logaal(D) % aal(D)

Il
I\_JIH
O

Ayant établi la répartition des points de hauteur minimale d’ une orbite C de I'(k),
on peut décrire larépartition des pointsde I'(k).

THEOREME 3.8. Supposons qu’il existe I" courbe k-rationnelle de S. Soit A une
classe de diviseurs amples de Pic(S). Soit ¢ > 0. Notons

L(Ae)= |J o
PeEG
¢T-A<2/e
AlorsT'(A, €) est une union finie de courbes k-rationnelles vérifiant

cad{Q € I'(k) | HA(Q) < B}
= card{Q € T'(A,¢)(k) | HA(Q) < B} + O(B%).

DEMONSTRATION. Remarquons d'abord qu’il suffit de demontrer ce théoreme
pour la classe de diviseurs E (E = Dy + D + 2D3, cf. Paragraphe 1). En effet,
soit A une classe de diviseurs amples. |l existe donc un réel ¢ > 0 tel que, pour
tout point () de S(k), on ait

~

¢ h(Q) < ha(Q) < ch(Q),

ol h est associéea E (cf. Theoréme 2.1).
Ainsi pour toute partie X de S, si'onnote X (k) = X N S(k),ona

N(X(k), H, BY°) < N(X(k), Ha, B) < N(X (k), H, B°). @
Supposons que le Theoreme 3.8 est vérifie par E. Soit ¢’ > 0. Alors
N(U'(k),H,B) = N(I'(E,¢'), H, B) + O(B%),
d ou
N(I'(k),Ha,B) = N(D(E,€'), Ha, B) + O(B°),
(on applique (1) avec: X = S\ ['(E, £")).
Soient ¢ > O et ¢/ = ¢/c. Aing, si le Théoreme 3.8 est véifié par E,

['(E, ") éant une union finie de courbes k-rationnelles, d’ aprés le Théoreme 3.5
de Schanuel, il I'est par A.
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Démontrons le Theoreme 3.8 pour E.
Soit ¢ > 0. D’apres le Théoreme 3.2 et le Lemme 2.4, il existe deux entiers
naturels, r et s, vérifiant

['(E,e) = U @

no—r<i<no+s

avec
o™ (T) = To,

(To la courbe k-rationnelle de E degré minimal, Théoreme 3.7) et ou I’ on pose,
pour  ou s nul (¢ grand)

['(E,e) = 0.
Donc, I'(E, ¢) est bien une union finie de courbes k-rationnelles. Posons
T, = o™ (1), Ty = o™*5(T),
I = I\['(E,¢),
Ch* =CcnIims.
Pour demontrer le Théoreme 3.8, il nous reste donc a démontrer
N(I'"* H,B) < B.

Or le Lemme 2.4 et le Theoreme 3.7 impliquent qu’il existe une constante ¢ > 0
telle que, desque h(C) > ¢

{ h(c™~"Py) ou

min h(P) =< .
h(c™1 5 Py),

Pecrs

(ou Py est I'unique point de C N Tp). On en déduit que, desque h(C) > ¢, ona

H(c™ "P))>B e H(c"™"P)>B= N(C"* H,B) =0,

ou encore
N, H,B) < N(C™*(Q),H,B)
QET (k)
H(Q)<B
+ N(C™(Q),H,B)
QETL (k)
H(Q)<B
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Or, par définitiondeI'(E, ¢), ona

2 2
T.-E>% o T,-E>"=.
) £

Pour demontrer le Théoreme 3.8, il suffit donc de demontrer le lemme suivant
LEMME 3.9. Soit 7" une courbe k-rationnellede S. Alors

N(C(Q), H,B) < B¥I"E),
QET" (k)
HQ)<B

En effet, écrivons
N(C(Q),H,B)

Qe (k)
H(Q)<B

= Y NC@Q),HB+ Y NCQ),H,B),
QET' (k) QET" (k)
H(Q)<BY? BY2<H(Q)<B

et majorons maintenant N (C(Q), H, B).
D’ aprésle Théoreme 2.3 et le Théoreme 3.2, s h(C(Q)) > 0, nous avons

LogB
“ 2h(C(Q))
h(C(Q)) = a(Mh (Q) +0O(1)  (a(l) = y/ax(T")az(T")).

Lorsque A(C(Q)) # 0O, on peut minorer h(C(())) par une constante strictement
positive (Théoréme 2.2). D’ ou une constante ; telle que

N(C(Q),H,B) < 2Log +2,

H(Q) < BY* = N(C(Q), H,B) < 2Log, Log B + 71,

(valablemémesi h(C) = 0d apresle Théoreme 2.2).
Lorsque H(Q) > BY? ona

h(C(Q)) > 3a(I")Log B + O(2).
D’ ou une constante v, telle que

BY?2 < H(Q) = N(C(Q), H,B) < 72.
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Notre majoration cherchée devient donc

> N(C(Q),H,B)
QET' (k)
H(Q)<B

< > (2Log,LogB +m)+ > vo.
QT (k) QET" (k)
H(Q)<BY? BY2<H(Q)<B

D’oule Lemme 3.9 par le Théoreme 3.2 et |e Théoreme 3.5 de Schanuel, achevant
la démonstration. O

Cethéoreme est similaire au Théoreme |11 de [Ca94] étudiant les points rationnels
des sectionsd’ une surface elliptique. De plus, il est compatible avec une conjecture
de Batyrev et Manin.

CONJECTURE [Ba-Ma90]. Soient V' une surface K3, D un diviseur amplede V,
e > 0unrée, V(D,e) le fermé propre de Zariski de V' constitué des courbes
k-rationnellesde degré < 2/e par rapporta D. Alors

cad{P € V(k)| Hp(P) < B}
=card{P € V(D,e)(k) | Hp(P) < B} + O(B®).
Terminons ce paragraphe en remarquant que
cad{¢T |p € G,¢T - E < B}

B
=2Log, ) +¢(C) (K0 <2).

Cette egalité est une consequence du Théoreme 3.2 et du Lemme de [Si91] page
366.

4. Cardinal despointsde hauteur bornéesur certainessurfacesK3

Nous proposons ici d'évaluer card{P € S(k)| Hp(P) < B} lorsque S vérifie
une hypothese géomeétrique supplémentaire, et que D appartient a une famille de
classes de diviseurs amples de Pic(S) ® R.

THEOREME 4.1. Soient 7 et j appartenant a {1, 2, 3}, avec i distinct de ;. Soit
S une surface K3 de notre famille telle que la fibration p;: S — P! en courbes de
genre 1 admette des fibres ayant deux composantes irréductibles k-rationnelles.
Soient z; > O et z; > 0, deux réels, vérifiant z; > x;. Posons

D =ux;D; +z;D; (rappelonsqueD; = p;{oo}, Dj = p}{oo}).
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Alors
card{P € S(k)| Hp(P) < B} >« B@/®i),

Rappelons que la Proposition 1.4 fournit des exemples de telles surfaces.
DEMONSTRATION. Démontrons-le pour i = 1 et j = 2. Par symétrie, on déduit
les autres cas.

Commencons par la minoration. Soit F' une telle fibre admettant deux com-
posantesirréductibles

F=C+C" (CetC', deux courbesk — rationnellesirréductibles).
Nous avons vu lors de la démonstration de la Proposition 1.4

D;-C=D;-C"=0,

Dy -C=D,-C' =1,
d ou

D.-C=D.-C' =z

Du Théoréme 3.5 de Schanuel, nous déduisons

card{P € F(k)| Hp(P) < B} »>< B®/*),
d’ ou notre minoration.

Interessons nous a la majoration maintenant. Soit A € Pic(P! x P1) ® R défini

par:
A = z1{co} x P! + z,P! x {00},
d ou
D = 1A,
Ainsi
N(S(k),Hp,B) >< N(S(k), Hr:,a, B),
ou encore

N(S(k),Hp,B) < N(P* x PX(k), Ha, B).
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Or il estimmédiat, d’ apres le Theoreme de Schanuel ([Sc79]), que
N (P x PY(k), Ha, B) < B@®) (21 > 17).
D’ ou notre majoration. O

Ce théoreme est donc compatible avec la conjecture de Batyrev—Manin: les
ordres de grandeurs de card{ P € S(k) | Hp(P) < B} sont les mémes. Toute-
fois, dans notre situation, nous ne savons pas comment sont répartis les points
k-rationnels d’ un ouvert de Zariski quelconque. Existe-t-il ¢ > 0tel que, pour tout
ouvert de Zariski non vide, le nombre de points k-rationnels de hauteur au plus B
soit minoré par B¢? D’ apres la conjecture de Batyrev—Manin, la réponse a cette
guestion est négative.
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