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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE I, -, p{s}*

PAR
ARMEL MERCIER*

ABSTRACT.  Let {x} denote the fractional part of x. We find an asymp-
totic formula of =, <, p*{3}*, where k is any positive integer and a is any
real number = 1, and so for the sum Z, -, f(n), where f(n) belongs to a
class of additive functions.

1. Introduction. Soit k un entier positif et désignons par {t} = ¢ — [¢] la partie
fractionnaire de ¢. Dans le présent texte, on portera notre attention sur le comportement
asymptotique de I’expression en titre et nous établirons un lien existant entre
3,<.p*{s} et la somme =, <, n“{5}*, ot a est un nombre réel > —1. Remarquons que
cette derniere somme fut I’objet d’étude dans [5], [6] et [7]. A I'aide de ce com-
portement asymptotique nous déduirons des formules asymptotiques pour une grande
classe de fonctions additives f(n) et aussi pour P’(n), ou P(n) est la fonction
arithmétique qui désigne le plus grand facteur premier de n, et r est un nombre
réel = 0.

2. Résultats préliminaires.

LEMME 1. Soit k,j des entiers non-négatifs et soit a un nombre réel tel que
a>k— 1. Alorson a
={t}* log’ t j! o k
dt = . + _lj+|2(_lm( )
1 ta+2 (a -k + 1)j+| ( ) m=1 ( ) m
J (=1t u AV
X 2 > (—1)'( ) Ui+l - k+ 1)),
ico(@at+m—k+ 1)t 5 1

ou [V désigne la dérivée k-iéme de la fonction zéta, et une somme vide est interprétée
comme étant égale a zéro.

DEMONSTRATION. Puisque

J’ {t}"log t =j’°(t— [t ])k
|

+ +
u2 tu2

f tdt,
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alors pour obtenir le résultat il suffit d’évaluer I’intégrale

f”[t]i log’ t
1

dt, 0==i=<k

ta+2
Pouri = 0, on a
»log’ t j!
J gt - ,
| tu-fZ (a+ l)]+l

etpour ] =i =k, ona

u+2 a+?2

=[t])" log’ t _2 f""logt

En utilisant 1’intégration par parties nous obtenons

n+1logl t j ri) log/"(n + 1 log/ " n

f A (g (n+1) log )
ta+2 r=0 (a + l)r+l (n + l)u+l nu+l

et ainsi on peut écrire

N

E J"“log t —lim S (—n’ 2’: ri() (logf"'(n + log""’n)>.

N—2 o rmo(a+ DN (n+ D! net!

Le développement de n' = ((n + 1) — 1)’ nous permet finalement d’obtenir pour
a>i—1,i=1,

> [t) log’ t . Lo(=nrtd) .

| Wt ciy' 3 (—-= % (—1)( )t @+ 1 =i+ ).
1 et r=0 a + DD

Ceci acheve la démonstration de ce résultat.

COROLLAIRE 1. Pour tout entier positif k et pour tout r = 1, nous avons

fhw%'t g R bl k) )
k1 r j:|j!dsr S(S_l)(s_k+1)

s=k

DEMONSTRATION. Puisque

LD 2 R R O 2y))
2.s+m—k,z.( 1)(1>€(s+l ")_E.jzs(s— D GokT))

alors en utilisant le lemme précédent, nous pouvons écrire pour s > k

~ {}‘ o k! Us — k + j)
k)f =1-(s k),E.J's(s—l) ETET

En dérivant r fois cette équation par rapport a s et en faisant tendre s vers k nous
obtenons le résultat.
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COROLLAIRE 2. Pour tout entier non-négatif j, nous avons
t} log/ t
J’{} g ( +2( 1)141,)’

ou

=D . ( X log' n log”'N)
;= lim -—.
K ! gl n i+1

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 1, nous avons pour a > 0,

© J ’ J "I
f {t}—log_.ldtz 1)!H 2 () ( g(/ l)( + 1).
1

1))
( ta+2 a - O(a+ l)l+l

Or pour a dans un voisinage de 0, on a [4]

{a+1)=1/a+ 2 yad
k=0

ol
(=D* ( X logtn log"“N)
p—my l —
YT T W 2, n k+ 1
et ainsi, on obtient
. —1)j! ad .
{(a+ 1) ! ,),J +ily+ 2 k(= 1. (k—j+ Dyt
a k=j+1

En remplagant cette derniére équation dans (1), nous obtenons le résultat.
3. Théoréeme principal.

THEOREME 1. Soit a un nombre réel plus grand que —1 et soit k € N. Alors pour
tout m € N nous avons

Zp{ } —X““E

pP=x =1 Og X

+ 0(x**'/log™*! x),

ou les constantes c; sont définies de la facon suivante:

J’ {t}* log‘ ‘t

11+2

DEMONSTRATION. Pour @ > —1 et pour k > 0 on a

> p{ } f y{x/y} dm(y)

p=x

et en utilisant I’intégrale de Stieltjes on peut écrire

a X ¢ — xy"{i}k X+ a k — I;
@ 2p { p} AT L_y {x/yYd(m(y) = liy).
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Or d’aprés le théoreme des nombres premiers, nous pouvons écrire
w(x) — li(x) = O(x/log"* " x),
pour chaque entier positif m, d’oll I’on obtient

f; Yy y Y dm(y) = liGy) < f Y d(m(y) = li(y) < x"/log™* ' x

Maintenant 1’équation (2) devient

X k xy“{f,}k +1 m+ 1
3) > pist = dy + 0(x**'/log"* " x).
p=x p 2 logy
Puisque
W2 {g}* rlog™t  log"t't
f {}( g1, 8 +...>dt=0(l/log'"x)
1 a+2 lOg logm+1x

alors on a d’une part

xya{f}kd _ xat! J‘x/z{t}" s et J'X/Z{t}k

2 logy ) log x /1 p4*2 log® x t

xot! J”‘/z{f}k

ta+2

+eeet log” ™" tdt + O(x**'/log" "' x),

log™ x

et d’autre part pour | = i = m et pour x assez grand, on a

J’ {t}* log' bt

x/2

dt = O(x™*"'*¢), pour tout € > 0;

alors pour a > —1, on peut écrire

r yadalk a+| k a+l P k
y{} 4 U {r}

ly = log t dt
2 logy log x /1 ¢2*2 log? x /1 t4*?
a+l {}k
+ - ——log” 'tdt + O(x**"/log"*" x)
log™ x /1 t“*?

et en remplacant cette derniere équation dans (3) nous obtenons le résultat.
Une conséquence immédiate de ce résultat est donnée par le résultat suivant:

COROLLAIRE 3. Pour tout m € N, on a

5 {f -5 2

psxp 1|0gx

+ O(x/log™*" x),

ou

{1} logi~ 't
1
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COROLLAIRE 4. Soit a un nombre réel positif. Alors pour tout entier positif k nous
avons

x| 1 x|
> p“{—} = > n“{—} + 0(x“""/log* x).
p logx =, 'n

p=x
DEMONSTRATION. Puisque

«y{3} x g
dy =
2 logy log x /i 1+2

dt + O(x**'/log? x),
et que (voir [7])

k
4) z nu{i}k = yat! { } dt + O(xu+|/3 log x), a >0,
vt

n=x
alors on obtient le résultat.

COROLLAIRE 5. Soit k, m € N. Alors pour tout nombre réel positif a nous avons

s pp)s st

+ 0(x“*!/log"* ' x).
p=x p 25nsxlo n

DEMONSTRATION. Pour ¢ > 0 et pour tout k € N on a d’apres (4)

k
> ”{i} = Cex'™' + 0" log x),

n=ux

)
Coo = | =54y

Ly
Mais poura > € > 0on a
f 2 n'{x/n}* dt = f Co . x'thdt + j O(x'"'7 log x)dt
et finalement on obtient
et A . () log™ "t
S logn  logx i pet2 log x 2
+ 0(xa+ l/logm+ lx),

et ceci achéve la démonstration de ce résultat.

REMARQUE. Puisque

k afx\k
Ep"{f,} - s MLy (O = m) = O = 1) = (1= D) -

p=x 2=n=x log n 2=n=x

na{;}k

ou 8(n) = Z,-, log p, alors en utilisant le corollaire précédent, il est facile déduire le
comportement asymptotique de la somme contenant la fonction 6. Finalement, en
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utilisant le lemme 1, on peut énoncer le résultat suivant:

COROLLAIRE 6. Soit a > 0 un nombre réel fixe mais arbitraire et soit m un entier
positif. Alors on a

e = O N e OB 1
— a J) + l
,,grp { } * 2 ( a' ,.;0 (a+ D7/ ¢a )>log’x
+ O(x"”/log"'”x).

4. Quelques conséquences. Le prochain résultat découle du théoréme des nombres
premiers.

LEMME 2. Soit a > —1 un nombre réel et soit m = | un entier. Alors on a

“ i— D!
2 p“ = x‘”“ E # + O(xa+l/logm+l x).
p=x i=1(a+ 1) log'x
Le prochain théoreme est une généralisation d’un résultat qui a été obtenu par Erdos,
Alladi [1] et aussi par J. M. De Koninck, A. Ivic [2] dans le cas ou a = 1. Notre
démonstration et tout a fait différente de celle des auteurs précédents.

THEOREME 2. Soit a > 0 un nombre réel fixe et soit m un entier positif arbitraire.
Soit P(n) la fonction arithmétique qui désigne le plus grand facteur premier de n, alors

e N D!
S primy = vt 3 (3 EXCTI DI ) 1)

n<x i=1j=0 ((l )1 J Og X
+ O(xa+l/logm+l X).

DEMONSTRATION. En utilisant le méme procédé que dans [3], on peut montrer que
pour tout nombre réel positif a, on a P‘(n) = —2,, n(d)p“(d) ou la fonction p(n)
désigne le plus petit facteur premier de n et w(n) désigne la fonction de Mobius. Ainsi,
nous pouvons écrire

2 Pin) = 2 [x/plp — 2 [x/nlp(n)p“(n).

2=n=x p=x n<=x
n¥p
Mais
2 [x/n)p(n)p(n) < 2 [x/n]n* < x*?*1,
n<sx n=<x
n#¥p n#¥p

et par conséquent on a

S pmy = 3 p 2] + o0y, a>o,
n=x p=x p
=x 2 pa—l _ 2 pu{f} + O(Xu/2+]).
psx p=x p

Le théoréme découle maintenant du corollaire 6 et du lemme 2.
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Nous terminons cette section par une généralisation d’un théoreme de Segal [9]
THEOREME 3. Soit m un entier positif arbitraire et soit a un nombre réel plus grand

que 1. Soit f une fonction additive telle que f(p) est une constante pour chaque p et telle
que, pour chaque k = 2, f(p*) = O(2Y*) uniformément en p. Alors on a
S d m+1 x).

f(p)x log log x + Ax — xf(p) 2 —— + O(x/log
1 log' x

i=

> f(n) =

n=x

ky _ k-1
+ 2 Ef(l’) p{(!’ ),

k=2 p

ou
A =5y + 2 dogt — 1/p) + 1/p)
P

i-1
di= =1+ 2 -1y,
j=0
—1)/ Nlj log/* ' N
( )lim(Z ET_CE ),
n Jjt1

YT
]' N—® Yo

et y = vy, désigne la constante d’Euler

DEMONSTRATION. Puisque
2 = 2 goh - ot |5

n=x p =x
k=1
alors nous pouvons écrire
S s = 3 2] + ZUW%ﬂﬂ%L}
= _ k=1
=xzf(p) S f ){} zf(p) f )
p=x p=x [;(:2)( p
- 2 goh o (s}

pk=x

k=2
Il faut maintenant trouver I’ordre de grandeur des deux sommes a 1’extréme droite de

la derniére équation. Puisque
1 2
2 —=—— pourk =2,
p=y P! y
alors
k/a
2 22 <l 2k/a|/k+22k/u2_
k=2 g pt X fogx o p=2 P
2=k=15 >og2
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Or d’une part

k/a \
Sy ley Elay !

logx p=2 p logx 2 log X
k> log?2 k> lng7

et d’autre part

2 oklay1/k — z oklayl/k 4 Z Qklay1/k
2<k<—£

a a
i 2sk=T—

< o onx
a—1 a1 =Tog2

log x logx | a-—1
<x'? 4+ g QoeZa x @ €

log 2
pour un certain € > 0. Puisque

log x togx 1 a-1
£ o x € <
log 2

X

lOgm +1 X
alors

2 2k/axl/k < X

b
m+1
p=k= logx IOg X

log2

et par conséquent on obtient

_ k-1
Ef(p) f(P )<2 E 2k/a/p 1
pi>x p

+
k=2 pF>x gm lx
k=2

et alors on déduit que

fH - '
prk=2 pk
converge. De plus nous avons aussi

2 X 2= 3 X2+ X X2
2<k<i <k= Iog‘p<rl/k
ul “log2

p<x’/‘ 2$ksﬁ psxl/‘

- log x _oex
<a(x'") + w(xT “) g 5 PR —
log

log™" " x
ce qui nous donne

s (f(p)—f(p"')){p J< Sl = 3 2

logx p=x
k=2 2=k=1og2

Finalement on obtient

— k—1
2 f(n) = xf(p) 2 1_1 —f(p) 2 {p} +x X f(p—)"#’—) + O(x/log"* ! x).
n=<x p=x p=x

k>2
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En utilisant le corollaire 2, le corollaire 3 et le comportement asymptotique de (voir [8])

| | 1
Z ; =loglogx + vy + 2 (log(l - ;) 1_7) + 0(1——’7) pour tout m > 0,
p=x 0g

nous obtenons le résultat.

COROLLAIRE 7. Soit w(n) la fonction arithmétique qui désigne le nombre de nombres
premiers distincts qui divisent n. Alors nous avons

> win) = x log log x + (y + 2(log(l - 1/p) + l/p)) - x 2

n=x i=1 log X
+ O(x/log"* " x).

L’ auteur désire remercier le rapporteur (referee) pour lui avoir signalé une erreur dans
la démonstration du théoréme 3.
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