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Linéarisation symplectique en dimension 2
Carlos Currás-Bosch

Abstract. In this paper the germ of neighborhood of a compact leaf in a Lagrangian foliation is sym-
plectically classified when the compact leaf is T2, the affine structure induced by the Lagrangian folia-
tion on the leaf is complete, and the holonomy of T2 in the foliation linearizes. The germ of neighbor-
hood is classified by a function, depending on one transverse coordinate, this function is related to the
affine structure of the nearly compact leaves.

Introduction

Dans cet article on se propose de continuer l’étude du germe de feuilletage Lagran-
gien au voisinage d’une feuille compacte d’un feuilletage Lagrangien, entreprise dans
[1], [2], [3], [4]. De façon générale, soient (M2n,Ω,L) une variété symplectique
munie d’un feuilletage Lagrangien L, et L0 une feuille compacte de L, on sait [11]
que L0 est munie d’une connexion affine plate ∇0, et c’est le couple (L0,∇0) qui sera
pour nous à proprement parler la feuille du feuilletage Lagrangien. On identifiera,
toujours suivant [11], un voisinage ouvert U de L0 dans (M,Ω) à un voisinage ouvert
U0 de la section nulle dans (T∗L0,Ω0). Dans (T∗L0,Ω0), la connexion ∇0 définit
un nouveau feuilletage Lagrangien L0: si (q1, . . . , qn) est un système de coordonnées
locales affines sur L0, dans les coordonnées correspondantes (qi , pi) de T∗L0, L0 sera
défini par {dpi = 0}. Dans U0 = U , on aura deux feuilletages Lagrangiens, L et L0,
admettant tous deux (L0,∇0) comme feuille. On dit que L0 est le linéarisé symplec-
tique de L au voisinage de L0, et on dit que L est symplectiquement linéarisable au
voisinage de L0 s’il est symplectiquement équivalent à son linéarisé. Une condition
nécessaire est bien entendu que les deux feuilletages aient la même dynamique, c.a.d.
la même holonomie.

L’holonomie linéaire de L0, dans L comme dans L0, correspond via la dualité
symplectique à l’holonomie de la connexion∇0 [5]; comme d’autre part l’holonomie
de L0 dans L0 est linéaire on s’interessera, en particulier, au cas où l’holonomie de L0

dans L est linéarisable.
Rappelons ce qu’on connait autour de ça:
Si ∇0 est sans holonomie, (L0,∇0) est un tore plat. L’hypothèse de linéarisation

de l’holonomie signifie que L est simple; on se trouve alors dans les conditions
du Théorème d’Arnold-Liouville, et le feuilletage Lagrangien est symplectiquement
linéarisable.

Si n = 1, l’hypothèse de linéarisation de l’holonomie suffit pour conclure que le
feuilletage Lagrangien est symplectiquement linéarisable, vid. [8] ou [4].
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130 Carlos Currás-Bosch

En dimension 4 (n = 2), on a vu [3], [4] que dans le cas (L0,∇0) = (T2,∇NY ),
∇NY étant la structure affine plate complète à holonomie entière décrite par N. Kui-
per [6] et T. Nagano-K. Yagi [9], les germes de feuilletage Lagrangien au voisinage
de (T2,∇NY ) à holonomie linéarisable sont classifiés, à symplectomorphisme près,
par les germes à l’origine de fonctions d’une coordonnée transverse, chacun de ces
germes de fonction ayant une signification géométrique trés claire comme invariant
de la structure affine des feuilles compactes voisines.

Dans ce papier on va donner une méthode qui permettra de résoudre le problème
de linéarisation symplectique pour toutes les feuilles Lagrangiennes compactes
(T2,∇), à holonomie linéarisable, ∇ étant une connexion affine plate complète. La
méthode va consister à utiliser une 1-forme différentielle primitive de la 2-forme
symplectique, dans un voisinage ouvert de la section zéro de T∗T2, on va l’exprimer
en termes de 1-formes différentielles adaptées au problème et on va arriver à l’ex-
pression la plus simple possible dans laquelle leurs coefficients vont classifier, à sym-
plectomorphisme préservant le feuilletage près, le voisinage de la feuille donnée.

Dans §2 on considère le cas où ∇ est une connexion affine plate complète à ho-
lonomie entière et on donne une démonstration, en utilisant cette technique de la
primitive, plus simple que celle obtenue dans [4], du théorème de détermination du
germe de feuilletage Lagrangien. De manière similaire on trouve dans Section 3 un
théorème de détermination pour le cas où ∇ est la connexion affine plate complète à
holonomie irrationelle.

L’étude des germes de feuilletages Lagrangiens a été entreprise avec P. Molino de-
puis quelque temps; je veux le remercier de son aide pendant la réalisation de ce
travail.

1 Préliminaires

Dorénavant la feuille compacte est L0 = T2; soit ∇0 une connexion affine plate de T2.
Il faut rappeller des résultats bien connus sur les structures affines plates complètes
et non-triviales sur T2:

Les deux structures affines plates complètes et non triviales sur T2 sont, suivant
N. Kuiper [6]:

La structure entière On peut la décrire au moyen de son parallélisme intégrable
local donné par un couple de champs de vecteurs, qui est dans ce cas{

∂

∂θ1
,
∂

∂θ2
− aθ2 ∂

∂θ1

}
,

le second étant multi-valué. La constante a est le seul invariant pour cette structure
affine.

La structure irrationelle Cette structure est donnée, comme dans le cas antérieur
par le couple de champs de vecteurs parallèles{

∂

∂θ2
− b

∂

∂θ1
,
∂

∂θ1
− a(θ1 + bθ2)

(
∂

∂θ2
− b

∂

∂θ1

)}
,
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Linéarisation symplectique 131

où a �= 0, b ∈ R \ Q , et a et b sont les seuls invariants pour ce type de structure.
Pour simplifier on va se référer à la structure entière comme ∇NY et à l’irrationelle

comme ∇irr .
On va donner le feuilletage Lagrangien linéaire associée à ces structures affines:
Dans (T∗T2,Ω0), le feuilletage Lagrangien linéarisé associé à ∇NY est donné, en

utilisant les coordonnées standard du cotangent {u, v, θ1, θ2}, par:

d

(〈
udθ1 + vdθ2,

∂

∂θ1

〉)
= d

(〈
udθ1 + vdθ2,

∂

∂θ2
− aθ2 ∂

∂θ1

〉)
= 0,

L0, qui va être noté dans ce cas LNY , est:

du = dv − uadθ2 = 0.

Une expression globale de la distribution correspondant à LNY , est:(
∂

∂θ1
,
∂

∂θ2
+ ua

∂

∂v

)
.

Observons finalement qu’on peut écrire Ω0 comme:

Ω0 = dθ1 ∧ du + dθ2 ∧ dv = dθ1 ∧ du + dθ2 ∧ (dv − uadθ2).

Dans le cas ∇irr on voit que L0 = Lirr est

d(v − bu) = du − a(v − bu)(dθ1 + bdθ2) = 0,

et Ω0 s’écrit:

Ω0 = dθ1 ∧ du + dθ2 ∧ dv = (dθ1 + bdθ2) ∧ du + dθ2 ∧ (dv − bdu).

Comme dans le cas antérieure une expression globale de la distribution correspon-
dant au feuilletage est: (

∂

∂θ1
+ av

∂

∂u
,
∂

∂θ2
− b

∂

∂θ1

)
.

Pour étudier le problème de linéarisation symplectique en ces deux cas, on peut se
placer dans (T∗T2,L0) et essayer de décrire toutes les formes symplectiques Ω dans
un voisinage ouvert de la section zero T2

(0,0), telles que L0 soit Lagrangien. On sait,
Lemme de Poincaré (vid. [10] ou [7]), qu’il existe une 1-forme différentielle φ,
définie dans un certain voisinage ouvert de T2

(0,0), telle que Ω = dφ, φ s’annulant

sur T2
(0,0).

Premièrement on va se placer dans le cas (T∗T2,LNY ), il est convenable d’utiliser
la base de 1-formes, adaptées au feuilletage:

(dθ1, dθ2, du, dv − uadθ2)
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et son repère dual (
∂

∂θ1
, η =

∂

∂θ2
+ ua

∂

∂v
,
∂

∂u
,
∂

∂v

)
et Ω s’écrit:

Ω = dφ = d
(

Adθ1 + Bdθ2 + Cdu + D(dv − audθ2)
)
,

où A, B, C , D sont des fonctions définies dans un voisinage de T2
(0,0), s’annulant quand

u = v = 0. Du fait que LNY est Lagrangien on a η(A) = ∂B
∂θ1 et comme les fonctions

coefficients A, B, C et D s’annulent sur la feuille zero, on voit facilement que la 2-
forme différentielle

Ω̄ = d(Adθ1 + Bdθ2)

est symplectique dans un certain voisinage ouvert de T2
(0,0). Une application de la

« méthode du chemin » va nous donner:

Lemme 1.1 Il existe un symplectomorphisme, préservant le feuilletage LNY , d’un voisi-
nage ouvert U de T2

(0,0) dans (T∗T2,Ω) dans un autre voisinage ouvert V de T2
(0,0) dans

(T∗T2, Ω̄).

Preuve On considère Ω − Ω̄ = d
(

Cdu + D(dv − audθ2)
)

. On voit facilement que
Ωt = Ω̄ + t(Ω − Ω̄) est symplectique, ∀t ∈ [0, 1], dans un voisinage de T2

(0,0). Pour
tout t ∈ [0, 1] le champ de vecteurs ξt tel que

iξt Ωt = −(
Cdu + D(dv − audθ2)

)
est tangent à LNY . En outre, comme Cdu + Dd(v − audθ2) est nul sur T2

(0,0), ξt est
intégrable et on obtient une famille de difféomorphismesψt , préservant LNY , définis
dans un voisinage de T2

(0,0), et ψ∗
1 Ω = Ω̄.

On peut donc prendre comme expression de la forme symplectique dans un voi-
sinage de T2

(0,0)

Ω = d(Adθ1 + Bdθ2).

Deuxièmement, dans le cas (T∗T2,Lirr ), on va utiliser comme repère des 1-formes
différentielles

{dθ1 + bdθ2, dθ2, dU − aV (dθ1 + bdθ2), dV},
et son repère dual

{
ν =

∂

∂θ1
+ aV

∂

∂U
, ξ =

∂

∂θ2
− b

∂

∂θ1
,
∂

∂U
,
∂

∂V

}
,

où on a fait U = u et V = v − bu. On écrit

Ω = d
(

A(dθ1 + bdθ2) + Bdθ2 + C
(

dU − aV (dθ1 + bdθ2)
)

+ DdV
)
,
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Linéarisation symplectique 133

où A, B, C et D sont des fonctions s’annulant sur T2
(0,0). Comme Lirr est Lagrangien

on a ξ(A) = ν(B) et comme pour le cas entier on a la 2-forme

Ω̄ = d
(

A(dθ1 + bdθ2) + Bdθ2
)

qui est symplectique dans un voisinage ouvert de T2
(0,0) et on peut prouver de manière

similaire au cas antérieur:

Lemme 1.2 Il existe un symplectomorphisme, préservant le feuilletage Lirr , d’un voisi-
nage ouvert U de T2

(0,0) dans (T∗T2,Ω) dans un autre voisinage ouvert V de T2
(0,0) dans

(T∗T2, Ω̄).

Dans ce cas on peut donc prendre comme expression de la forme symplectique,
dans un voisinage de T2

(0,0):

Ω = d
(

A(dθ1 + bdθ2) + Bdθ2
)
.

2 Linéarisation symplectique, cas entier

On peut se restreindre (Lemme 1.1) à un voisinage ouvert de T2
(0,0) dans (T∗T2,LNY )

et écrire Ω:
Ω = d(Adθ1 + Bdθ2).

En outre, comme LNY est Lagrangien, η(A) = ∂B
∂θ1 .

On va procéder à la simplification des expressions des fonctions coefficients A et
B:

A = A0(θ2, u, v) +
∂Ā

∂θ1

en introduisant cette expression dans Ω on a

Ω = d

(
A0dθ1 + d(Ā) +

(
B − η(Ā)

)
dθ2 − ∂Ā

∂u
du − ∂Ā

∂v
(dv − audθ2)

)

et en appliquant Lemme 1.1 on arrive à

Ω = d
(

A0(θ2, u, v)dθ1 + B0dθ2
)
,

A0 et B0 s’annulant aussi sur la feuille zéro.
La condition η

(
A0(θ2, u, v)

)
= ∂B0

∂θ1 nous amène à ∂B0
∂θ1 = 0, c’est à dire B0 =

B0(θ2, u, v) et η(A0) = 0, i.e., A0 est une fonction basique pour le feuilletage LNY .
On peut donc écrire A0 = u · û.

On considère le difféomorphisme préservant LNY , donné par

(θ1, θ2, u, v) −→ (θ1, θ2, u · û, v · û)

et Ω devient
Ω = d

(
udθ1 + B̃(θ2, u, v)dθ2

)
.
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À ce moment on peut observer que le champ de vecteurs hamiltonien Hu n’est
autre que ∂

∂θ1 ; on a une action Hamiltonienne de S1 tangente au feuilletage:

Proposition 2.1 [4] Si (M4,Ω,L) est une variété symplectique, à dimension 4, mu-
nie d’un feuilletage Lagrangien L, ayant une feuille compacte à holonomie linéarisable
(T2,∇NY ). L’action par translations de S1 sur cette feuille se prolonge de façon unique,
dans un voisinage de la feuille, en une action Hamiltonienne libre de S1, tangente au
feuilletage.

On va simplifier maintenant l’expression de B̃: on écrit

B̃(θ2, u, v) = γ(v) + au
∂Γ(u, v)

∂v
+
∂B̂

∂θ2
,

et alors on peut re-écrire B̃ comme

B̃ = γ(v) + η(Γ) +
∂B̂

∂θ2
.

En introduisant ça dans l’expression de Ω, et en appliquant une autre fois
Lemme 1.1, on arrive à

Ω = d

(
udθ1 + γ(v)dθ2 +

∂B̂

∂θ2
dθ2

)
.

On a donc obtenu:

Ω = d
(

udθ1 + γ(v)dθ2 + B(θ2, u, v)dθ2
)
,

où B = ∂B̂
∂θ2 .

La partie finale de la simplification de l’expression de Ω consiste à prouver:

Lemme 2.1 Il existe une fonction C∞, h(θ2, u, v), telle que η(h) = B.

Preuve On va faire la démonstration en deux étapes:

a) On cherche une fonction l(θ2, u, v) telle que B− η(l) aura un jet infini nul le long
de u = 0.

b) Pour toute fonction g(θ2, u, v) ayant un jet infini nul le long de u = 0 on cherche
une fonction f (θ2, u, v), telle que η( f ) = g, ce qui va achever la preuve du
Lemme.

a) On considère le développement de Taylor en u de B(θ2, u, v):

B(θ2, u, v) = b0(θ2, v) + ub1(θ2, v) + u2b2(θ2, v) + · · · ,

le développement de l est « a priori »

l = l0(θ2, v) + ul1(θ2, v) + u2l2(θ2, v) + · · · .
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On veut que η(l) et B aient la même série de Taylor en u et on obtient par récur-
rence la série de Taylor de l le long de u = 0.

On va voir maintenant l’existence d’une fonction l ayant la série de Taylor obtenue.
On se ramène au révêtement universel

(
R × R2, (t2, u, v)

)
de

(
S1 × R2, (θ2, u, v)

)
,

et on y relève l’antérieur développement. On considère trois sous-ensembles fermés
dans R × R2:

C1 = {(0, u, v)}, C2 = {(t2, 0, v)}, C3 = {(1, u, v)}.

A partir du jet de l le long de {(0, 0, v)} on peut construire une fonction f1, définie
dans un voisinage de C1, telle que les jets de l et de f1 coı̈ncident sur {(0, 0, v)}. On
prend f3(t2, u, v) = f1(t2 − 1, u, v) et on a une fonction dans un voisinage de C3

telle que son jet en {(1, 0, v)} coı̈ncide avec celui de l. On peut alors obtenir, par le
Théorème de prolongement de Whitney, une fonction F définie dans R×R2, telle que
son jet sur C1 est celui de f1, sur C2 est celui de l et sur C3 est celui de f3. On définit
finalement la fonction périodique en t2, l(t2, u, v) = F(t2 − [t2], u, v), qui vérifie a).

b) On peut appliquer la démonstration dans [4, p. 207], pour obtenir la fonc-
tion f .

On a donc
Ω = d

(
udθ1 +

(
γ(v) + η(h)

)
dθ2

)
,

en utilisant Lemme 1.1, on arrive à

Ω = d
(

udθ1 + γ(v)dθ2
)
.

Il reste, pour la résolution du problème de linéarisation symplectique dans le cas
entier à prouver le

Théorème 2.1 Les germes de feuilletage Lagrangien au voisinage d’une feuille compacte
(T2,∇NY ), à holonomie linéarisable, sont classifiés à symplectomorphisme près, par les
germes à l’origine de fonctions γ(v) d’une variable, avec γ(0) = 0.

Preuve On a déjà vu qu’un voisinage ouvert d’une telle feuille est équivalent à un
voisinage ouvert de T2

(0,0) dans (T∗T2,Ω,LNY ), avec Ω = d
(

udθ1 + γ(v)dθ2
)

, ce qui
reste à voir est que le germe à l’origine de γ(v) détermine ce voisinage feuilleté. Tout
difféomorphisme préservant LNY et la fonction u associée à l’action Hamiltonienne
de S1 est de la forme:

(θ1, θ2, u, v) −→ (Θ1,Θ2, u,V ).

Où Θ1, Θ2, V sont des fonctions de (θ1, θ2, u, v).
On peut écrire V sous la forme:

V = φ(v) + uF(θ1, θ2, u, v).
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La condition de préserver LNY s’écrit

φ ′(v) + u
∂F

∂v
− au

∂Θ2

∂v
=

(
−1

a

)
∂F

∂θ2
+
∂Θ2

∂θ2
.

Sur u = 0, ça donne
∂Θ2

∂θ2
= φ ′(v) +

1

a

∂F

∂θ2
,

en consequence, dans (u = 0) on a:

Θ2 = φ ′(v)θ2 +
1

a
F(θ1, θ2, 0, v) + ρ(θ1, 0, 0, v).

Alors φ ′(v) ≡ 1, c’est à dire V = v + uF(θ1, θ2, u, v), et on observe finalement que
les feuilles de LNY correspondantes à u = 0, v = v0, sont des tores à structure affine
plate entière d’invariant a · γ ′(v) (où γ ′(0) = 1); conclusion γ(v) détermine le germe
de feuilletage Lagrangien.

3 Linéarisation symplectique, cas irrationel

On rappelle que dans (T∗T2,Lirr ) on utilise comme repère des 1-formes différen-
tielles (

dθ1 + bdθ2, dθ2, dU − aV (dθ1 + bdθ2), dV
)
,

où U = u et V = v − bu. Son repère dual s’écrit:(
ν =

∂

∂θ1
+ aV

∂

∂U
, ξ =

∂

∂θ2
− b

∂

∂θ1
,
∂

∂U
,
∂

∂V

)
.

Lirr est donné par
dU − aV (dθ1 + bdθ2) = dV = 0.

L’expression de la forme symplectique canonique est:

Ω0 = (dθ1 + bdθ2) ∧ dU + dθ2 ∧ dV,

et en vertu du Lemme 1.2 on peut se restreindre à un voisinage ouvert de T2
(0,0) dans

(T∗T2,Lirr ) et écrire Ω en la forme:

Ω = d
(

A(dθ1 + bdθ2) + Bdθ2
)
.

Dorénavant et pour simplifier les notations on va remplacer U par u et V par v.

Remarque 3.1 Si v = 0 les feuilles de Lirr sont des tores v = 0, u = u0; pour
v = v0 �= 0 les feuilles sont des plans tels que l’adhérence de chaque feuille est la sous-
variété de dimension 3, v = v0, toute entière. En particulier, tout difféomorphisme
préservant Lirr pourra s’écrire, dans un voisinage de T2

(0,0) en la forme:

(θ1, θ2, u, v) −→ (Θ1,Θ2, ū, v̄),
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où Θ1, Θ2, ū sont des fonctions de (θ1, θ2, u, v) et v̄ = v̄(v).

On va procéder comme dans Section 2 à la simplification des fonctions coefficients
A et B. La condition d’être Lirr Lagrangien nous dit:

ξ(A) = ν(B).

On peut poser:

A = A0(u, v) + Â(θ1, θ2, u, v), B = B0(u, v) + B̂(θ1, θ2, u, v);

où A0 et B0 sont les parties « constantes » des développements de Fourier de A et B
respectivement. La condition ξ(A) = η(B), donne B0 = v̂(v), avec v̂(0) = 0, et on
peut écrire v̂ = v · v̄.

En utilisant le difféomorphisme, préservant Lirr , défini dans un voisinage de T2
(0,0)

par
(θ1, θ2, u, v) −→ (θ1, θ2, u · v̄, v · v̄),

on arrive à
Ω = d

((
A0(u, v) + Ã

)
(dθ1 + bdθ2) + (v + B̃)dθ2

)
,

mais A0(u, v) = h0(u) + av ∂Γ(u,v)
∂u = h0(u) + η(Γ) et du Lemme 1.2 on déduit:

Ω = d
((

h0(u) + Ã
)

(dθ1 + bdθ2) + (v + B̃)dθ2
)
,

avec ξ(Ã) = η(B̃).

Lemme 3.1 Si b ∈ R\Q , n’est pas un nombre de Liouville, on peut trouver une fonction
f (θ1, θ2, u, v), définie dans un voisinage de T2

(0,0) telle que ξ(h) = B̃.

Preuve On considère le développement de Fourier de B̃

B̃(θ1, θ2, u, v) =
∑

n,m�=0

bnm(u, v)einθ1

eimθ2

.

Le développement de Fourier de h doit être:

∑
n,m�=0

(
1

i(m − bn)

)
bnm(u, v)einθ1

eimθ2

,

et si b n’est pas de Liouville on peut prouver la convergence de ce développement, ce
qui donne h, et on démontre que h est C∞.

En utilisant Lemme 1.2, on a

Ω = d
((

A0(u, v) + Ã − η(h)
)

(dθ1 + bdθ2) + vdθ2
)
.
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On fait Â = Ã− η(h), et la condition ξ(Â) = 0, donne Â = Â(u, v), on peut donc
écrire:

Ω = d
(

A(u, v)(dθ1 + bdθ2) + vdθ2
)
,

A(u, v) = h(u) + av ∂Γ(u,v)
∂u , et en utilisant une autre fois Lemme 1.2 on a:

Ω = d
(

h(u)(dθ1 + bdθ2) + vdθ2
)
.

On a donc prouvé:

Proposition 3.1 Si b n’est pas un nombre de Liouville, il-y-a un symplectomorphisme,
préservant Lirr , d’un voisinage ouvert de T2

(0,0) dans (T∗T2,Ω) sur un voisinage ouvert

de T2
(0,0) dans (T∗T2, Ω̄), où Ω̄ = d

(
h(u)(dθ1 + bdθ2) + vdθ2

)
.

Ce qui reste pour la résolution du problème de linéarisation symplectique dans le
cas irrationel, où b n’est pas un nombre de Liouville, est:

Théorème 3.1 Les germes de feuilletage Lagrangien au voisinage d’une feuille compacte(
T2,∇irr (a, b)

)
, où b n’est pas un nombre de Liouville, à holonomie linéarisable, sont

classifiés à symplectomorphisme près, par les germes à l’origine des fonction h(u) d’une
variable, avec h(0) = 0.

Preuve On sait que deux germes de feuilletage Lagrangien au voisinage de (T2,∇irr )
sont équivalents à deux germes de feuilletage Lagrangien au voisinage de la feuille
zero dans (T∗T2,Ωi,Lirr ), pour i = 1, 2, avec

Ωi = d
(

hi(u)(dθ1 + bdθ2) + vdθ2
)
,

où hi(0) = 0.
Supposons qu’il est possible de trouver un symplectomorphisme entre deux voi-

sinages de la feuille zero, préservant Lirr . On pourra l’exprimer comme:

φ : (θ1, θ2, u, v) −→ (Θ1,Θ2, ū, v̄).

Ce symplectomorphisme doit préserver la distibution donnée par le champ de vec-
teurs charactéristique sur dv = 0, qui est { ∂

∂θ2 − b ∂
∂θ1 }, et en consequence, il doit

préserver l’adhérence de son flot qui est du = dv = 0. Par Remarque 3.1 on a
v̄ = v̄(v). On aura donc, en ce qui concerne ū et v̄: ū = ū(u, v) et v̄ = v̄(v).

Comme φ∗(Ω2) = Ω1, en regardant le terme en dθ2 ∧ dv on déduit que v̄ ′(v) ≡ 1,
i.e., v̄ = v.

En écrivant que φ préserve Lirr , qui peut s’écrire en imposant que dū −
av(dΘ1 + bdΘ2) appartient à(

du − av(dθ1 + bdθ2), dv
)
,

on voit que ū = u + vρ(u, v), et il suffit, par exemple, de regarder le coefficient du
terme (dθ1 + bdθ2) ∧ (

du − av(dθ1 + bdθ2)
)

, dans φ∗(Ω2) et Ω1, pour v = 0, pour
trouver que h1(u) ≡ h2(u).
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Finalement on peut donner une interprétation géométrique du germe de la fonc-
tion h(u): il faut rappeler que les feuilles de Lirr , correspondantes à v = 0, u = u0

sont des tores et c’est facile de voir que la structure affine plate pour chacune de ces
feuilles est une structure affine plate irrationelle d’invariants b et

(
a · h ′(u0)

)
, ce qui

confirme le caractère invariant de h(u) pour cette construction.
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[8] P. Molino, Exposés au Séminaire Sud-Rhodanien. Avignon, 1990, et Marseille, 1990.
[9] T. Nagano et K. Yagi, The affine structures on the real two torus. Osaka J. Math. 11(1974), 181–210.
[10] A. Weinstein, Lectures on symplectic manifolds. Regional Conference Series in Mathematics 29,

Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1977.
[11] , Symplectic manifolds and their Lagrangian submanifolds. Adv. Math. 6(1971), 329–346.

Departament d’Algebra i Geometria, DGICYT PB96-1178
Universitat de Barcelona
Gran Via 585
08007 Barcelona
Spain
email: curras@mat.ub.es

https://doi.org/10.4153/CMB-2001-017-2 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CMB-2001-017-2

