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UBER GEWISSE RIEMANNSCHE MANNIGFALTIGKEITEN
MIT POSITIVER KRUMMUNG

Professor Minoru Kurita zum 60. Geburtstag gewidet
YOTARO TSUKAMOTO*

Es ist wichtig und interessant, die Beziehungen zwischen Kriimmung,
Volumen, Geodatischen und topologischen Strukturen von Riemannschen
Mannigfaltigkeiten mit positiver Kriimmung zu untersuchen.

Die folgende Sitze sind wohlbekannt.

SATZ A (Heim [4]). FEs set M eine vollstindige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit der Dimension n = 2 mit Riemannscher Kriimmung K =1
und vol M = 1 vol S*, wobei S* eine Sphire mit konstanter Krimmung
1 ist und vol M das Volumen von M ist. Dann sind alle periodischen
Geoditischen nicht kiirzer als =.

SATZ B (Nagayoshi und Tsukamoto [5]). Es sei M eine vollstindige
Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n = 2 mit Riemannscher
Kriommung K =1 und volM = 1volS®. Dann ist M eine Homo-
topiesphiire oder isometrisch zum reellen projektiven Roum wmit kon-
stanter Kriimmung 1.

Hier beweisen wir den folgenden Satz.

SATZ. Es sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n = 2 mit Riemannscher Kriimmung K = 1 und vol M = } vol S™.
Ferner gebe es eine periodische Geoddtische minimaler Bogenlinge .
Dann ist M isometrisch zum reellen projektiven Raum mit konstanter
Kriimmung 1.

1. Vorbereitungen

(a) Volumen (vgl. Berger-Gauduchon-Mazet [2]). Es sei M eine
kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, g die Riemannsche Metrik von
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M und v, das Volumenelement von ‘M. Fiir m ¢ M hat man das Volume-
nelement v»,, vom Tangentialraum M, an m in M. Es sei exp, die
Exponentialabbildung von M,, in M und U,, die maximale offene Um-
gebung um 0 von M,, die exp, diffeomorph auf ihr Bild abbildet. Die
Umgebung U,, heisst die injektive Umgebung von m. Fiir jeden Punkt
xeU,, sei 8(x) die Jacobische Determinante von exp,. Dann haben wir

(1) vol M = Uﬂ-vm.

Wir verwenden Jacobifelder, um Volumen zu berechnen. Es sei
U,(m) eine normale Umgebung vom Radius ¢ >0 um m in M. Fir
0 < r <e und Einheitsvektor « auf U.,(m) geben wir den Ausdruck von
O0(ru). Es sei ¢, die Geodidtische von m mit der Anfangsrichtung u. Es
sei {¥y -+, ¥,} eine orthonormale Basis vom orthogonalen Komplement
ut von u. Es sei Y,(8),i =2, ..,n, Jacobifelder lings der Geoditischen
Cuy 50 dass Yy(0) = 0 und Y/(0) = y;/r, wobei Y’ die kovariante Ableitung
von Y; in der Richtung ¢, ist. Dann haben wir

(2) 6(""“) = det (<Y1,('r)y Yj(/r)>)1/2 y 7/’.7 = 2, R (B

wobei ¢, > das innere Produkt von M ist.

(b) Die Vergleichssitze von Rauch und Toponogov (vgl. Gromoll-
Klingenberg-Meyer [3]).

Fiir m ¢ M bezeichne man mit G,, die Menge aller 2-dimensionalen
linearen Teilrdume von M,, und Gy : = Upnex G; ¢:[0,11 - M eine dif-
ferenzierbare Kurve. Fir te[0,l] bezeichne man mit G,, die Menge
aller 2-dimensionalen linearen Teilrdume ¢ C M,,, mit dem Tangenten-
vektor ¢(t)eo und G.: = Ucr,y Ge,. Man kann jeder Ebene o Gy die
Riemannsche Kriimmung K, = K(u,v) zuordnen, indem man linear
unabhingige Vektoren u,v € ¢ wihlt.

VERGLEICHSSATZ VON RAUCH. Es sei S* eine n-dimensionale Sphire
mit konstanter Kriimmung 1, M eine n-dimensionale Riemannsche Man-
mgfaltighert (n =2);c¢:[0,1] - M, é:[0,1] - S* normale Geoddtische, Y, g
Jacobifelder lings ¢,é mit Y(0) = 0,Y(0) = 0 und (Y, é>(0) = Y7, &5(0)
= 0 sowie | Y'(0)|| = ||Y’(0)|l. ¢ habe keine konjugierten Punkte in (0,1).
Ist dann die Kriimmung von M lings ¢ nicht kleiner als 1, d. h. K, > 1
fiir alle o€ G, und alle te[0,1], so gilt |[Y(D)| = 1Y@, telo, .
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Haben wir | Y ()| = ||Y )l # 0 fiir t,€[0,1], so gilt K(Y(®), é() =1
fiir alle te[0,t,].

VERGLEICHSSATZ VON TOPONOGOV. FEs sei M eine wvollstindige
Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n (n = 2), und K, = k >0
fiir alle 0 € Gy. FEs sei pqr ein geoddtisches Dreieck auf M und pgr ein
geoddtisches Dreieck auf S™k) mit d(P,q) = d(p,q),d(D,7) = d(p,r) und
dem Winkel < P = < p. Dann ist d(g,r) < d(G,7), (wobei S™k) eine
n-dimensionale Sphire wmit konstanter Kriimmung k ist und d die
Abstandsfunktion ist).

2. Beweis von Satz

Es sei ¢ eine periodische Geoditische minimaler Bogenlinge z. Es
sei m ein Punkt von ¢. Es sei n ein beliebiger Punkt von M und 7 ein
néchster Punkt auf ¢ von n. Dann haben wir d(n,r) < z/2 (vgl. Berger
[1]), und eine minimale Geoditische von # nach 7 ist orthogonal zu ¢ in
r. Wenn wir den Vergleichssatz von Toponogov verwenden und mit dem
gleichen Argument wie im Beweis des Satzes von Berger ([5]) diskutieren,
haben wir d(m,n) < =/2. Es sei U, die injektive Umgebung von m.
Dann liegt U, im offenen Ball um 0 in M mit Radius /2. Nach (1),
(2), dem Vergleichssatz von Rauch und einer Eigenschaft von Gra-
mmscher Determinante haben wir

volM < 1 volS™.

Daher haben wir vol M = {volS*. Nach (1), (2) und dem Vergleichssatz
von Rauch stimmt U, mit dem offenen Ball vom Radius x/2 um 0 in
M, iberein und die Menge exp,, (U,) ist isometrisch zur Hemisphire von
S*. So ist M ein Raum mit konstanter Kriimmung 1. Deshalb ist M
isometrisch zu einem reellen projektiven Raum mit konstanter Kriimmung
1, weil vol M = } vol S* ist.
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