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Introduction. En algebre non-commutative, on dit qu'un anneau noetherien A est
local si:

(i) le radical de Jacobson M de A est un ideal maximal,
(ii) flM" = (0),

(iii) AIM est artinien simple.
Dans [9], Walker definit un anneau local regulier comme un anneau local A dont le

radical de Jacobson M est engendre par une A-suite centralisante x1; x 2 , . . . , x, [4], et
demontre alors que:

t = cldim A = Kdim A = rgldim A = pdAA/M.

Plus tard, dans [7], Smith donne deux classes d'exemples pour de tels anneaux:
(1) Soit <& une algebre de Lie nilpotente de dimension finie sur un corps K et UC&)

son algebre enveloppante. Si 0*eSpec UC^), U(^)9 est un anneau local regulier.
(2) Soit R un anneau commutatif super-regulier. Considerons un groupe G de type

fini contenant un sous-groupe normal fini H avec |H|-1 e R et G/H nilpotent sans torsion.
Soit R[G] l'anneau de groupe. Si £P e Spec R[G], R[G]g, est un anneau local regulier.

Dans cette note, nous considerons la fonction fM(n) = IA(A/Af+1), qui n'est pas
polynomiale en general et nous montrons qu'elle est a croissance polynomiale de facon
qu'un analogue du theoreme de Hilbert-Samuel pour les anneaux locaux noetheriens reste
vrai. Nous nous placons dans les anneaux locaux reguliers, parce qu'on ne connait pas de
moyen pour construire un analogue des systemes de parametre dans un anneau local ou
tout ideal est engendre par un systeme centralisant.

1. Propriete d'Artin-Rees forte et Anneau de Roseblade.

1.1. Soit A un anneau noetherien et I un ideal bilatere de A. On dit que / verifie la
propriete d'Artin-Rees forte si l'anneau gradue:

est noetherien. On a alors la propriete bien connue:
(P) Soit M un A-module (a gauche) de type fini et N un sous-module de M. II existe

un entier k tel que I"MC\N= I"~k{IkMr\N) pour n^k. On ne sait pas si un ideal
engendre par un systeme centralisant possede la propriete d'Artin-Rees forte [3], [5], [8].

1.2. Soit A un anneau et / un ideal de A. On dit que I est polycentral de hauteur c,
s'il existe une chaine d'ideaux

I = I 1 2 l 2 2 . . . 2 J £ 2 2 e + I = (0)>
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telle que IJIi+l est engendre par des elements centraux de A//j+1. Dans [6], Roseblade
considere le sous-anneau A{I; /,, J2,..., Ic+i) de A[r] engendre par:

A , Ict, If,..., If-\ Ie_it,..., I c ^ t 2 " 2 , . . . , I2t, I 2 t 2 , I s

et montre qu'il est noetherien. On a:

ce qui permet d'attacher a l'ideal I une suite decroissante d'ideaux {Ln(I)}n&1 telle que:

£„(/) = Ir+2+ I L,(J)L,(J)
i+j = n
ij>0

si n>0 , rS=- l et 2 r < n « 2 r + 1 . De plus, In<=Ln(I) pour tout n et Ln(I)<=Jr
 Si rS=O et

( r - 1)2C~1 < n =£ r2c~1. Soit maintenant M un A-module de type fini et JV un sous-module
de M. La noetherianite de A(/; I,, I2, • • •, Ic+i) donne:

(F) II existe un entier k tel que:

Ln(I)MnN= t LB.i(fl(Li(DMnN)

si n ^ k.
La s.uite de cette note consiste a montrer que pour notre but il suffit d'utiliser la

propriete (P') qui peut s'interpreter comme une propriete d'Artin-Rees forte de la suite
{Ln(I)}nsi, qui definit sur A la meme topologie que la topologie J-adique.

2. Les fonctions /, et g,.

2.1. Soit A un anneau noetherien et I un ideal bilatere de A engendre par un
systeme centralisant xx, x2,..., x,. Supposons de plus que A// est artinien. Posons:
/,(n) = lA(AU"+l) et gl(n) = /A(A/Ln+1(I)), ou {Ln+1(J)}ne0 est la suite attachee a l'ideal I
en utilisant l'anneau de Roseblade relativement a la suite d'ideaux i, =
Ax, + Ax2 + . . . +Ax,_/+1 pour l=£/^f et /,+1 = (0). II est clair que g/(n)=£/j(n), mais en
fait le theoreme 3.1 montre que ces deux fonctions ont la meme croissance dans le sens
suivant.

2.2. DEFINITION. Soit / une fonction croissante definie sur N a valeurs entieres
positives. Nous allons supposer que:

(a) II existe un polynome q(X)e Q[X] tel que /(n)=£q(n) pour tout entier naturel n.
(b) II existe un entier l>0 et un polynome p(X)eQ[X] tels que: 0<p(n) =£f(n)

pour n^O, n = 0(l).
II est alors clair qu'en presence de la condition (a), il existe un polynome de plus haut

degre d verifiant la condition (b). En particulier, d=£degq(X). Cet entier d, uniquement
determine par / sera dit "degre de / " et sera note deg /.

2.3. Soit x un element central dans A et J un ideal bilatere de A. Notons par J:Ax
l'ideal {b/bAx^ J} = {blbxeJ}.
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LEMME. Avec les notations du 2.1, on a:

et

Preuve. La preuve de la premiere egalite est la meme que celle du cas commutatif
[10, p. 285]. Pour la deuxieme egalite remarquons qu'on a Ln(I) = Ln{I) par construction
dans l'anneau A/Axv D'autre part,

+l(I) + Axx)

= g/(»)-U(Ax1/Ln+1(I)nAx1).

Mais, AxJLn+i(I) C\ Ax, est isomorphe a AILn+l(I): Ax, par la multiplication par x,, d'ou
le resultat.

2.4. La proposition suivante donne la majoration commutative de la fonction /,.

PROPOSITION. Avec les notations du 2.1, on a: //(n)=s( )/A(A/J).

Preuve. Par recurrence sur t. Pour plus de details voir [1].

3.1. THEOREME. Soit A un anneau noetherien et I un ideal propre de A tel que A/I soit
artinien. Supposons que I soit engendre par une A-suite centralisante xu x 2 , . . . , x,. Alors les
fonctions /, et g, sont de degre t au sens de la definition 2.2.

Preuve. Par recurrence sur t.
Si t = 1,1= Ax, et 7k+1 cp Ik car x, est non diviseur de zero et non inversible. Comme

Ax!f/AxJ+1 est isomorphe a A/I, on a: /,(n) = gj(n) = (n + l)/A(A/J).
Supposons ( > 1 . Tout d'abord, la proposition 2.4 assure que la condition (a) de la

definition 2.2 est verifiee. Considerons ensuite l'anneau A =A/Axt et l'ideal I = HAx^. A
et I verifient la condition du theoreme avec t—1. II s'ensuit par recurrence qu'il existe un
entier /, strictement positif et un polynome p(X) a coefficients rationnels tels que:

0<p(n)^gIIAxi(n) pour n^O, n = 0(/,), degp(X) = f - l . (3.1.1)

D'autre part, la suite {Ln(I)}nsl verifie la propriete d'Artin-Rees forte et par consequent il
existe un entier k, tel que pour n^kx on a:

k, k,

Ln(7)nAx,= I L^OXL^nAxOc X Ln.i(J)x1cLn.t|(I)x1)
i = 0 i=0

ce qui implique que Ln:Ax, <=Ln_fci puisque x, est non diviseur de zero. D'apres le
lemme 2.3 on peut ecrire:
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et par consequent
g»Axl(")*£gi('O-&(n-fci) Pour n^k,. (3.1.2)

Posons fc = /1k1. II est clair que (3.1.1) et (3.1.2) restent vrais si Jj et kj sont remplaces par
k. On a done:

0 < p(n) =£ gIIAXl(n) *z gl(n) - g,(n - k)

pour nssfc, n = 0(fc) et degp(X) = f - 1 . Prenons n = uk. On obtient alors les inegalit£s
suivantes:

0<p(uk)^gl{uk)-gl(uk- k),

0<p(uk-k)^gI(uk-k)-gI(uk-2k),

0<p(2k)=£g,(2k)-g,(fc),

u u

On en deduit: 0< £ p(ik)=Sgj(uk). Maintenant, £ p(ik) est un polynome en ufc, a
i = l i = l

coefficients rationnels et de degre t. En effet, il suffit de le montrer en supposant que p(X)
u u

es t u n m o n o m e d e d e g r e t-l, aX'~\ O n a a l o r s : £ a ( i k ) ' ~ 1 = a fc ' " 1 5] J ' 1 - C o m m e
u i = l i = l

d'autre part, X i'"1 est un polynome en u de degre f, a coefficients rationnels, il existe
1 - 1 u r

b0, bu ..., b, rationnels avec b,f 0 et tels que: X i'"1 = X bjuK II s'ensuit que:

i = l ;=0 j=0

On obtient done le resultat cherche pour la fonction g, et par consequent pour la fonction

u
3.2. COROLLAIRE. Soit A un anneau local regulier et M son radical de Jacobson

engendre par la A-suite centralisante xu x2,..., x,. Alors le degre de la fonction fM est t.

3.3. REMARQUE. Dans la definition 2.2, si les deux polynomes p et q ont le merae
degre comme e'est le cas dans le theoreme 3.1, alors:

— Log/(w)
hm ——— = deg f.
"-*°° Logn

En particulier, la dimension au sens de Gelfand-Kirillov de / est egale a deg / comme on
peut le trouver dans [2].
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