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SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES

DE PLUSIEURS VARIABLES

YUKITAKA ABE

§ 0. Introduction

Les fonctions periodiques d'une seule variable ont ete etudiees depuis
longtemps. On sait que toute fonction meromorphe de n variables 2n
fois periodiques peut s'ecrire comme quotient de deux fonctions theta.
Ceci est a Γorigine de Γessor des fonctions theta. Au contraire, Γetude
des fonctions periodiques de n variables r fois periodiques (r < 2n) SL pris
du retard. II nous semble que P. Cousin ([4] et [5]) a etudie ces fonc-
tions pour la premiere fois.

Nous pouvons regarder les fonctions periodiques de n variables r
fois periodiques comme fonctions sur le groupe quotient Cn/Γ de Cn par un
sous-groupe discret Γ de rang r. Par le theoreme de Remmert-Morimoto
([12) et [14]), Cn/Γ est isomorphe a Cp X (C*)* X XQ, oύ Zo est un groupe
toroidal de dimension metn=p + q + m. Si XQ est compact, alors c'est
un tore. En consequence, Γetude des fonctions periodiques se reduit a
celle des fonctions meromorphes sur un groupe toroidal non-compact
X = Cn/Γ. Toute fonction meromorphe sur X peut s'ecrire comme quo-
tient de deux sections holomorphes de Γespace fibre holomorphe en droites
sur X. En 1982, Ch. Vogt [17] a demontre que tout espace fibre holo-
morphe en droites sur X est donne par un facteur theta si et seulement
si la dimension de la cohomologie Hι(X, Θ) est finie. La classification des
cohomologies HP(X, Θ) a ete faite par H. Kazama [10]. L'auteur [2] a
caracterise les groupes toroidaux par Γexistence d'espaces fibres holomor-
phes en droites positifs et demontre un theoreme de reduction meromorphe
pour les groupes toroidaux. Mais, on ne sait pas encore quels espaces
fibres holomorphes en droites sur un groupe toroidal ont une section
holomorphe non-triviale.

Tout espace fibre holomorphe en droites L sur un groupe toroidal
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X = CnjΓ est isomorphe au produit tensoriel Lo ® Lx d'un espace fibre

holomorphe en droites topologiquement trivial Lo par un espace fibre

theta Lx donne par un facteur theta ([18]). On suppose que le facteur

theta qui donne Lx est de type ( J ^ , ψ, £>, ££). Soit C™ le sous-espace

Kneaire complexe maximal dans le sous-espace lineaire reel Rn

Γ

+m qui est

engendre par le sous-groupe discret Γ de C\ On ecrira j^Γ:=.j^\CmXCm. Si

L a une section holomorphe non-triviale, alors la forme hermitienne yfΓ

sur C™ est semi-definie positive ([2]). En sens contraire, on peut voir la

conjecture suivante dans [18].

CONJECTURE. Si J4?V est semi-definie positive et non-nulle, alors L a

une section holomorphe non-triviale.

Dans cet article, nous montrons d'abord qu'il faut une autre condi-

tion que JfΓ est semi-definie positive pour Γexistence des sections holo-

morphes non-triviales (theoreme 3.4). Dans le paragraphe 4 nous con-

siderons les valeurs des formes hermitiennes qui peuvent etre les formes

hermitiennes des facteur theta au cas rang Γ = n + 1. Soit eu β2, , en

la base naturelle de Cn = C^ X C71"1 telles que ex est la base de Cλ

Γ. Nous

montrons que pour tout nombre reel a il y a la forme hermitienne jtf

d'un facteur theta que <#f(eu eλ) est sufϊisamment voisine de a (proposition

4.1). Nous nous interessons au cas oύ 3tf*Γ est definie positive au para-

graphe 6. D'abord nous montrons que dimc H°(X, Θ{L)) = oo pour un

espace fibre theta positif L (theoreme 6.1). Ensuite nous demontrons que

si la forme hermitienne Jf Γ est sufHsamment positive alors nous avons

le meme resultat pour un espace fibre holomorphe en droites L = Lo ® ^i

(theoreme 6.4). Au paragraphe 7, nous demontrons que la conjecture

est vraie dans le cas rang Γ = n + 1 en utilisant les resultats du para-

graphe 4 (theoreme 7.2).

Le paragraphe 8 est consacre au cas oύ Jf'Γ est semi-definie positive.

Soit jif une forme hermitienne dont la partie imaginaire est a valeurs

entieres sur Γ X Γ. Meme si J4?Γ est semi-definie positive, nous ne

pouvons pas obligatoirement Γetendre en une forme hermitienne semi-

definie positive sur Cn. Nous donnons la condition (In) necessaire et

sufϊisante pour cela (proposition 8.1). Ensuite nous montrons que si un

espace fibre theta L satisfait a Γhypothese de la conjecture et la condi-

tion d'inclusion (In) alors on a dimc H\X, Θ(L)) = oo (theoreme 8.2). Nous

donnons un exemple qui montre la conjecture n'est pas vraie en general
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(voyez Γexemple 8.3 et le theoreme 8.6).

§ 1. Groupes toroidaux

Soit Γ un sous-groupe discret de rang r de C\ On pose X — CnIΓ.

On dira que la (n, r)-matrice

dont les vecteurs colonnes sont des generateurs pu •• , p r e C ) l de Γ est

une matrice de periode de Γ ou de X. Soit P' une autre (n, r)-matrice.

Les matrices P et Pr sont equivalentes s'il existe MeGL(r, Z) et A e

GL(n, C) telles que

P' = APM.

Soit Γ; le sous-groupe discret de Cn avec la matrice de periode P'. Alors

Cn/Γ et CnjΓ' sont isomorphes si et seulement si P et P! sont equi-

valentes. On dira que X = Cn/Γ est un groupe toroidal lorsqu'il n'y a

pas de fonction holomorphe non-constante sur X. Si X = CnIΓ est un

groupe toroidal, alors rang Γ = n + m(l<m<ή) et Γ continent n-

vecteurs lineairement independants sur C. On connait bein la proposition

suivante ([12], [13] et [17]).

PROPOSITION 1.1. Soit X = Cn/Γ un groupe quotient de Cn par Γ avec

rang Γ — n + m (1 < m < n). Alors pour que X est toroidal il faut et

il suffit que X a la matrice de periode suivante:

(1.1) P=(In S) ,

oil In est la (n, n)-matrice unite et S est une (n, m)-matrίce satίsfaίsant a

(1.2) σS<£Zm

pour tout a = (σu - , σn) 6 Zw\{0}.

La matrice de periode P = (In S) dans la proposition 1.1 est equi-

valente a la matrice de periode

(1.3) =(L 3-
oύ T = (Im S') est la matrice de periode d'un tore complexe de dimen-

sion m et R est une (n — m, 2m)-matrice reelle satisfaisant a

https://doi.org/10.1017/S002776300000355X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S002776300000355X


Ob YUKITAKE ABE

(1.4) σR g Z 2 m

p o u r t o u t a = (σί9 ,σn-J e Z»" w \{0}.

§ 2. Facteurs automorphes et fonctions automorphes

Soit X = Cn/Γ un groupe toroidal et soit L un espace fibre holomor-

phe en croites sur X. Supposons que L est defini par un systeme de

fonctions de transition {gij} relatif au recouvrement {C7J de X. Soit

π\ CW->X la projection canonique. L'image reciproque π*L de L par π est

definie par le systeme de fonctions de transition {g^} relatif au recourve-

ment {Ut} de Cw, oύ £/<: = π~\Uz) et gtj(z)\= ga{π(z)). Puisque tout espace

fibre holomorphe en droites sur Cn est analytiquement trivial, il existe

une fonction holomorphe ct sur t/* a valeurs dans C* telle que

(2.1) c^g^^l sur ϋiΓlϋj.

On peut definir Γapplication a: Γ X Cn -> C* par

a(γ,z):= ct(z+ T)-%(z)

pour tous zeUi et 7 e Γ. Alors a satisfait aux conditions suivantes:

a) aγ: Cn -> C*, ar(z):= a(ϊ, z) est holomorphe pour tout 7 e Γ.

b) α(0, z) = 1 pour tout 2 e Cn.

c) α(r + r', e) = α(r, 2 + rOαfr', 2;) pour tous 7,7' eΓ et e e C\

DEFINITION 2.1. On dira qu'une application a: Γ X Cn -> C* est un

facteur automorphe si elle satisfait aux conditions susdites a), b) et c).

Soient a, β: Γ X Cn -> C* deux facteurs automorphes. S'il existe une

fonction holomorphe h: C71 -* C* telle que

β(7,z) = h(z + 7)a(7,z)h(z)~1

pour 7 e Γ et z e Cw, on dira que a et /3 sont equivalentes. La proposition

suivante est due a Vogt [17].

PROPOSITION 2.2. Les classes d'equivalence des facteurs automorphes

pour Γ sur Cn correspondent bίjectivement aux classes ίsomorphes des

espaces fibres holomorphes en droίtes sur CnIΓ.

DEFINITION 2.3. On dira qu'une application a: ΓχCn-+C est un

facteur automorphe additif si elle satisfait aux conditions suivantes:

a) a7: C
n —» C, a7(z):= a(7,z), est holomorphe pour tout 7eΓ.
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b) α(0, z) = 0 pour tout z e Cn.

c) a(ϊ + T', z) = a{ϊ, z + ϊ') + a(ϊ\ z) pour tous r j ' e Γ e t ^ e Cn.

Pour un facteur automorphe additif a: Γ X Cn -> C, on peut definir

le facteur automorphe a par α(r, 2:):= exp(α(r, z)).

PROPOSITION 2.4 ([17]). Soit L un espace fibre holomorphe en droίtes

sur X == Cn/Λ dem£ par fe facteur automorphe a: F x C ^ C * , eί pour

chaque 7 e Γ, soit aγ: Cn -> C, ar(z) = a(Γ, 2:) w^β fonction holomorphe telle

que a(Y,z) = exp (a(/, 2)). AZors les assertions suίυantes sont equiυalentes:

a) Uespace fibre holomorphe en droites L est topologiquement trivial.

b) a(γ, z + r') + a(r', z) = a(r\ z + r) + a(T, z) pour tous r, f e Γ et

zeCn.

c) II exίste un facteur automorphe additif b: Γ X Cn-> C ίe/ ςruβ

a(r, z) = exp (6(r, z)).

DEFINITION 2.5. On dira qu'un facteur automorphe a: Γ X Cn -> C*

est un facteur theta, s'il s'ecrit

α(r, «) = β(^fr(^) + c(T))

pour tous r e Γ et 2: e Cn, oύ f̂r est une forme C-lineaire sur Cn, c(ϊ) est

une constante et e(x) = exp 2;r V — 1 x. On dira aussi que Γespace fibre

holomorphe en droites donne par un facteur theta est un espace fibre

theta.

Tout espace fibre holomorphe en droites L sur un groupe toroidal

X = Cn/Γ est isomorphe a LQ(g)Lu oύ Lo est un espace fibre holomorphe

en droites topologiquement trivial et Lx est un espace fibre theta ([18]).

Dans la suite on notera LQ®Lλ Γexpression ci-dessus.

Le facteur theta p(Y, z) s'ecrit classiquement

p(r, z) =

pour tous ϊ e Γ et 2: e Cn, oύ Jf est une forme hermitienne telle que la

partie imaginaire s/:= Im 3^ est a valeurs entieres sur Γ X iΓ, J est une

forme C-bilineaire symetrique, if est une forme C-lineaire et ψ est un semi-

caractere de Γ associe a ^ | Γ x Γ . Lorsque range Γ = 2n cette expression

est unique. Mais elle n'est pas unique en general. On dira q'un facteur

theta p est de type (JP, ψ, 1, <£) s'il a Γexpression ci-dessus. Un facteur

theta de type (jf7, ψ, 0, 0) est un facteur theta reduit de type (jf, ψ). Et
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on dira qu'un facteur theta de type (0, 1, 1, £P) est un facteur theta

trivial.

DEFINITION 2.6. Soit α : Γ χ C π — > C * un facteur automorphe. On

dira qu'une fonction holomorphe / sur Cn est une fonction automorphe

pour a si

f(z + r) = «(r, z)f(z)

pour tous ϊ e Γ et zeCn. En particulier on dira qu'une fonction auto-

morphe pour un facteur theta est une fonction theta.

Soit L un espace fibre holomorphe en droites donne par un facteur

automorphe a. Alors les sections holomorphes de L correspondent bi-

jectivement aux fonctions automorphes pour a.

§ 3. Une condition necessaire

Soit X = Cn/Γ un groupe toroidal de rang Γ = n + m. On notera

R£+m le sous-espace lineaire reel qui est engendre par Γ et C? le sous-

espace lineaire complexe maximal dans Rj+ m. Soit L — LO®LX un espace

fibre holomorphe en droites sur X. On suppose que Γespace fibre holo-

morphe en droites topologiquement trivial Lo est donne par un facteur

automorphe a(ϊ, z) = exp(α(Γ, z)) qui est defini par un facteur automorphe

additif a(T, z), et Γespace fibre theta Lx est donne par un facteur theta p

de type (jf, ψ, 1, J£). Si L a une section holomorphe non-triviale, alors

3tfΓ est semi-definie positive ([2]).

LEMME 3.1 ([2] et [7]). Soit L un espace fibre holomorphe en droites

topologίquement trivial sur un groupe toroidal Alors pour que L ait une

section holomorphe non-triviale il faut et il suffit que L soit analytίquement

trivial.

On peut voir la conjecture suivante dans [18].

CONJECTURE 3.2. Si JfΓ est semi-definie positive et non-nulle, alors L

a une section holomorphe non-triviale.

Pour une forme hermitienne Jf sur Cn on pose

Ker ( ^ Γ ) : = {zeCψ; 3fΓ(z, zf) = 0 pour tout z' e Q?}.

Rappelons le cas oύ X = Cn/Γ est un tore. II est necessaire pour

Γexistence d'une section holomorphe non-triviale de L que
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ψ(γ) = 1 pour tout r € Ker (JP) Π Γ ,

oύ Ker(^f) est le noyau de Jf7 sur Cn. Done il nous semble qu'une

condition analogue est necessaire pour un groupe toroidal.

On ecrira Cn = C™ X Cn~m. Soient (z1? , zm; wu , ι̂ n_m) des coor-

donnees holomorphes de Cn telles que z — (zu , eTO) e C? et α; = (IUJ, •••,

w;n_w) e Cn"m. On suppose que la matrice de periode P de I 7 a la forme

(1.2). D'apres Vogt [17], on peut supposer de plus que le facteur auto-

morphe a(ϊ, (z, w)) qui donne Lo a les proprietes suivantes:

a) a(ΐ, (z, w)) ne depend pas de z. Pour cette raison on ecrit

a(r,(z,u>)) = a(ϊ,w).

b) a(r, w) = 1 pour tout r e {0} X Zn~m.

c) α(Γ, iϋ) est Zn~m-periodique pour w.

On pose P = (Pi, - —,pn + m). On pose alors

(3.1) * fV
[ 1 smon.

Pour ϊ e Γ quelconque on peut ecrire de faςon unique

n + m

Ϊ = Σ αiPi^ «ί e z.
ί = l

En posant

(3.2) ^(r): = Π β(Pi)ai

pour Γe/ 1, on definit un homomorphisme /3: Γ—>C*. L'espace fibre

holomorphe en droites Lβ donne par β est homogene, par suite il est

topologiquement trivial ([17]). En utilisant Lβ, on a une autre expression

de L = Lt®Lu oύ Lo est topologiquement trivial et Lx est un espace fibre

theta. En effet, Lo est donne par le facteur automorphe ά(ΐ, w) — a(ΐ, w)β(ϊ)

et Lί est donne par le facteur theta β(γ, (z, w)) = β{T)~ιρ{ϊ, (z, w)). Sup-

posons que β{γ)~ι est de type (0, ψβ, 0, &β). Alors β est de type (jf\ ψ, J, J>),

oύ ψ = ψψ^ et ^ = if + ^ . On pose rang (ΓΠC?) = g. On suppose

pn + m-β +i, ,Pn+m sont des generateurs de

LEMME 3.3. 0^1 a

(3.3) ^(r, 0) = 1
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pour tout TeΓΠC7?.

Demonstration. Tout T e Γ (Ί C™ peut s'ecrire de faςon unique sous

la forme

T =

On a done par (3.1) et (3.2)

β(r)=

Comme

α ( p w + m - ? + i + P^m-s-fjh 0) = α ( p n + T O _ ί + i , 0 )α(p n + Ϊ Λ - g + i , 0)

pour £ et j avec 1 < i, j < g, on a

On en deduit

a(r, o) = «(r,

pour tout r G Γ Π C?. D

Par le lemme 3.3 on peut supposer que pour un espace fibre holo

morphe en droites L = L0(g)Lu le facteur automorphe a qui donne Lo

satisfait toujours a (3.3).

THEOREME 3.4. Soίt L = L0®^i un espace fibre holomorphe en droίtes

sur un groupe toroidal X = Cn/Γ. Si L a une section holomorphe, alors

Ψlmκer( r̂) est une representation de Γf]Keγ(j^Γ) qui est equίvalente a 1.

Demonstration. On peut supposer que le facteur theta p qui donne

Lt est un facteur theta reduit de type (jf, ψ). Soient a le facteur auto-

morphe qui donne Lo et / =£ 0 une fonction automorphe pour a p, e'est-a-

dire

f((z, w) + γ) = a(γ, w)p(γ, (z, w))f(z, w)

pour tous Γ e Γ e t (z, w)eCn. Comme / =fc 0, il existe ze Cψ tel que f(z, 0)

^ 0 . On a pour tout ϊ e Γ(Ί Ker(jf Γ)
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f(z + r > Q ) = cc(r, o)P(r, (z, o))

= ψ(r)βf—i==^(r, («, o)) + — ί = jf(r, r)]

- Ψ(r),

car α satisfait a (3.3). Posons C^ = Ker(jfγ) X C1 et I + dim cKer(^fΓ)

= m. On ecrira z = (2', z") e Ker Of Γ) X Cι. Pour tout ζ e Ker (jf Γ), on

pose

Alors /2(ζ) est une fonction holomorphe sur Ker C#V), et on a /3(0) = f(z, 0)

=̂ 0. Nous obtenons done fz φ. 0. On peut verifier facilement que

pour tous r,feΓf)Ker(jfΓ) par

On en deduit que ψo:= ψ|rnκθr(^Γ) est une representation de Γ ( Ί K e r ( ^ Γ ) .

Par (3.4) on a

Λ(C + r) = ψ(r)/,(ζ)

pour tous ζ e Ker ( ^ Γ) et ϊ eΓf\ Ker pf Γ ) . Ceci montre que fz est une

fonction automorphe pour la representation ψ0. On pose Ker(jfΓ) = Cfc

et Γr

0: = JΓΠKer(jf?

Γ). Comme il existe la projection canonique X->X0: =

Ker (Jίf>

r)IΓ0, XQ est aussi un groupe toroidal. L'espace fibre holomorphe

en droites donne par ψ0 est topologiquement trivial ([17]). Grace au

lemme 3.1, il en resulte que ψ0 est equivalente a 1. Π

§ 4. Formes hermitiennes des facteurs theta

Soit X = Cn/Γ un groupe toroidal. Dans ce paragraphe nous supposons

que rang/ 1 = n + 1. Prenons les coordonnees holomorphes (z, w) = (z, wu

• , wn-x) de Cn = C^ X C71"1 comme celles du paragraphe 3. Soit eu e2,

. , en la base naturelle de Cn = C^ X Cn~\ Definissons

3F\ — \$f\ une forme hermitienne sur Cn telle que

Im Jf est a valeurs entieres sur Γ X Γ}.

On pose alors F : = {u = ^ ( e t , ex)\ / e « f } .
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PROPOSITION 4.1. F est dense dans R.

Demonstration. Par la projection τ\ Cn = C^ X Cn~l(z, wu , wn_<)-+

(z, wλ) eC2, on a Γapplication holomorphe surjective r*: X-> C2/T*, oύ

Γ* = r(JΓ). C2/Γ* est necessairement un groupe toroidal avec la matrice

de periode

oύ a, /3, Γj, r 2 eR, β Φ 0 et ^ ou r2 est irrationnel au moins. Par con-

sequent, la demonstration de la proposition est reduite au cas n = 2.

Prenons ^ e J^ avec «^:= Imjf. Alors on a ϋ = j/(ej, V — lβj). On

pose x:— j/(ej, β2), y : = j/(e2, V — 1 e^ et P = (PuP^Pz)- O n P e u ^ ecrire

pί = e2, p2 = ex + rie2 et ps — aex + βV — 1 β2 + r2e2. Comme Jf e ^ , il existe

k, I, meZ tels que

(^ ( A , A ) = -x = k,

On en deduit par (4.1) que

(4.2) m — rj + r2k = /3u.

Reciproquement, pour toutes valeurs entieres k, /, m on peut construire

J^f 6 ^ satisfaisante (4.1). Comme X est un groupe toroidal, Γensemble

{m + τ\Z + r2/̂ ; k, I, me Z} est dense dans R. Ensuite F est dense dans

R. D

§ 5. Une classe carateristique nouvelle

Soit X = CnjΓ un groupe toroidal de rang Γ = n + m, et soient (z, w)

des coordonnees holomorphes de Cn = Cψ X Cn"m. On notera i et ^ 1 ? 1 les

faisceaux des germes des fonctions C°° a valeurs reelles et des (1, l)-formes

C00 reelles relatives a {dza, dza; a = 1, , m) sur X. Soit dz = 3Z + dz le

d-operateur aux variables z. On notera J^1'1 le sous-faisceau de $U1 qui

consiste en (1, l)-formes fermees par dz. Soit Jf * le faisceau des germes

des fonctions C°° a valeurs C* qui sont holomorphes relatives a z sur X

On suppose que L e Hι(X, 34?*) est defini par un systeme de fonctions

de transition {gtj} relatif au recouvrement {ί/J de X. Soit {αj une metrique
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hermitienne sur les fibres de L. On peut definir une (1, l)-forme ω(L) a

valeurs ^ h l pour L par

ω(L):= ~ dβz log at sur Ut.

Alors on a un homomorphisme

cΓ: Ή\X, tf*) • ff°(

L\ >

On dira que cΓ(L) est la class de Chern raffinee relative a Γ. Voyes [1]

pour les proprietes de cΓ(L). Dans [2] nous avons demontre que si un

espace fibre holomorphe en droites L est topologiquement trivial, alors

cΓ(L) == 0. Le contraire n'est pas vrai en general (Exemple 6.2 dans [3]).

Soit Lp Γespace fibre theta donne par un facteur theta p de type (j^9 ψ , J ,

cSf). Alors il existe une metrique hermitienne sur les fibres de Lp telle

que

\

oύ i/ = (/ιαjg) est la matrice de representation de J>f relative aux coor-

donnees holomorphes (tu , tn) = (z, α;) de Cn ([3]). En particulier on a

§ 6. Le cas defini positif

D'abord nous considerons des espaces fibres theta. Lorsque Cn/Γ est

un tore, la dimension de Γespace vectoriel des functions theta pour un

facteur theta p de type (jf, ψ, J , &) est le pfaffien Pf (*/, Γ) de s/:= ϊmtf

sur Γ X Γ. On peut demontrer le theoreme suivant pour des groupes

toroidaux.

THEOREME 6.1. Soit X — Cn/Γ un groupe toroidal non-compact, et soit

L Γespace fibre theta sur X donne par un facteur theta p de type (jf, -ψ-,

1, J?). Si Jf Γ est definίe positive, alors

)) = oo.

Demonstration. Pour tout iVeN, il existe un groupe discret Γ de

rang 2n contenant Γ comme sous-groupe et un facteur theta β: f X Cn
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- * C * tels que p\ΓxCn = p et P f ( ^ , f » i V , oύ £ est de type ( J ? , ψ, 3, g)

et J / : = Im J? (cf. [3] et [16]). Soit Θ Γespace vectoriel des fonctions theta

pour p. Alors on a

dimc H%X, 0(L)) > dimc Θ = Pr (J/, f ) .

Comme N est arbitraire, on a

dimc H\X, 0(D) = oo . •

Soit L = LQΘLJ un espace fibre holomorphe en droites sur un groupe

toroidal X = Cn/Γ. On suppose que Lx est donne par un facteur theta

p de type Of7, ψ, J2, if). II existe un groupe discret Γ' de rang 2π, con-

tenant Γ comme sous-groupe et un facteur theta p : Γ x C " - ^ C* tels

que p = ρ'\rχc» e t A:= Cn/Γ' est une variete abelienne. Soit σ: X->A

le revetement associe. Si U est Γespace fibre theta sur A donne par p',

alors on a Lj = σ*L{. Soit (A, r) une transformation quadratique de A

centree en ae A. On pose que S:= τ~\a) — {a} X Pnί. Soit [S] Γespace

fibre holomorphe en droites sur A determine par le diviseur S. Le lemma

suivant est bien connu:

LEMME 6.2 ([11]). // existe une constante c > 0 telles que si un espace

fibre holomorphe en droites L sur A a une metrique hermitienne sur les

fibres dont la forme de courbure X satisfaίt

V^ϊ X > CV^TL Σ dta Λ dt,Σ

alors [S]-1®?*.!/ est posίtίf sur A, oύ des coordonees holomorphes de Cn

sont (tu - - , tn) et les coordonnees locales de A sont induites de celles de Cn.

LEMME 6.3. Soίent X = Cn/Γ un groupe toroidal, et (z, w) des coor-

donnees holomorphes de Cn = C^ X Cn"m. Pour tout espace fibre holomor-

phe en droites topologiquement trivial L et tout constante K > 0, // existe

une metrique hermitienne {αj sur les fibres de L telle que si la forme de

courbure X de {α,} est

m

χ = 2 XaβdzaΛdzβ + (les termes contenant dwμ ou dϊϋμ),

alors

(^β).,/i-i,...,» > -KIm sur X.

https://doi.org/10.1017/S002776300000355X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S002776300000355X


FONCTIONS PERIODIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES 95

Demonstration. Soit {t/J un recouvrement de X. On suppose que

les coordonnees holomorphes sur Όt sont induites par celles sur Cn ==

C? X C Λ ' m . Comme cΓ(L) = 0 (cf. paragraphs 5), on peut prendre une

metrique hermitienne {αj sur les fibres de L qui est pluriharmonique

relative a z ([1]). On pose pour xeUt

H(x): =
dzadzβ

dwμdzβ

0

dwμdzβ

(

dwμdwv

__d2logai{χ)

dzβwv

d2 log dj

dwμdWv

(x)

et

dwμdzβ

dzjδw,

0

o

II existe une fonction continue a(x) de x telle que

/ m 1 n

(6 "Π ZH'ix)*? > αίxπ ι̂ 2 Y1 IP I2 4- V

pour tous £ = (ft, , fn) e Cn et d > 0.

II est bien connu qu'il existe une fonction d'exhaustion plurisoushar-

monique C°° non-negative φ sur X telle que

et

dzadwv

V dtϋμdWv

est definie positive pour tout xeL^. On pose φμϋ(x) = d2φ/dwμdwv(x). II

existe une fonction continue b(x) a valeurs positives telle que

(6.2)
n—in

b(χ) Σ
μ-1
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pour tout ξe Cn. Prenons K > 0 quelconque. Nous choisirons δ de (6.1)

tel que a(x)δ2 > — K. Alors on a

(6.3) ξH(x) >ξ > - K t I ξa f - c(x) ±J ξμ f

pour tout ξ e Cn, oύ c(x) est une fonction continue positive. Prenons

τx > 0 telle que τx > c(x)/b(x). Par (6.2) et (6.3) on a

(6.4) ξ(H(x) + τβ ° ))βf > -K t \U

pour tout C\
On en deduit que pour tout xeUi il existe un voisinage W^dUi)

de x et τx > 0 tels que

0 °
pour tout y e Wx. L'ensemble {Wx; xeX} devient un recourment de X.

Soit SB un recouvrement localement fini de X qui consiste en des elements

de {Wx}. On pose pour c e R

Xc:={xeX; φ(x)< c}.

On notera SB0:= {Wi, VF2, , WkQ) l'ensemble de tout Wx e 2S tel que

X o n i ^ ^ 0 . Soit {Wfc0+1, •••, Wkl} l'ensemble de tout Wx e SB\SB0 tel

que XιΠWxΦ0. On pose ^:= SB0 U {Wko+U , VFfcl}. Par recurrence

on peut definir la suite SB0, SBx, telle que

et

SBί+1 = SB, U {WΛs+1, • , Wks+1}, s = 0, 1, .

On ecrira τ5 = τx quand W3 = W .̂ Definissons une fonction non-decrois-

sante v(t) sur [0, oo) par

v(t): = max τμ si τ e (s — 1, s] .

II est bien connu qu'il existe λ e C°°(J0, oo)) telle que

iλ\t) > v(t) pour t € (0, oo)

\λ"(t) > 0 pour t e [0, oo).
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Comme SB = {Ws} est un raffinement de {U7J, il existe une application

i} —• {i} telle que Wj C UcU). On pose

Alors {dj} est metrique hermitienne sur les fibres de L relative au re-

couvrement SB de X Prenons xeX quelconque. On suppose que φ{x)

e (s — 1, s]. Pour j tel que x e Ws on a

(6.6)

o2 log dj

= _ a 2logα t ( j )

dzadϊϋv

dw dwv

dφ dψ

dza dΰϋv

>p + ^ / 7 (^)
owμ dwv

II en resulte par (6.5) et (6.6) que pour tout ξ e Cn

dzadzβ

__ a2 log dj

dωμdzβ

dzadΐϋv

52 log dj

dwμdwv

λ"(Ψ(χ))
nm

" + ΣΣ
0 0 \t,
0 O^JCV *

φμ,(x)

D

THEOREME 6.4. Siot X = C"/Γ un groupe toroidal non-compact. Alors

il existe une constante c > 0 telle que pour tout espace fibre holomorphe

en droίtes L — L0(8)Li sur X tel que

on a

dimc H\X, Θ(L)) = oo
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ou Jfm est la forme hermitienne sur Cp correspondante a la (m, mymatrice

unite et Γespace fibre theta Lx est donne par un facteur theta de type (jf,

Demonstration. II est clair que X est un revetement σ: X —> A d'une

variete abelienne A de dimension n. Pour α 6 A, σ-1(^) = {%i> χz> •} e st

un ensemble discret denombrable. Soit (A, τ) une transformation quadra-

tique de A centree en ae A. Prenons le N quelconque. Soit {Xu τ) la

transformation quadratique de X centree aux poits xu , xt. On pose

S ^ W X F Λ ί = 1, -, Z.

Soit d > 0 une constante ayant la propriete du lemme 6.2. Si un espace

fibre holomorphe en droites L sur X a une metrique hermitienne sur les

fibres dont la forme de courbure 1 satisfait a

l 1 > c' ̂ ( t dza A dza + "ff dwμ A dwμ) ,(6.7)

alors

est positif sur Xt. On pose c:= c'/π. On suppose qu'un espace fibre

holomorphe en droites L = L0®^i satisfait a 2tf Γ > cJm. Soit K > 0 une

constante assez petite pour que

D'apres un resultat du paragraphe 5 et le lemme 6.3, il existe une

metrique hermitienne {αj sur les fibres de L dont la forme de courbure

^ = Σ %apdza A dzβ + (les termes contenant dit^ ou dΰ;")

satisfait a

( ^ α ^ ) α ( ) S = l , . ,m ^ C * m

On suppose que 9 est la fonction d'exhaustion plurisousharmomque.

En utilisant une fonction convexe C°° non-decroissante Λ, on peut definir

une autre metrique hermitienne {αj sur les fibres de L par

Par la meme argument que dans la demonstration du lemme 6.3, on peut
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trouver λ telle que la forme de courbure 1 de {dt} satisfait a (6.7). On

ecrira

S:= SiU

et

On a d'abord la suite exacte suivante:

(6.8) 0 > OXι{t*L® [S]-1) • OzXPL) > Θs(τ*L\s) • 0 .

Comme τ*L(x) [S]"1 est positif sur Xt, grace au theoreme d'annulation pour

les espaces fibres en droites positifs sur une variete faiblement 1-complete

([9] et [15]) on a

On en deduit par (6.8) que le morphisme de restriction

(6.9) H\Xt, 0lt(t*L)) > H\S, Θs(τ*L\s))

est surjectif. Remarquons

Alors, d'apres (6.9)

dimc H°(X, Θ(L)) > I.

On en deduit

dimc H°(X, Θ(L)) = oo . D

On notera Θ* et Jt les faisceaux des germes des fonctions bolomor-

phes a valeurs C* et des fonctions meromorphes sur une variete complexe

X. En posant Jί*: = ^£x\{0x}f on peut construire un sous-faisceau Jί*

= Uxeχ^χ de Jί. On dira que Div(Z):= H%X, Jί*\Θ*) est le groupe

des diviseurs de X. Par une suite exacte

{1} > Θ* > Jέ* > Jl*\Θ* > {1},

on a Γhomomorphisme δ: Div(X) —> Hι(X, 0*). Notons que δ n'est pas

surjectif en general. Mais on peut voir par le corollaire suivant que
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est surjectif si X est une variete quasi-abelienne au sens de Gherardelli-
Andreotti [6].

COROLLAIRE 6.5. Soit X = Cn/Γ une variete quasi-abelienne non-com-

pacte. Alors, pour tout espace fibre holomorphe en droites L sur X on a

dimc H°(X, Jί(L)) = oo ,

oύ Jί{L) est le fαίsceαu des germes des sections meromorphes de L.

Demonstration. Comme X est quasi-abelienne, il existe un espace
fibre tbeta L donne par un facteur theta reduit p de type (.#, ψ) tel que
Jf est definie positive sur Cn. Soit L = L^®Lλ un espace fibre holomorphe
en droites sur X. On suppose que Lx est donne par un facteur theta de
type (jf, ψ, J, «£?). Prenons une constante c > 0 dans le theoreme 6.4.
II existe feeN tel que

En appliquant le theoreme 6.4 on a

dimc H°(X, Θ(L®Lk)) = oo .

Par le theoreme 6.1 il existe une section holomorphe non-triviale g = {gt}
e H°(X, d)(Lk)). Pour / e N arbitrage il existe /(1) = {fl% , fa) = {/f}}
6 H\X, Θ(L®L*)) lineairement independantes sur C. On pose

pour j ~ 1, , /. Alors m(1), , m(0 sont lineairement independantes
sur C. •

§ 7. Le cas rang Γ = n + 1

Nous demontrons dans ce paragraphe que la conjecture 3.2 est vraie
dans le cas rang Γ = n + 1.

LEMME 7.1. Soient A = CnIΓ une variete abelienne, et $F une forme

de Riemann non-degeneree positive pour A. Soient π: Cn —> A la projection

canonίque, et Θ = θ(jf, ψ, J , ^f) Vespace vectcrίel des fonctίons theta pour

un facteur theta de type (J^, ψ, 1, if). On suppose que Θ determine une

application biunίvoque et birέguliere de A sur une sous-varietέ algebrique

V d'un espace projectίf complexe P iV, c'est-ά-dίre Δ = (#0: : θN): A —> V
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C P^ est Γapplication biunivoque et bireguliere, oil θ0, , ΘN est une base

de θ. Alors pour x0, xι e Cn avec π(x0) Φ Trfo), il existe θ e θ telle que

0(xo) = 0 et Ufa) Φ 0.

Demonstration. Par hypothese il existe j tel que 0/*i) Φ 0. On peut

supposer que θo(Xι) Φ 0. Si θQ(x0) = 0, alors θ0 est une fonction theta

desirees. Supposons que θo(xQ) Φ 0. II existe j avec 1 < j < N tel que

Φ θj(xi)lθϋ(xi) Quand efa) = 0, on pose

θ(z):= θo(xo)θ,(z) - cθ,{xx)θ3{z),

oύ

c. =

Alors on a θ e θ, 0(xo) = 0 et 0(^) ^ 0.

Quand θά{x^ φ 0, on pose

Definissons 0 e θ par

0(0):= ft/*!>?/*) - cθfaMz)

Alors on a 0(^o) = 0 et 0(*i) ^ 0. •

Soit Jί? une forme hermitienne sur Cn dont la partie imaginaire est

a valeurs entieres sur Γ X Γ. Alors il existe un facteur theta p de type

(X, ψ, J , Jδf). On notera Θ(JF) = ©(̂ f7^ ψ, J , JSP) Γespace vectoriel des

functions theta pour p. Soient A — Cn/Γ une variete abelienne, et Jf

une forme de Riemann non-degeneree positive pour A. II est bien connu

que θ(mjf) determine une application biunivoque et bireguliere de A

sur une sous-variete algebrique d'un espace projectif complexe pour tout

m > 3. Soit L = L0(8)Li un espace fibre holomorphe en droites sur un

groupe toroidal X. Soil Lx est donne par un facteur theta de type (jf,

ψ, 1, ££). On dira que Jf est la forme hermitienne de L et v = J^(eu ex)

est la valeur de J f r (ou la valeur de 34? sur C^).

THEOREME 7.2. Soient X = CnjΓ un groupe toroidal de rang Γ = n + 1,

et L — L 0 (S)IΊ wft espace fibre holomorphe en droites sur X. Soit Jf la

forme hermitienne de L. Si la valeur de J^Γ est positive, alors on a

dimc H\X, Θ{L)) = oo .
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Demonstration. On pose c o := JF(eu et) > 0. D'apres la proposition

4.1 il existe un facteur theta βx de type (<#!, ψ^ tel que J^ι(eu ex) = ax < c0.

D'apres le theoreme 6.1, il existe une fonction theta θx telle que px est

determine par le diviseur div(^). Soit π: Cn-+X la projection canonique.

Soit Yj une composante connexe de π({θ1 = 0}). Alors YΊ est un ensemble

analytique de X de codimension 1. On notera [YJ Γespace fibre holo-

morphe en droites sur X donne par le diviseur Yx. Soit 2^x la forme

hermitienne de [YJ. Alors la valeur de (3ti?x)r est inferieure ou egale a aγ.

LEMME 7.3. Soίent U = L^®L[ un espace fibre holomorphe en droites

sur X, et jtf" la forme hermitienne de U. Supposons que la valeur cf de

2/?f

Γ est superieure a ax. Alors on a

H>(Yue>ri(L'\Yj) = 0 pourp>l,

et le morphisme de restriction

H\X, 0(L')) > H\YU 0Yχ(L'\Yl))

est surjectif.

Demonstration du lemme 7.3. Par une suite exacte

0 > φ(L'®[Y^) > Θ(U) > ΘYl(U\Yι) > 0 ,

on obtient la suite exacte suivante

(7.1) > Hp{χ9 oφ)) _ ^ HP(γu ΘYl(U\Yl))

• H*+1(X, ®(L'Θ [YJ-1)) >

Comme d — aλ > 0, Γespace fibre holomorphe en droites Z/^tYJ-1 est

positif sur X. Par le theoreme d'annulation pour les espaces fibres

holomorphes en droites positifs sur une variete faiblemen 1-complete ([9]

et [15]) on a

Hp(X, Θ(U® [ YJ-1)) - 0 pour p > 1.

Par la meme raison on obtient

Hp(X, 0(L')) = 0 pour p > 1.

D'apres (7.1) on a la premiere assertion du lemme pour p > 1. Pour

p = 0, on obtient la deuxieme. •

Revenons a la demonstration du theoreme 7.2. En appliquant le

lemme 7.3, on obtient que le morphisme de restriction
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H\X, Θ{L)) > H\YU ΘYl(L\Yl))

est surjectif. Prenons α2 > 0 tel que c0 > ax + a2. D'apres la proposition

4.1 il existe <#2 € & telle que la valeur de (^P2)r
 e s^ inferieure a αz/3.

On peut supposer que <#2 est deίinie positive sur C\ II existe un sous-

groupe discret Γ de rang 2n tel que Γ est un sous-groupe de f, A:= CnjΓ

est une variete abelienne et <#2 est une forme de Riemann non-degeneree

pour A. L'espace vectoriel Θ2 = Θ(3#2) des fonctions theta determine

une application biunivoque et bireguliere de A sur une sous-variete

algebrique d'un espace projectif complexe. En utilisant le lemme 7.1 on

obtient la fonction theta θ2 e θ 2 telle que Y2 = π({θ2 = 0}) est un ensemble

analytique de X de codimension 1 et W2: = Yt Π Y"2 est un ensemble ana-

lytique de Yj de codimension 1. II est clair que la valeur de la forme

hermitienne de [Y2] sur C^ est inferieure a α2. On obtient la suite exacte

(7.2) > H»(YU ΘYχ(L\Yl)) > H*(Wt, OW%(L\W$

par une suite exacte

0 > ΘYl(L®[Y2]-1\Yl) > ΘYl(L\Yl) > ΘW2(L\W2) > 0 .

En uti l isant le lemme 7.3, on a d'apres (7.2)

Hp(W2, ΘW2(L\W2)) = 0 pour p > 1,

et le morphisme de restriction

H\YU (9Yl(L\Yl)) • HXW2, ΘW2(L\W2))

est surjectif. Definissons Zλ\= Yu Soit Z2 une composante connexe de

W2. Alors on obtient

H*(Zι, ΘZ2(L\Z2)) - 0 pour p > 1,

et le morphisme de restriction

H\ZU ΘZl(L\Zl)) • H\Z2, ΘZ2(L\Z2))

est surjectif.

Par des raisonnements analogues aux precedents, on obtient le lemme

suivant.

LEMME 7.4. Soit U = UQ®L[ un espace fibre holomorphe en droites

sur X. Supposons que la valeur d de la forme hermitienne de U sur C^
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satis fait a c' > aί + α2. Alors on a

&&, 0z%(L'\Zt)) = 0 pour p > 1,

e£ Ze morphίsme de restriction

H%ZU <9Zl(L'\Zl)) • #°(Z2, 0Z%(L'\Z%))

est surjectif.

Supposons qu'il existe les ensembles analytiques Yu Y2, , Yk de X

de codimension 1 et les nombres positifs au α2, ••-,«* ay ant les proprietes

suivantes

a) c0 > ax + a2 + + ak.

b) [Yj] est un espace fibre theta positif dont la valeur de la forme

hermitienne sur C^ est inferieure a ajt

c) Zί:= Yj est connexe. Z2 est une composante connexe de Γensemble

analytique Zx Π Y2 de Zx de codimension 1 telle que Z2 Π Y3 est un ensemble

analytique de Z2 de codimension 1. En general Zj est une composante

connexe de Γensemble analytique Z ^ Π Yj de Z3^1 de codimension 1 pour

j = 2, . . . , * .

d) Le morphisme de restriction

tf°(Z,, (5^(LUy)) > H'(Zj+ι, ΘZJ+1(L\ZJ+1))

est surjectif pour j = 0, , k — 1, oύ Zo = X, en consequence le mor-

phisme de restriction

H\X, Θ(L)) > H\Zk9 ΘZh{L\Zk))

est surjectif.

e) Pour un espace fibre holomorphe en droites L' = L'o® L[ dont la

valeur c' de la forme hermitienne sur C^ satisfait a d > αt + a2 + + ak,

on a

fl*(Zfc> ^ ( L ' U J ) = 0 pour p > 1.

Supposons dimZfc > 2. On peut trouver αfc+1 > 0 tel que c0 > aί +

+ αfc + αfc+1. D'apres la proposition 4.1 et le lemme 7.1, il existe un

ensemble anayltique Yfc+1 de X de codimension 1 tel que [Yfc+1] est un

espace fibre theta positif dont la valeur de la forme hermitienne sur C^

est inferieure a αfc+1, et Zfc(ΊYfc+i est un ensemble analytique de Zk de

codimension 1. En posant Wk+ι:= ZkΓϊ Yk+U on obtient la suite exacte
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0 • ΘZk{L® [Yk^Yι\Zk) > ΘZk{L\Zk) > ΘWk+1(L\Wk+ι) > 0 .

Done on a la suite exacte suivante

> H*(Zk1 ΘZk(L\Zk)) > H*(WkhU ΘWk+ι(L\Wk+1))

> H*+1(Zu, ΘZk(L® [Y^-'U)) > •

Soit ck la valeur de la forme hermitienne de L(x) [Y^]" 1 sur C .̂ Alors

on a

ck > c0 — ak+1 > a, + + ak.

D'apres la propriete e) on obtient

H>(Zk, ΘZk{L® [Yk+^\Zk)) = 0 pour p > 1,

H*(Zk9 OZk(L\Zk)) = 0 pour p > 1.

II en resulte que le morphisme de restriction

H\Zk, ΘZk{L\Zk)) > H\Wk+u ΘWk+ι(L\Wk+1))

est surjectif. Par des raisonnements analogues aux precedents, on obtient

Γassertion suivante:

Soit U = Lo®^ί un espace fibre holomorphe en droites sur X dont

la valeur d de la forme hermitienne sur C^ satisfait a c' > ax + α2 +

+ ak+1. Alors on a

H*(Wk+1, 0Wk+1(L'\Wt+1)) = 0 pour p > 1.

Soit Zk+1 une composante connexe de Wk+1 = Zkf] Yk+ι> Les proprietes

a), b), c), d) et e) sont vraies pour k + 1. Continuous ce procede jusqu'a

dim Zk = 1. Alors on a le morphisme de restriction surjectif

H*(X, Θ(L) • H\Zk9 ΘZk(L\Zk)).

Comme X est non singulier au sens de Morimoto [14], il ne continent

pas d'ensemble analytique compact de dimension positive ([14]). Alors

Zk est un espace de Stein, par suite on a

άimcH%Zk,(9Zk(L\Zk))=: oo.

Le theoreme est ainsi demontre. •

§ 8. Le cas semi-defini positif

On suppose dans ce paragraphe qu'un espace fibre holomorphe en
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droites L — L^®LX sur un groupe toroidal X — Cn/Γ a les proprietes de

(3.3) et du theoreme 3.4. Considerons le cas suivant:

La forme hermitienne 3tfΓ est semi-definie positive, mais n'est ni nulle

ni definie positive.

Pour s/:= I m j f on pose J / Γ : = ^|Rn+mxRn+m, et

(8.1) Ker (s/Γ): = {x e Rn

Γ

+m ^λ^ y) = 0 pour tout y e Rn

Γ

+m}.

On considere la condition d'inclusion (In): Ker(j/Γ) Z) Ker(^f Γ). La con-

dition (In) est equivalente a

(8.2) jι/(z, ΈL«+m) = {0} pour tout z e Ker(jf Γ ) .

On dira qu'une forme hermitienne 3? est une extension de Jf7 si

I m J f |Rn + mχRn + m = I m j f |R« + mχRn + m.

PROPOSITION 8.1. Soίt J^f une forme hermitienne satisfaisant a (8.1).

Alors, 3? a une extension $ semi-definie positive sur Cn si et seulement

si la condition (In) est satisfaite.

Demonstration. D'abord on suppose que la condition (In) est satisfaite.

II existe un sous-espace lineaire reel V de Rn

Γ

+m tel que

R Γ = C?ΘV et Cn = C?®V®V~ΞΛV.

On pose K:= Ker(^fΓ) et dim cif = k. On peut ecrire Cψ = Cfc X Cw"fc,

oύ Cfc est identifie a K. Comme Jf\cm~kXCm~k est definie positive, il existe

une constante a > 0 telle que

/, wf) =

pour tout w 'eC7 '1"*. II existe de meme une constante c > 0 telle que

pour tous x,ye C\ Soit T: V X V—> R une forme R-bilineaire symetrique

definie positive telle que

pour tout i e F , oύ6 est une constante positive. En utilisant s/:=
et T, on definit une forme R-bilineaire alternee J\ Cn X Cn -> R par

(<stf(v, Λ/~^1 υf): = T(v, v') pour tous u, υr e V

(8.3) I £(V~ΞΪ ι/, v): = - Γ(ι/, u) pour tous υ,ι/eV

[stf: = j / dans tous les autres cas.
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Alors J2? satisfait aux

= ^ y)

pour tous Λ j e C\ Par suite iJ existe une forme hermitienne JP: Cn X Cn

-> C telle que i = I m / , c est-a-dire

#(x, y) = ^(xy f-iy)

pour tous x,y eCn. Comme

, y)

JP est une extension de Jf.
II suffit de prouver pour b > 0 assez grand que J? est semi-define

positive sur C\ Chaque element de Cn a Γexpression unique w + w' +
u+'yf^Λv, oύ weCfc, ^eC m ~ f c et u,υeV. Puisque weKer(^r) et
w, w' e C™, on a

(8.5)

De meme, on a

, w1) = ^(α;', w) = 0.

(U, w) = — 2ja(\Γ=Λ w, ύ).

Comme V — 1 û  e Ker (JfΓ), on a J^(V — 1 w, w) = 0 par la condition (In).
On en deduit

(8.6) #(w, u) + #(u, w) = 0.

Pour la meme raison que ci-dessus on a

(8.7) jf(w, V~=1LV) + ^{Λ/~^ΛV, W) = -2sέ(w, u) = 0.

On a evidemment

(8.8) Jf(w', w') = ^ ( ^ , wf) > a\\ w'\\2.

Comme

#(u/, u) + Jf (u, wf) = 2 Re #(w', w)

et

|Re<#(«/, M)| / ^

on a
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(8.9) \#(u/9 u) + #(u, w')\ < 2c||u/||||w||.

De la meme maniere on a

(8.10) \#(u/,V=ϊϋ) + #(«f-iv, w')\ < 2c||u/|||M[

et

(8.11) \JP(u,f=ϊv) + ^(^ΓΛυ, u)\ < 2C||M|| | |V| |.

D'apres la definition de / on a

(8.12) #(u, u) = J(u, V~=Λ u)

= T(u, u)

= b\\u\f

et

(8.13) &(Λ/^Ϊ υ, Λ ^ Ί v) = T(υ, υ)

> b\\v\\2.

On en deduit par (8.5), . , (8.13)

(8.14) Jf(w + w' + u + Z 1 1 ! v, w + wf + u + Λ/ 1 7 ! u)

= (|-||ιι;Ίl ί-2c||ιι;ΊII|M|| + A | | M |

II en resulte que le second membre de (8.14) est positif pour b > 0 assez

grand. De plus, en posant

Ker (.#):= {xeCn; JP(x,y) = 0 pour tout yeCn}

et

Ker (J3?) : = {x e Cn .«?(#, 3/) = 0 pour tout y e Cn},

on a

Ker(j?) = Ker(j/) = Ker(^f Γ ) .

Nous demontrons la necessite. On suppose que la condition (In)

n'est pas satisfaite. Alors il existe £0 e Ker (̂ f Γ) tel que z0 g Ker (<s/Γ).
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Nous choisissons xQ e Rn

Γ

+m tel que J/(X0, ZQ) < 0. On peut supposer que

xQ e V. Soit Jf une extension quelconque de Jf, et soit jtf: = I m # . Pour

une base reelle ι;1? , vn+m de V, on pose

Alors (αί;/) est une matrice reelle symetrique. On pose y: — V —1#0 + λz0

pour tout λ 6 R. On a d'abord

Comme zQ e Ker OfΓ), on a J2?(^o, k^/^ίz^ = 0. On en deduit

(8.15) tf(y, y) = ^(x0, V ^ I Λ:0) + 2 ^ ( ^ 0 , zQ).

Pour une matrice reelle symetrique (at j) arbitraire, on peut trouver λ e R

tel que le second membre de (8.15) est negatif. •

THEOREME 8.2. Soit X — Cn/Γ un groupe toroidal non-compact, et soit

L un espace fibre theta sur X donne par un facteur theta p de type (£?, ψ,

J, S£). Si 2tf satisfaίt la condition (In), alors on a

dimcH\X,Θ(L))= - c o .

Demonstration. On peut supposer que p est reduit. D'apres la pro-

position 8.1 Jf a une extension <# semi-definie positive sur Cw. De plus,

pour iVeN quelconque, il existe une extension 3?N semi-definie positive

de #? telle qu'il y a un groupe discret ΓN de rang 2n contenant Γ avec

Pf (J£N9 fN) > N, oύ on pose jtfN:=ImJ?N. Soit ρN Γextension de p a

ΓN X C71. Considerons le revetement τ: X-> AN:= Cn/ΓN. Soit LN Γespace

fibre theta sur AN donne par βN. Alors il est clair que τ*LN ~ L.

Comme

dimc H\ANi 0(LN)) = P f (J m ΓN) > N,

on a

άimcH%X,(9(L))>N.

Le theoreme est ainsi demontre. Π

On donnera un contr'exemple a la conjecture 3.2.
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EXEMPLE 8.3. Soit Γ un sous-groupe discret de rang 5 de C3 dont la

matrice de periode P est donnee par

P est de la forme (1.3), et satisfait a (1.4). Alors X = C*/Γ est un groupe

toroidal non-compact. On pose C3 = C^ X C. Soit eu e2, ez la base com-

plexe naturelle de C3, oύ el9 e2 est celle de C .̂ II est clair que el9 e29

V — leί9 V — 1 e2, e3 est une base reelle de R .̂

Definissons une forme R-bilineaire alternee stf sur C3 par

1 si x = e3

0 sinon,

si x = V —1 β2

0 sinon,

{—1 si x = ex

0 sinon,

x): = 0 pour tout x,

f — Λ/ΊΓ si x = e2

0 sinon,

3, x):= 0 pour tout x,

oύ x e {βi, e2, e3, V — lβi, V — 1 β25 V — 1 e3}. On peut voir facilement qu'il

existe une forme hermitienne jtf* telle que J / = Im jf. Et J / est a valeurs

entieres sur Γ X Γ. Soit ^ une forme satellite de J / sur Γ X Γ. On pose

pour tout r € Γ. On pose alors

(8.16) P{γ9 χ) := ψ(r)e(—^==jf(r, x) + - 4 = ^ ( r , r))

pour tous T e Γ et xeC3. Alors p est un facteur theta reduit de type (jf9 ψ).

Soit L Γespace fibre theta sur X donne par p. On ecrit z = (zl9 z2) e C*Γ.

La forme hermitienne ^ Γ est semi-definie positive, mais n'est ni nulle

ni definie positive. II est clair que Ker (J^Γ) est le ^-plan. Et 2tf satisfait
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la condition du theoreme 3.4, c'est-a-dire, ψ(Γ) = 1 pour tout ΓeΓΠ

Ensuite on definit une autre forme JR-bilineaire alternee s/1: C3 X C8

R par

ί^^Λβu v Γ = Ί e 8 ) : = ^ ( e , , e8),

(x,y): = 0 si {*, y} =£ {*i, e3}, {V"17!eu <f-ϊez).

Soit Jf1 la forme hermitienne telle que s/x = Im^fΊ. Comme pour p, on

peut construire un facteur theta reduit px de type (jfl9 ψt). On pose

p:= p'PΪ1-

Alors ^ est un facteur theta reduit de type (^P, Ψ), oύ

# : = tf - tfx et ψ:= ψ ψϊ1.

On pose J / : = ImJf. Comme J / = j / — J/J, on a

et

£(x, y) = o

pour x, y e {β1? e3, Z
1 7 ! ^ , Z 1 1 ! ^ } .

Considerons la projection C3 —> C, fe, z2, w) »-> z2- On obtient Γespace

fibre holomorphe σ: X—> 771 sur un tore complexe de dimension 1, dont

les fibres sont X = C2/A oύ Γ est un sous-groupe discret de C2 donne

par la matrice de periode

0 1

1 / 2 " 0

et T1 = C/Γj avec A = {& + ZV11^; *, Z 6 Z}. Comme # depend seulement

de la variable z2, il existe un facteur theta pQ pour /\ sur C tel que

ιδ = / ) 0 o ( ^ χ i f ) , oύ ££\ C3-» C est Γextension lineaire de σ. II existe

une fonction theta ΘQ pour p0 telle que le diviseur div(#0) determine p0,

car j f (e2, e2) = / 3 ^ . On pose

Soient τr0: C -» T1 la projection, et Yo:= πo(i4o). II est clair que Yo est

un ensemble fini dans T1. Par suite on pose Yo = {QΊ, , g^}, et Y: =
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). Alors Y est un ensemble analytique de codimension pure 1, et

il determine p. On a la decomposition d'union disjointe des composants

connexes

Chaque Yέ est isomorphe a X = C2/f. Soit L Γespace fibre theta donne

par p. Comme L = [Y], on a la suit exacte

(8.17) 0 > Θ{L®L~ι) • Θ(L) > ΘY(L\Y) • 0.

D'apres (8.17) on a alors la suite exacte

(8.18) 0 > H\X, Θ(L®L-1)) • H\X, Θ(L)) > H\Y, ΘY{L\Y)) > . . . .

Le facteur theta qui donne L^L'1 est p β~ * = p-px-p~l = p^ Comme

(jf^r = 0, on a cΓ{L®L~ι) = 0. Mais on peut demontrer le lemma suivant.

LEMME 8.4. L®L~ι n'est pas topologίquement trivial

Demonstration. On peut supposer que

oύ 31 x est une forme satellite de s/λ sur Γ X Γ. On pose

T, x):= πflΛgβtf, γ) + π^1(ϊ, x) + \π^ι{ϊί ϊ)

pour tous Y e Γ et x e C3. Alors on a ptf, x) = exp (α^r, x)). Par [17]

(Proposition 5), L®L'X est topologiquement trivial si et seulement si

(8.19) aλ(Y, x + r') + αiO", x) = aί(ϊ\ x + ϊ) + a(Y, x)

pour tous r>Y'eΓ et x e C3. Posons r = (0, 0, 1) = p, et f = (1, 0, V~2)

= p2. Alors un calcul simple donne

fair, χ + r') + (h(r\ x)} - fair', χ + r) + a,{y, x)}

Done Γegalite (8.19) n'est pas satisfaite.

D'apres le lemme 8.4 ci-dessus et le corollaire dans [1], on conclut
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X = C2/f est aussi un groupe toroidal, car (1.4) est satisfaite. Dans

ce cas, CL est le 2^-plan, et Cr(L\z) = 0. Par la meme demonstration du

lemme 8.4 on obtient le lemme suivant.

LEMME 8.5. L\χ n'est pas topologiquement trivial.

Par suite on a

H\X, &AL\χ)) = {0}

On en deduit par (8.18)

HXX, Θ(L)) = {0}.

THEOREM 8.6. Soίt X = C3/Γ le groupe toroidal dans Γexemple 8.3.

Soίt p le facteur theta pour Γ donne par (8.16), et soit L Γespace fibre

theta sur X donne par p. Alors, L satisfait aux conditions du theoreme

3.4 et de la conjecture 3.2, mais on a
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